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PREFACIO 


Cambios en esta edición 

Este libro presenta el tema de ingeniería de vibraciones a nivel de licenciatura. Las reacciones favorables de profesores y 
estudiantes a la cuarta edición me motivaron a preparar esta quinta edición. Conservé el estilo de las ediciones anteriores 
en la presentación de la teoría, los aspectos de cálculo y la aplicación de la vibración de la manera más sencilla posible, 
con especial énfasis en las técnicas de análisis por computadora. Se ofrecen amplias explicaciones de los fundamentos en 
las que se recalca la importancia y la interpretación física que acrecientan las experiencias adquiridas en cursos previos de 
mecánica y se utilizan numerosos ejemplos y problemas para ilustrar principios y conceptos. 

En esta edición se modificaron algunos temas y se volvieron a escribir otros, se agregaron muchos más y se introduje¬ 
ron nuevas características. La mayoría de esas adiciones y modificaciones fueron a sugerencia de los usuarios y revisores 
del texto. Entre los cambios importantes destacan los siguientes: 

1. Al principio de cada capítulo se presenta un esquema y los objetivos de aprendizaje. 

2. Al final de cada capítulo se ofrece un resumen de repaso. 

3. La presentación de algunos temas se ha modificado para ofrecer una mayor cobertura y mejor claridad. Estos temas 
incluyen los componentes básicos de la vibración: elementos de resorte, elementos de amortiguación y elementos 
de masa o inercia, así como aislamiento y control activo de la vibración. 

4. Muchos temas nuevos se presentan con detalles y ejemplos ilustrativos, entre ellos la respuesta de sistemas de 
primer orden y la constante de tiempo; representación gráfica de las raíces y soluciones características; variaciones 
de parámetros y la representación del lugar geométrico de las raíces; la estabilidad de los sistemas; el método de 
función de transferencia para problemas de vibración forzada; el método de la transformada de Laplace para solu¬ 
cionar problemas de vibración libre y forzada; el método de la función de transferencia de frecuencia; el diagrama 
de Bode para sistemas de un solo grado de libertad; la respuesta gradual y la descripción de la respuesta transitoria, 
y los impactos elásticos y no elásticos. 

5. Se agregaron 128 ejemplos, 160 problemas, 70 preguntas de repaso y 107 ilustraciones. 

6. Se eliminaron los ejemplos y problemas basados en los programas C++ y Fortran, que en la edición anterior se 
presentaban al final de cada capítulo. 


Características sobresalientes del libro 

• Cada tema de este libro es independiente; todos los conceptos se explican perfectamente y las derivaciones se presentan 
con todos sus detalles. 

• A lo largo del texto se recalcan los aspectos de cálculo asistidos por computadora. En la última sección de cada capítulo en¬ 
contrará ejemplos basados en MATLAB, así como varios programas MATLAB de uso general con ejemplos ilustrativos. 

• Algunos temas se presentan de una forma un tanto no convencional; en particular en los capítulos 8, 10 y 11. La ma¬ 
yoría de los libros de texto abordan los puntos de los aisladores, los absorbedores y el balanceo en capítulos diferentes. 
Sin embargo, dado que uno de los objetivos principales del estudio de las vibraciones es controlar la respuesta a éstas, 
todos los temas relacionados con el control de la vibración se presentan en el capítulo 8. Los instrumentos de medición 
de vibración, junto con los excitadores de vibración, el procedimiento de análisis modal experimental y el monitoreo de 
la condición de máquinas, están juntos en el capítulo 10 (en el sitio web). Asimismo, todos los métodos de integración 
numérica aplicables a sistemas de uno y varios grados de libertad, al igual que los sistemas continuos, se encuentran en 
el capítulo 11 (en el sitio web). 
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Otras características sobresalientes son las siguientes: 

• Más de 240 ejemplos ilustrativos para complementar la mayoría de los temas. 

• Más de 980 preguntas de repaso para que los estudiantes revisen y prueben su comprensión del texto. Estas pregun¬ 
tas son de diferentes tipos: de opción múltiple, con respuestas breves, de verdadero o falso; de correspondencia de 
descripciones, y de completar espacios en blanco. 

• Cada capítulo ofrece un extenso conjunto de problemas (más de 1150 en todo el libro) que resaltan varias aplicacio¬ 
nes del material explicado en el texto. (Las respuestas se proporcionan en el de soluciones para el profesor). 

• Al final de algunos capítulos se presentan problemas del tipo proyecto de diseño (más de 30 a lo largo del texto), 
muchos sin solución única. 

• Más de 25 programas MATLAB para ayudar a los estudiantes en la implementación numérica de los métodos estu¬ 
diados en el texto. 

• Información biográfica (al inicio de cada capítulo y en los apéndices) de alrededor de 20 científicos e ingenieros que 
contribuyeron al desarrollo de la teoría de vibraciones. 

Los programas MATLAB y las respuestas a los problemas y a las preguntas de repaso que se presentan en el texto se 
encuentran disponibles para los profesores en el sitio web de este libro en www.pearsoneducacion.net/rao. 

El Manual de soluciones de todos los problemas y sugerencias para diseñar proyectos está disponible para los profeso¬ 
res que adopten este libro como texto en sus cursos. Consulte a su representante de Pearson. 


Unidades y notación 

En los ejemplos y problemas de este libro hemos utilizado tanto unidades del Sistema Internacional (SI) como del Sistema 
Inglés. Después de los Reconocimientos aparece una lista de símbolos junto con las unidades asociadas en estos siste¬ 
mas. En el Apéndice E se analiza brevemente la aplicación de las unidades SI en el campo de las vibraciones. Hemos uti¬ 
lizado flechas sobre los símbolos para indicar los vectores de columna y paréntesis rectangulares (corchetes) para indicar 
las matrices. 


Organización del material 

Este libro está organizado en 8 capítulos. Adicionalmente en el sitio web encontrará material en español sobre temas avan¬ 
zados de vibraciones mecánicas (capítulos 9 a 12) y apéndices ( también en español), así como un par de capítulos en inglés 
(13 y 14). Se asume que el lector tiene conocimientos básicos sobre estática, dinámica, resistencia de materiales y ecuaciones 
diferenciales. Aun cuando es deseable un cierto conocimiento de la teoría de matrices y la transformada de Laplace, en los 
apéndices C y D (en el sitio web) se hace un repaso general de estos temas. 

El capítulo 1 inicia con una breve semblanza de la historia e importancia de las vibraciones, y aborda el modelado de 
sistemas prácticos para el análisis de la vibración junto con los diversos pasos implicados. Se describen las partes elementa¬ 
les de un sistema sometido a vibración, como son rigidez, amortiguamiento y masa (inercia). Se presentan los conceptos bá¬ 
sicos y la terminología que se utiliza en el análisis de vibraciones. El capítulo 2 aborda la vibración libre de sistemas de un 
solo grado de libertad sometidos a traslación y torsión viscosamente amortiguados y no amortiguados. Se analiza, además, 
la representación gráfica de las raíces características y las soluciones correspondientes, las variaciones de parámetro y las 
representaciones del lugar geométrico de las raíces. Aun cuando el método del lugar geométrico de las raíces se utiliza en 
sistemas de control, su uso en la vibración se ilustra en este capítulo. También se considera la respuesta bajo amortiguación 
histerética y de Coulomb. En el capítulo 3 se estudian las respuestas amortiguada y no amortiguada de sistemas de un solo 
grado de libertad a excitaciones armónicas. Se delinean los conceptos de fuerza y transmisibilidades de desplazamiento y 
su aplicación en sistemas prácticos. También se presenta el método de función de transferencia, la solución mediante la 
transformada de Laplace de problemas de vibración forzada, la respuesta de frecuencia y el diagrama de Bode. 

El capítulo 4 se ocupa de la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad bajo una función forzada general. Los 
roles de la expansión de la serie de Fourier de una función periódica, la integral de convolución, la transformada de Laplace 
y los métodos numéricos se describen con ejemplos ilustrativos. También se analiza la especificación de la respuesta de un 



Prefacio 


xv 


sistema subamortiguado en función de tiempo pico, tiempo de elevación y tiempo de asentamiento. En el capítulo 5 se 
considera la vibración libre y forzada de sistemas de dos grados de libertad. Se analiza la vibración autoexcitada y la estabi¬ 
lidad del sistema. El método de la función de transferencia y la solución por medio de la transformada de Laplace también 
se presentan con ejemplos ilustrativos. En el capítulo 6 veremos la vibración de sistemas de varios grados de libertad y los 
métodos de análisis matriciales que se utilizan para presentar la teoría. En este mismo capítulo se describe el procedimiento 
de análisis modal para la solución de problemas de vibración forzada. Los diversos métodos para determinar frecuencias 
naturales y formas de modo de sistemas discretos se delinean en el capítulo 7. Los métodos de Dunkerley, Rayleigh, Hol- 
zer, Jacobi e iteraciones matriciales se explican aportando ejemplos numéricos. El capítulo 8 aborda los diversos aspectos 
de control de vibración, entre ellos los problemas de eliminación, aislamiento y absorción. El nomógrafo de vibración y los 
criterios de vibración, los cuales indican los niveles aceptables de vibración, también se presentan aquí. El balanceo de má¬ 
quinas rotatorias y reciprocantes y la formación de remolinos de flechas se consideran. También se describen las técnicas 
de control activas para controlar la respuesta de sistemas vibratorios. 

Material en español en el sitio web 

Mientras que las ecuaciones de movimiento de sistemas discretos aparecen en la forma de ecuaciones diferenciales ordi¬ 
narias, las de los sistemas continuos y distribuidos aparecen en la forma de ecuaciones diferenciales parciales. El análisis 
de la vibración de sistemas continuos, como cuerdas, barras, flechas, vigas y membranas, se presenta en el capítulo 9. El 
método de separación de variables se presenta para la solución de ecuaciones diferenciales parciales asociadas con sistemas 
continuos. Los métodos de Rayleigh y Rayleigh-Ritz para encontrar las frecuencias naturales aproximadas también se des¬ 
criben con ejemplos. Los métodos experimentales que se utilizan para medir la respuesta de la vibración se consideran en 
el capítulo 10, y se describen técnicas de análisis de señales y el equipo de medición de vibración. También se presentan 
técnicas de monitoreo y diagnóstico de la condición de máquinas. 

El capítulo 11 presenta varias técnicas de integración numéricas para determinar la respuesta dinámica de sistemas 
discretos y continuos. Se analizan e ilustran los métodos de diferencia central, los de Runge-Kutta, Houbolt, Wilson y 
Newmark. El análisis de elementos finitos, con aplicaciones que implican elementos unidimensionales, se aborda en el 
capítulo 12. Se utilizan elementos de barra, varilla y viga para el análisis estático y dinámico de armaduras, varillas some¬ 
tidas a torsión y vigas. En este capítulo también se aborda el uso de matrices de masa concentrada y de masa consistente 
en el análisis de vibración. Los problemas de vibración no lineal regidos por ecuaciones diferenciales no lineales presentan 
fenómenos que no aparecen en los problemas linealizados correspondientes. 

Los apéndices A y B se enfocan en las relaciones matemáticas y en la deflexión de vigas y placas. Los fundamentos 
de la teoría de matrices, la transformada de Laplace y las unidades SI se tratan en los apéndices C, D y E. Por último, el 
apéndice F ofrece una introducción a la programación con MATLAB. 

Material en inglés en el sitio web 

En el capítulo 13 se proporciona un tratamiento introductorio de vibración no lineal, con un análisis de oscilaciones subar¬ 
mónicas y superarmónicas, ciclos límite, sistemas con coeficientes dependientes del tiempo y caos. La vibración aleatoria 
de sistemas de vibración lineal se considera en el capítulo 14. En este capítulo también se aplican los conceptos de proceso 
aleatorio, proceso estacionario, densidad espectral de potencia, así como autocorrelación y procesos de banda ancha y an¬ 
gosta, sin dejar de considerar la respuesta de vibración aleatoria de sistemas de uno y varios grados de libertad. 


Temario típico 

El libro proporciona opciones flexibles para diferentes tipos de cursos sobre vibración. Los capítulos 1 a 5, el capítulo 8, y 
partes del 6, constituyen un curso básico de vibración mecánica. Puede darse diferente énfasis y orientación al curso si se 
hace una cobertura adicional de diferentes capítulos como se indica a continuación: 


El capítulo 9 para sistemas continuos o distribuidos. 
Los capítulos 7 y 11 para soluciones numéricas. 

El capítulo 12 para análisis de elementos finitos. 



Qué esperar de este curso 

El material que se presenta en el texto ayuda a lograr algunos de los resultados especificados por la 
ABET (Accreditation Board for Engineering and Technology): 

• Capacidad de aplicar el conocimiento de matemáticas, ciencia e ingeniería: 

El tema de vibración, tal como se presenta en el libro, aplica conocimientos de matemáticas 
(ecuaciones diferenciales, álgebra matricial, métodos vectoriales y números complejos) y cien¬ 
cia (estática y dinámica) para resolver problemas de vibración de ingeniería. 

• Capacidad de identificar, formular y resolver problemas de ingeniería: 

Numerosos problemas ilustrativos, problemas de práctica y proyectos de diseño ayudan al estu¬ 
diante a identificar varios tipos de problemas de vibración prácticos y a desarrollar, analizar y 
resolver modelos matemáticos para hallar la respuesta e interpretar los resultados. 

• Capacidad de utilizar las técnicas, habilidades y herramientas modernas necesarias para la prác¬ 
tica de ingeniería. 

• La última sección de cada capítulo ilustra la aplicación del moderno software, MATLAB, para 
la solución de problemas de vibración. Los fundamentos de programación MATLAB se resu¬ 
men en el apéndice F. 

• El uso de la moderna técnica de análisis, el método del elemento finito, para la solución de pro¬ 
blemas de vibración se aborda en un capítulo aparte (capítulo 12). El método de los elementos 
finitos es una técnica de amplio uso en la industria del modelado, análisis y solución de sistemas 
vibratorios complejos. 

• Capacidad de diseñar y realizar experimentos, así como de analizar e interpretar datos: 

Los métodos experimentales y el análisis de datos relacionados con la vibración se presentan 
en el capítulo 10. También se analiza el equipo que se utiliza en la realización de experimentos 
de vibración, y se aborda el análisis de señales e identificación de los parámetros del sistema 
a partir de los datos. 
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Símbolo 

Significado 

Sistema inglés 

Sistema Internacional 

a, ao, a\, a 2 , ■ •. 

constantes, longitudes 



&ij 

coeficiente de flexibilidad 

pulg/lb 

m/N 

[a] 

matriz de flexibilidad 

pulg/lb 

m/N 

A 

área 

pulg 2 

m 2 

A, A 0 , Ai,... 

constantes 



b, b h b 2 ,... 

constantes, longitudes 



B, B¡, B 2 ,... 

constantes 



B 

peso de balanceo 

Ib 

N 

c, c 

coeficiente de amortiguación viscosa 

lb-s/pulg 

N • s/m 

C, c 0 , Ci, c 2 ,. . . 

constantes 



c 

velocidad de onda 

pulg/s 

m/s 

C c 

constante de amortiguación viscosa crítica 

lb-s/pulg 

N • s/m 

C¡ 

constante de amortiguación del amortiguador i-é simo 

lb-s/pulg 

N • s/m 

C ij 

coeficiente de amortiguación 

lb-s/pulg 

N • s/m 

[C] 

matriz de amortiguación 

lb-s/pulg 

N • s/m 

C, Cu C 2 , Cí, C 2 

constantes 



d 

diámetro, dimensión 

pulg 

m 

D 

diámetro 

pulg 

m 

[■ D ] 

matriz dinámica 

s 2 

s 2 

e 

base de logaritmos naturales 



e 

excentricidad 

pulg 

m 

^x-> 

vectores unitarios paralelos a las direcciones x y y 



E 

Módulo de Young 

lb/pulg 2 

Pa 

E\x\ 

valor esperado de x 



f 

frecuencia lineal 

Hz 

Hz 

f 

fuerza por unidad de longitud 

lb/pulg 

N/m 

/./ 

impulso unitario 

lb-s 

N-s 

F, F d 

fuerza 

Ib 

N 

F 0 

amplitud de fuerza F(t) 

Ib 

N 
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Símbolo 

Significado 

Sistema inglés 

Sistema Internacional 

F t , F T 

fuerza transmitida 

Ib 

N 

F t 

fuerza que actúa en la masa t-ésima 

Ib 

N 

F 

vector de fuerza 

Ib 

N 

F,F 

impulso 

lb-s 

N-s 

g 

aceleración debida a la gravedad 

pulg/s 2 

m/s 2 

g(t ) 

función de respuesta al impulso 



G 

módulo de cortante 

lb/pulg 2 

N/m 2 

h 

constante de amortiguación de histéresis 

lb/pulg 

N/m 

H(iio) 

función de respuesta de frecuencia 



i 

V-i 



I 

momento de inercia de área 

pulg 4 

m 4 

m 

matriz identidad 



ImO 

parte imaginaria de () 



j 

entero 



J 

momento polar de inercia 

pulg 4 

m 4 

J, Jo, JJ2, ■ ■ 

momento de inercia de masa 

lb-pulg/s 2 

kg-m 2 

k, k 

constante de resorte 

lb/pulg 

N/m 

k¡ 

constante de resorte del resorte t-ésimo 

lb/pulg 

N/m 

k, 

constante de resorte torsional 

lb-pulg/rad 

N-m/rad 

ls. . 

K IJ 

coeficiente de rigidez 

lb/pulg 

N/m 

m 

matriz de rigidez 

lb/pulg 

N/m 

i, i¡ 

longitud 

pulg 

m 

m, m 

masa 

lb-s 2 /pulg 

kg 

m¡ 

masa i-é sima 

lb-s 2 /pulg 

kg 

m u 

coeficiente de masa 

lb-s 2 /pulg 

kg 

\m\ 

matriz de masa 

lb-s 2 /pulg 

kg 

M 

masa 

lb-s 2 /pulg 

kg 

M 

momento de flexión 

lb-pulg 

N • m 

M„ M tU M a ,. 

par de torsión 

lb-pulg 

N-m 

M, o 

amplitud de M t (t) 

lb-pulg 

N-m 

n 

un entero 



n 

número de grados de libertad 



N 

fuerza normal 

Ib 

N 

N 

total de escalones de tiempo 



P 

presión 

lb/pulg 2 

N/m 2 

p(x) 

función de densidad de probabilidad de x 



P(x) 

función de distribución de probabilidad de x 



p 

fuerza, tensión 

Ib 

N 

qj 

coordenada generalizada y-ésima 



q 

vector de desplazamientos generalizados 



q 

vector de velocidades generalizadas 



Qj 

fuerza generalizada /-ésima 



r 

relación de frecuencia = (o/w n 



r 

vector radio 

pulg 

m 
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Símbolo 

Significado 

Sistema inglés 

Sistema Internacional 

Re() 

parte real de () 



R(t) 

función de autocorrelación 



R 

resistencia eléctrica 

ohm 

ohm 

R 

función de disipación de Rayleigh 

lb-pulg/s 

N • m/s 

R 

cociente de Rayleigh 

1/s 2 

1/s 2 

s 

raíz de ecuación, variable de Laplace 



Sai Srf, S v 

aceleración, desplazamiento, espectro de velocidad 



S x (w) 

espectro de x 



t 

tiempo 

s 

s 

ti 

estación de tiempo i-ésimo 

s 

s 

T 

par de torsión 

lb-pulg 

N-m 

T 

energía cinética 

pulg-lb 

J 

T¡ 

energía cinética de la masa i-ésima 

pulg-lb 

J 

T, í, T f 

desplazamiento, transmisibilidad de fuerza 



u ij 

un elemento de matriz [U] 



u, Ui 

desplazamiento axial 

pulg 

m 

u 

energía potencial 

pulg-lb 

j 

u 

peso desbalanceado 

Ib 

N 

[Ui 

matriz triangular superior 



v, V 0 

velocidad lineal 

pulg/s 

m/s 

V 

fuerza cortante 

Ib 

N 

V 

energía potencial 

pulg-lb 

J 

V¡ 

energía potencial del resorte i-ésimo 

pulg-lb 

J 

w, w h w 2 , <*>¡ 

deflexiones transversales 

pulg 

m 

w 0 

valor de w cuando t = 0 

pulg 

m 

w 0 

valor de w cuando t = 0 

pulg/s 

m/s 

w„ 

modo enésimo de vibración 



W 

peso de una masa 

Ib 

N 

W 

energía total 

pulg-lb 

J 

W 

deflexión transversal 

pulg 

m 

W, 

valor de W cuando t = t¡ 

pulg 

m 

W(x) 

una función de x 



x, y, z 

coordenadas cartesianas, desplazamientos 

pulg 

m 

x 0 , x(0) 

valor de x cuando t = 0 

pulg 

m 

x 0 , i(0) 

valor de x cuando t = 0 

pulg/s 

m/s 

Xj 

desplazamiento de la masa y'-ésima 

pulg 

m 

x i 

valor de x cuando t = tj 

pulg 

m 

Xj 

valor de x cuando t = tj 

pulg/s 

m/s 

Xh 

parte homogénea de x(í) 

pulg 

m 

Xp 

parte particular de x(f) 

pulg 

m 

X 

vector de desplazamientos 

pulg 

m 

X¡ 

valor de cuando t — t¡ 

pulg 

m 

X¡ 

valor de x cuando t = t¡ 

pulg/s 

m/s 

X¡ 

valor de x cuando t — t¡ 

pulg/s 2 

m/s 2 
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CAPITULO I 

Fundamentos de vibración 



Galileo Galilei 

(1564-1642) 


Este astrónomo italiano, filósofo y profesor de matemáticas en las universidades de 
Pisa y Padua, fue, en 1609, el primer hombre que apuntó un telescopio hacia el cielo. 
En 1590, escribió el primer tratado de dinámica moderna. Sus obras respecto a las 
oscilaciones de un péndulo simple y la vibración de las cuerdas son de importancia 
fundamental en la teoría de las vibraciones. [Cortesía de Dirk J. Struik, A Concise 
History of Mathematics (2a. ed. rev.), Dover Publications, Inc., Nueva York, 1948]. 
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Este capítulo presenta el tema de las vibraciones en una forma relativamente sencilla. Empieza 
con una breve historia del tema y luego presenta un examen de la importancia de la vibración. 
Los conceptos básicos de grados de libertad y de sistemas continuos y discretos se ofrecen junto 
con una descripción de las partes elementales de los sistemas vibratorios. Se indican las diversas 
clasificaciones de vibración, a saber: vibración libre y forzada; vibración no amortiguada y amorti¬ 
guada; vibración lineal y no lineal, y vibración determinística y aleatoria. Se delinean y presentan 
asimismo las definiciones y los conceptos esenciales de vibración. 

Se describe el concepto de movimiento armónico y su representación por medio de vectores y 
números complejos. Se aportan las definiciones y terminología básicas como ciclo, amplitud, perio¬ 
do, frecuencia, ángulo de fase y frecuencia natural, relacionadas con el movimiento armónico. Al 
final se describe el análisis armónico, que tiene que ver con la representación de cualquier función 
periódica en términos de funciones armónicas, utilizando la serie de Fourier. Asimismo, se anali¬ 
zan en detalle los conceptos de espectro de frecuencia, representaciones en el dominio del tiempo 
y frecuencia de funciones periódicas, así como las expansiones de mediano intervalo y el cálculo 
numérico de coeficientes de Fourier. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Describir brevemente la historia de la vibración. 

• Indicar la importancia del estudio de la vibración. 

• Proporcionar varias clasificaciones de la vibración. 

• Enunciar los pasos implicados en el análisis de la vibración. 

• Calcular los valores de constantes de resorte, masas y constantes de amortiguamiento. 

• Definir el movimiento armónico y diferentes posibles representaciones de movimiento armónico. 

• Sumar y restar movimientos armónicos. 

• Realizar la expansión de la serie de Fourier de funciones periódicas dadas. 

• Determinar los coeficientes de Fourier numéricamente, aplicando el programa MATLAB. 


Comentarios preliminares 


El tema de la vibración se presenta aquí en una forma relativamente sencilla. El capítulo empieza 
con una breve historia de la vibración y continúa con un examen de su importancia. Se perfilan los 
diversos pasos que intervienen en el análisis de la vibración de un sistema de ingeniería y se presentan 
las definiciones y conceptos esenciales de la vibración. Aquí aprendemos que todos los sistemas me¬ 
cánicos y estructurales se pueden modelar como sistemas de masa-resorte-amortiguador. En algunos 
sistemas, como en un automóvil, la masa, el resorte y el amortiguador se pueden identificar como 
componentes separados (la masa en la forma del cuerpo, el resorte en la suspensión y el amortiguador 
en la forma de los amortiguadores). En algunos casos, la masa, el resorte y el amortiguador no apare¬ 
cen como componentes distintos, pues son inherentes e integrales al sistema. Por ejemplo, en el ala de 
un avión, la masa está distribuida en toda el ala. Incluso, debido a su elasticidad, el ala experimenta 
una notable deformación durante el vuelo, de modo que puede modelarse como un resorte. Además, la 
deflexión del ala introduce un efecto de amortiguamiento producido por el movimiento relativo entre 
componentes como juntas, conexiones y soportes, al igual que la fricción interna producida por de¬ 
fectos microestructurales del material. En el capítulo se describe el modelado de elementos de resorte, 
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masa y amortiguamiento, sus características y la combinación de varios resortes, masas o elementos 
de amortiguamiento que aparecen en un sistema. De allí se deriva una presentación del concepto de 
análisis armónico, el cual puede utilizarse para el análisis de movimientos periódicos generales. En 
este capítulo no se pretende agotar los temas; los capítulos siguientes desarrollarán con más detalle 
muchas de las ideas. 


.2 Breve historia del estudio de la vibración 


12.1 El interés en la vibración surge cuando se crean los primeros instrumentos musicales, probable- 

mente silbatos o tambores. Desde entonces, tanto músicos como filósofos han buscado las reglas y 
Orígenes del las leyes de la producción del sonido, las han utilizado para mejorar los instmmentos musicales, 

estudio de la y las han pasado de generación en generación. Ya en el año 4000 a.C. [1.1], la música había alcan- 

vibración zado un alto nivel de desarrollo y era muy apreciada por chinos, hindúes, japoneses y, quizá, los 

egipcios. Estos pueblos antiguos observaron ciertas reglas definidas que de alguna manera estaban 
relacionadas con el arte de la música, aunque su conocimiento no llegó a nivel de ciencia. 

Es probable que los instrumentos musicales de cuerda se hayan originado en el arco del cazador, 
arma favorecida por los ejércitos del antiguo Egipto. Uno de los instrumentos de cuerda más primi¬ 
tivos, la nanga , se parece a un arpa de tres o cuatro cuerdas, y cada cuerda produce sólo una nota; en 
el Museo Británico se encuentra un ejemplar que data de 1500 años a.C. Ahí mismo se exhibe un 
arpa de 11 cuerdas, decorada en oro y con caja de resonancia en forma de cabeza de toro, la cual 
se encontró en Ur en una tumba real que data de aproximadamente 2600 años a.C. En los muros 
de tumbas egipcias con una antigüedad de 3000 años a.C. se hallaron pinturas de instmmentos de 
cuerda semejantes a arpas. 

Nuestro sistema musical actual tiene sus bases en la civilización griega antigua. Se considera 
que el filósofo y matemático griego Pitágoras (582-507 a.C.) fue la primera persona que investigó 
el sonido musical con una base científica (figura 1.1). Entre otras cosas, Pitágoras realizó experi¬ 
mentos con una sola cuerda por medio de un aparato sencillo llamado monocordio. En el ejemplo 
que se muestra en la figura 1.2, los puentes de madera 1 y 3 están fijos. El puente 2 es movible en 
tanto que la tensión en la cuerda se mantiene constante mediante el peso colgante. Pitágoras obser¬ 
vó que si se someten a la misma tensión dos cuerdas similares de diferentes longitudes, la más corta 
emite una nota más alta; además, si la cuerda más corta es de la mitad de la longitud de la más larga, 
la más corta emitirá una nota una octava arriba de la otra. Pitágoras no dejó ningún documento de su 



Figura 1.1 Pitágoras. (Reimpreso con permiso de I.E. Navia, 
Pitágoras: An Annotated Bibliography , Garland Publishing, 
Inc., Nueva York, 1990). 
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Figura 1.2 Monocordio. 


trabajo (figura 1.3), pero ha sido descrito por otros. Aunque en el tiempo de Pitágoras se desarrolló 
el concepto de tono, la relación entre el tono y la frecuencia no se entendió sino hasta el tiempo de 
Galileo, en el siglo xvi. 

Hacia 350 a.C, Aristóteles escribió tratados sobre música y sonido e hizo observaciones como 
'‘La voz es más dulce que el sonido de los instrumentos”, y “El sonido de la flauta es más dulce 
que el de la lira”. En 320 a.C., Aristógenes, alumno de Aristóteles y músico, escribió una obra en 
tres volúmenes titulada Elementos de armonía. Estos libros son quizá los más antiguos de que se 
disponga sobre la música y escritos por los investigadores mismos. Alrededor de 300 a.C., en un 
libro llamado Introducción a la armonía , Euclides escribió brevemente sobre la música pero sin 
hacer referencia alguna a la naturaleza física del sonido. Los griegos no lograron más avances en el 
conocimiento científico del sonido. 

Parece que los romanos recibieron todo su conocimiento musical por parte de los griegos, excep¬ 
to Vitruvio, famoso arquitecto romano que escribió alrededor del año 20 a.C. sobre las propiedades 
acústicas de los teatros. Su tratado De Architectura Libri Decem (Diez libros sobre arquitectura), 
estuvo perdido durante muchos años, y se habría de redescubrir sólo hasta el siglo xv. Al parecer, 
durante casi 16 siglos no hubo después del trabajo de Vitruvio ningún desarrollo en las teorías del 
sonido y la vibración. 



Figura 1.3 Pitágoras como músico. (Reimpreso con permiso de D.E. Smith, History of Mathema- 
tics, Vol. I, Dover Publications, Inc., Nueva York, 1958). 
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En la antigüedad, China experimentaba muchos sismos. Zhang Heng, que se desempeñó como 
historiador y astrónomo en el siglo n, percibió la necesidad de desarrollar un instrumento para medir 
los sismos con precisión. En el año 132 inventó el primer sismógrafo del mundo [1.3, 1.4], el cual 
estaba hecho de fino bronce fundido, con un diámetro de ocho chi (un chi equivale a 0.237 metros) 
y tenía la forma de una jarra de vino (figura 1.4). Dentro de la jarra había un mecanismo que con¬ 
sistía en un péndulo rodeado por un grupo de ocho palancas que apuntaban en ocho direcciones. En 
la parte externa del sismógrafo había ocho figuras de dragón, cada una con una bola de bronce 
en las fauces. Debajo de cada dragón había una rana con la boca abierta hacia arriba. Un sismo 
fuerte en cualquier dirección inclinaría el péndulo en esa dirección y activaría la palanca en la ca¬ 
beza del dragón. Esto abría la boca del d ragón y la bola de bronce se soltaba y caía en la boca de la 
rana con un sonido metálico. Así, el sismógrafo permitía al personal de vigilancia saber tanto el 
tiempo como la dirección de la ocurrencia del sismo. 



Figura 1.4 El primer sismógrafo del mundo inventado 
en China en el año 132 de nuestra era. (Reimpreso con 
permiso de R. Taton (ed.), History of Science, Basic 
Books, Inc., Nueva York, 1957). 


De Galileo a 
Rayleigh 


Se considera que Galileo Galilei (1564-1642) es el fundador de la ciencia experimental moderna. 
De hecho, a menudo al siglo xvn se le considera como el “siglo del genio” puesto que los cimientos 
de la filosofía y la ciencia modernas se sentaron durante ese periodo. Lo que motivó a Galileo a es¬ 
tudiar el comportamiento de un péndulo simple fue la observación de los movimientos de vaivén de 
una lámpara en una iglesia de Pisa. Un día, mientras se aburría durante un sermón, Galileo miraba 
hacia el techo de la iglesia. Una lámpara oscilante captó su atención. Comenzó a medir el periodo 
de los movimientos de péndulo de la lámpara con su pulso, y para su sorpresa se dio cuenta de que 
el tiempo era independiente de la amplitud de las oscilaciones. Esto lo llevó a realizar más expe¬ 
rimentos con el péndulo simple. En su obra Discorsi e dimostrazione matematiche in tomo a due 
nuove scienze (Diálogos sobre dos nuevas ciencias ), publicada en 1638, Galileo analizó los cuerpos 
vibratorios. Describió la dependencia de la frecuencia de la vibración en la longitud de un péndu¬ 
lo simple, junto con el fenómeno de vibraciones simpáticas (resonancia). Los escritos de Galileo 
también indican que entendía con claridad la relación entre la frecuencia, la longitud, la tensión y 
la densidad de una cuerda vibratoria tensa [1.5]. Sin embargo, el primer informe correcto publicado 
de la vibración de cuerdas lo proporcionó el matemático y teólogo francés Mario Mersenne (1588- 
1648) en su libro Harmonie universelle (Armonía universal), publicado en 1636. Mersenne también 
midió, por primera vez, la frecuencia de vibración de una cuerda larga y a partir de ello pronosticó la 
frecuencia de una cuerda más corta de la misma densidad y tensión. Muchos consideran a Mersenne 
como el padre la acústica. A menudo se le acredita el descubrimiento de las leyes de las cuerdas 
vibratorias porque publicó los resultados en 1636, dos años antes que Galileo. Sin embargo, el 
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crédito le pertenece a Galileo, puesto que escribió las leyes muchos años atrás y su publicación fue 
prohibida por órdenes del Inquisidor de Roma hasta 1638. 

Inspirada en el trabajo de Galileo, en 1657 se fundó la Academia del Cimento en Florencia; a 
ésta le siguieron las formaciones de la Royal Society of London en 1662, y la París Academie des 
Sciences en 1666. Más tarde, Robert Hooke (1635-1703) también realizó experimentos para 
determinar una relación entre el tono y la frecuencia de vibración de una cuerda. Sin embargo, 
Joseph Sauveur (1653-1716) investigó a fondo estos experimentos y acuñó la palabra “acústica” 
para la ciencia del sonido [1.6]. Sauveur en Francia y John Wallis (1616-1703) en Inglaterra obser¬ 
varon, de manera independiente, el fenómeno de las formas de modo, y encontraron que una cuerda 
tensa que vibra puede no tener movimiento en ciertos puntos, y un movimiento violento en puntos 
intermedios. Sauveur llamó nodos a los primeros puntos y bucles a los segundos. Se encontró que 
tales vibraciones tenían frecuencias más altas que la asociada con la vibración simple de la cuerda 
sin nodos. De hecho, se encontró que las altas frecuencias son múltiplos integrales de la frecuencia 
de vibración simple, y Sauveur llamó armónicos a las altas frecuencias y frecuencia fundamental 
a la frecuencia de una vibración simple. Sauveur también encontró que una cuerda puede vibrar 
sin varios de sus armónicos presentes al mismo tiempo. Además, observó el fenómeno del pulso 
cuando dos tubos de órgano de tonos levemente diferentes se hacen sonar juntos. En 1700, Sauveur 
calculó, mediante un método un tanto dudoso, la frecuencia de una cuerda tensada a partir de la 
comba medida de su punto medio. 

Sir Isaac Newton (1642-1727) publicó en 1686 su obra monumental Philosophiae Naturalis 
Principia Mathematica (Principios matemáticos de filosofía natural), que describe la ley de la 
gravitación universal, así como las tres leyes del movimiento y otros descubrimientos. La segunda 
ley del movimiento de Newton es un lugar común en libros sobre vibraciones para derivar las ecua¬ 
ciones de movimiento de un cuerpo que vibra. Brook Taylor (1685-1731), matemático inglés, halló 
en 1713 la solución teórica (dinámica) del problema de la cuerda vibratoria, y a su vez presentó el 
famoso teorema de Taylor sobre una serie infinita. La frecuencia natural de la vibración obtenida 
con la ecuación de movimiento derivada por Taylor concuerda con los valores experimentales ob¬ 
servados por Galileo y Mersenne. El procedimiento adoptado por Taylor fue perfeccionado con la 
introducción de derivadas parciales en las ecuaciones de movimiento por Daniel Bernoulli (1700- 
1782), Jean D’Alembert (1717-1783) y Leonard Euler (1707-1783). 

La posibilidad de que una cuerda vibre con varios de sus armónicos presentes al mismo tiempo 
(si el desplazamiento de cualquier punto en cualquier instante es igual a la suma algebraica de los 
desplazamientos de cada armónico) se comprobó con las ecuaciones dinámicas de Daniel Bernoulli 
en sus memorias, publicadas por la Academia Berlinesa en 1755 [1.7], Esta característica se conoce 
como el principio de la coexistencia de pequeñas oscilaciones lo cual, en terminología actual, es el 
principio de superposición. Se comprobó que este principio es más valioso en el desarrollo de la 
teoría de vibraciones y condujo a la posibilidad de expresar cualquier función arbitraria (es decir, 
cualquier forma inicial de la cuerda) utilizando una serie infinita de senos y cosenos. Debido a esta 
implicación, D’Alembert y Euler dudaron de la validez de este principio. Sin embargo, J. B. J. 
Fourier (1768-1830) en su obra Analytical Theory ofHeat en 1822 comprobó la validez de este tipo 
de expansión. 

Joseph Lagrange (1736-1813) presentó la solución analítica de la cuerda vibratoria en sus me¬ 
morias publicadas por la Academia de Turín en 1759. En su estudio, Lagrange supuso que la cuerda 
se componía de una infinidad de partículas de masa idéntica equidistantes, y estableció la existencia 
de varias frecuencias independientes iguales a la cantidad de partículas de masa. Cuando se per¬ 
mitió que la cantidad de partículas fuera infinita se encontró que las frecuencias resultantes eran 
las mismas que las frecuencias armónicas de la cuerda tensa. El método de establecer la ecuación 
diferencial del movimiento de una cuerda (llamada ecuación de onda), presentado en la mayoría 
de los libros actuales sobre teoría de la vibración, lo desarrolló por primera vez D’Alembert en sus 
memorias publicadas por la Academia de Berlín en 1750. La vibración de vigas delgadas apoyadas 
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y sujetas de diferentes maneras fue un estudio hecho por primera vez por Euler en 1744 y Daniel 
Bernoulli en 1751. Su método se conoce como teoría de vigas delgadas o de Euler-Bernoulli. 

Charles Coulomb realizó estudios tanto teóricos como experimentales en 1784 sobre las oscila¬ 
ciones torsionales de un cilindro de metal suspendido de un cable (figura 1.5). Al suponer que el par 
de torsión resistente del alambre torcido es proporcional al ángulo de torsión, dedujo la ecuación de 
movimiento para la vibración torsional del cilindro suspendido. Integrando la ecuación de mo¬ 
vimiento, encontró que el periodo de oscilación es independiente del ángulo de torsión. 

Hay un interesante relato en cuanto al desarrollo de la teoría de vibración de placas [1.8]. En 
1802, el científico alemán E. F. F. Chladni (1756-1824) desarrolló el método de colocar arena so¬ 
bre una placa vibratoria para hallar sus formas de modo y observó la belleza y complejidad de los 
patrones modales de las placas vibratorias. En 1809 la Academia Francesa invitó a Chladni a que 
hiciera una demostración de estos experimentos. Napoleón Bonaparte, quien asistió a la reunión, 
se impresionó muchísimo y donó 3 000 francos a la academia para que se otorgaran a la primera 
persona que elaborara una teoría matemática satisfactoria de la vibración de placas. Cerca de la fecha 
límite de la competencia, en octubre de 1811, sólo un candidato, Sophie Germain, había entrado al 
concurso. Pero Lagrange, que era uno de los jueces, descubrió un error en la derivación de su ecua¬ 
ción diferencial de movimiento. La academia abrió de nuevo la competencia, con una nueva fecha 
límite para octubre de 1813. Sophie Germain entró de nuevo al concurso y presentó la forma co¬ 
rrecta de la ecuación diferencial. Sin embargo, la academia no le otorgó el premio porque el juez 
deseaba una justificación física de las suposiciones hechas en su derivación. La competencia se abrió 
una vez más. En 1815, en su tercer intento, Sophie Germain obtuvo por fin el premio aun cuando 
los jueces no se sintieran del todo satisfechos con su teoría. De hecho, más tarde se encontró que la 
ecuación diferencial era correcta pero las condiciones límite eran erróneas. En 1850, G. R. Kirchhoff 
(1824-1887) dio las condiciones límite correctas para la vibración de las placas. 

Mientras tanto, el problema de vibración de una membrana flexible rectangular, lo cual es im¬ 
portante para entender el sonido emitido por tambores, fue resuelto por primera vez por Simeón 
Poisson (1781-1840). La vibración de una membrana circular fue estudiada en 1862 por R. F. A. 
Clebsch (1833-1872). Después de esto, se realizaron estudios de vibración en varios sistemas 



Figura 1.5 Dispositivo de Coulomb para pruebas de vibra¬ 
ción torsional. (Reimpreso con permiso de S.P. Timoshenko, 
History ofStrmgth of Materials, McGraw-Hill Book Com- 
pany, Inc., Nueva York, 1953). 
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mecánicos y estructurales prácticos. En 1877 Lord Barón Rayleigh publicó su libro sobre la teoría 
del sonido [1.9], obra considerada un clásico en materia de sonido y vibración incluso en la actua¬ 
lidad. Notable entre las muchas contribuciones de Rayleigh es el método de encontrar la frecuencia 
de vibración fundamental de un sistema conservador al aplicar el principio de conservación de la 
energía, ahora conocido como método de Rayleigh. Este método resultó ser una técnica útil para 
la solución de problemas de vibración difíciles. Una extensión del método, la cual puede utilizarse 
para descubrir múltiples frecuencias naturales, se conoce como método de Rayleigh-Ritz. 


1 , 2.3 _ En 1902, Frahm investigó la importancia del estudio de la vibración torsional en el diseño de fle- 

chas de hélice de buques de vapor. El absorbedor de vibración dinámica, el cual implica la adición 
Contribuciones de un sistema de resorte y masa secundario para eliminar las vibraciones de un sistema principal, 
recientes también fue propuesto por Frahm en 1909. Entre los contribuyentes modernos a la teoría de vi¬ 

braciones, los nombres de Stodola, De Laval, Timoshenko y Mindlin son notables. Aurel Stodola 
(1859-1943) contribuyó al estudio de vibración de vigas, placas y membranas. Desarrolló un mé¬ 
todo para analizar vigas vibratorias que también es aplicable a aspas de turbina. Dándose cuenta de 
que todos los propulsores principales producen problemas de vibración, C. G. P. De Laval (1845- 
1913) presentó una solución práctica al problema de la vibración de un disco rotatorio desbalan¬ 
ceado. Después de observar las fallas de las flechas de acero en turbinas de alta velocidad utilizó 
una caña de pescar de bambú como flecha para montar el rotor. Observó que este sistema no sólo 
eliminaba la vibración del rotor desbalanceado sino que también sobrevivía a velocidades hasta 
de 100000 rpm [1.10]. 

Stephen Timoshenko (1878-1972), al considerar los efectos de la deformación producida por 
inercia y cortante rotatorios, presentó una teoría mejorada de vibración de vigas, la cual se conoce 
como teoría de Timoshenko, o de vigas gruesas. R. D. Mindlin presentó una teoría parecida para 
analizar la vibración de placas gruesas, incluidos los efectos de deformación por inercia y cortante 
rotatorios. 

Se sabe desde hace mucho tiempo que los problemas básicos de mecánica, entre ellos los 
de las vibraciones, son no lineales. Aun cuando los tratamientos lineales adoptados son bastante 
satisfactorios en la mayoría de los casos, no son adecuados en todos. En sistemas no lineales pueden 
ocurrir fenómenos que son teóricamente imposibles en sistemas lineales. La teoría matemática de 
vibraciones no lineales comenzó a desarrollarse en los trabajos de Poincaré y Lyapunov a fines 
del siglo xix. Poincaré desarrolló el método de perturbación en 1892 en relación con la solución 
aproximada de problemas de mecánica celestial no lineales. En 1892, Lyapunov sentó los cimientos 
de la teoría de estabilidad moderna, la cual es aplicable a todos los tipos de sistemas dinámicos. 
Después de 1920, los estudios emprendidos por Duffing y van der Pol presentaron las primeras 
soluciones definidas a la teoría de vibraciones no lineales y señalaron su importancia en el campo 
de la ingeniería. En los últimos 40 años, autores como Minorsky y Stoker se han esforzado por 
reunir en monografías los resultados más importantes en relación con las vibraciones no lineales. 
La mayoría de las aplicaciones prácticas de la vibración no lineal implicaban el uso de algún tipo 
de método de teoría de la perturbación. Nayfeh investigó los métodos modernos de la teoría de la 
perturbación [1.11]. 

En diversos fenómenos como sismos, vientos, transporte de mercancías sobre vehículos de rue¬ 
das y el ruido producido por cohetes y motores de reacción, se presentan características aleatorias. Se 
hizo necesario idear conceptos y métodos de análisis de vibración de estos efectos aleatorios. Aunque 
en 1905 Einstein consideró el movimiento browniano, un tipo particular de vibración aleatoria, nin¬ 
guna aplicación se investigó sino hasta 1930. La introducción de la función de correlación por Taylor 
en 1920, y la densidad espectral por Wiener y Khinchin a principios de la década de 1930, permi¬ 
tieron el avance de esta teoría. Artículos de Lin y Rice, publicados entre 1943 y 1945, allanaron el 
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Figura 1.6 Idealización del elemento finito de la carrocería de un autobús. (Reimpresa con permiso de © 1974 Society 
of Automotive Engineers, Inc.). 


camino para la aplicación de vibraciones aleatorias a problemas prácticos de ingeniería. Las mo¬ 
nografías de Crandall y Mark, así como de Robson, sistematizaron el conocimiento existente de la 
teoría de vibraciones aleatorias [1.12, 1.13], 

Hasta hace aproximadamente 40 años, los estudios de vibración, incluso los que tienen que ver 
con sistemas de ingeniería complejos, se realizaron utilizando modelos bmtos, con sólo unos cuantos 
grados de libertad. Sin embargo, el advenimiento de computadoras de alta velocidad en la década de 
1950 hicieron posible tratar sistemas moderadamente complejos y generar soluciones aproximadas 
en forma semidefinida, con métodos de solución clásicos y la evaluación numérica de ciertos tér¬ 
minos que pueden expresarse en forma cerrada. El desarrollo simultáneo del método del elemento 
finito permitió a los ingenieros utilizar computadoras digitales para realizar el análisis de vibración 
numéricamente detallado de sistemas mecánicos, vehiculares y estructurales que despliegan miles 
de grados de libertad [1.14], Aun cuando el método del elemento finito no fue nombrado así hasta 
hace poco, el concepto se ha utilizado desde hace siglos. Por ejemplo, los matemáticos antiguos 
encontraron la circunferencia de un círculo aproximándolo como un polígono, donde cada lado de 
éste, en notación actual, puede llamarse elemento finito. El método del elemento finito tal como se 
le conoce en la actualidad fue presentado por Turner, Clough, Martin y Topp en conexión con el 
análisis de estructuras de avión [1.15]. La figura 1.6 muestra la idealización del elemento finito de 
la carrocería de un autobús [1.16]. 


1.3 importancia del estudio de la vibración 


La mayoría de las actividades humanas implican vibración en una u otra forma. Por ejemplo, oímos 
porque nuestros tímpanos vibran y vemos porque las ondas luminosas vibran. La respiración está 
asociada con la vibración de los pulmones y el caminar implica el movimiento oscilatorio (periódico) 
de piernas y manos. El habla humana requiere el movimiento oscilatorio de la laringe (y la lengua) 
[ 1.17 ]. Los eruditos antiguos en el campo de la vibración concentraron sus esfuerzos en la compren¬ 
sión de los fenómenos naturales y el desarrollo de las teorías matemáticas para describir la vibración 
de sistemas físicos. En años recientes, muchas aplicaciones de la vibración en el campo de la inge¬ 
niería han motivado a los investigadores, entre ellas el diseño de máquinas, cimientos, estructuras, 
motores, turbinas y sistemas de control. 
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La mayoría de los propulsores principales experimentan problemas vibratorios debido al des¬ 
equilibrio inherente en los motores. El desequilibrio puede deberse al diseño defectuoso o a una 
fabricación deficiente. El desequilibrio en motores diesel, por ejemplo, puede provocar ondas te¬ 
rrestres suficientemente poderosas como para provocar molestias en áreas urbanas. Las ruedas de 
algunas locomotoras pueden alzarse más de un centímetro de la vía a altas velocidades debido al 
desequilibrio. En turbinas, las vibraciones provocan fallas mecánicas espectaculares. Los ingenie¬ 
ros aún no han sido capaces de evitar las fallas a consecuencia de las vibraciones de aspas y discos 
en turbinas. Naturalmente, las estructuras diseñadas para soportar máquinas centrífugas pesadas 
como motores y turbinas, o máquinas reciprocantes como motores de vapor y de gasolina, también 
se ven sometidas a vibración. En todas estas situaciones, el componente de la estructura o máquina 
sometido a vibración puede fallar debido a fatiga del material producida por la variación cíclica 
del esfuerzo inducido. Además, la vibración provoca un desgaste más rápido de las partes de la 
máquina como cojinetes y engranes e incluso produce mido excesivo. En máquinas, la vibración 
puede aflojar los sujetadores, como las tuercas. En procesos de corte de metal, la vibración puede 
provocar rechinidos, lo cual conduce a un acabado deficiente de la superficie. 

Siempre que la frecuencia natural de la vibración de una máquina o de una estructura coincide 
con la frecuencia de la excitación externa se presenta un fenómeno conocido como resonancia, el 
cual conduce a deflexiones y fallas excesivas. La literatura abunda en relatos de fallas de sistemas 
provocadas por resonancia y vibración excesiva de los componentes y sistemas (vea la figura 1.7). 
Debido a los devastadores efectos que las vibraciones pueden tener en máquinas y estructuras, las 
pruebas de vibración [1.18] se volvieron un procedimiento estándar en el diseño y desarrollo de la 
mayoría de los sistemas de ingeniería (vea la figura 1.8). 

En muchos sistemas de ingeniería, un ser humano actúa como una parte integral del siste¬ 
ma. La transmisión de vibraciones a los seres humanos provoca molestias y pérdida de eficiencia. 



Figura 1.7 El puente Tacoma Narrows durante la vibración inducida por el viento. El puente se inauguró 
el 1 de julio de 1940 y colapso el 7 de noviembre del mismo año. (Fotografía de Farquharson, de la Histo- 
rical Photography Collection, University oí Washington Libraries). 
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Figura 1.8 Prueba de vibración del transbordador espacial Enterprise. 
(Cortesía de la NASA). 


La vibración y el ruido generados por motores molestan a las personas, y en ocasiones producen da¬ 
ños a las propiedades. La vibración de los tableros de instrumentos puede provocar su mal funcio¬ 
namiento o dificultad para leer los medidores [1.19]. Por lo tanto, uno de los propósitos importantes 
del estudio de la vibración es reducirla mediante el diseño apropiado de máquinas y sus montajes. 
En este sentido, el ingeniero mecánico trata de diseñar el motor o máquina de modo que se reduzca 
el desequilibrio, mientras que el ingeniero estructural trata de diseñar la estructura de soporte de 
modo que el efecto del desequilibrio no sea dañino [1.20]. 

A pesar de los efectos perjudiciales, la vibración puede utilizarse con provecho en varias apli¬ 
caciones industriales y comerciales. De hecho, las aplicaciones de equipo vibratorio se han incre¬ 
mentado considerablemente en años recientes [1.21 ]. Por ejemplo, la vibración se pone a trabajar en 
transportadoras vibratorias, tolvas, tamices, compactadoras, lavadoras, cepillos de dientes eléctricos, 
taladros de dentista, relojes y unidades de masaje eléctricas. La vibración también se utiliza en el 
hincado de pilotes, pmebas vibratorias de materiales, proceso de acabado vibratorio y circuitos elec¬ 
trónicos para filtrar las frecuencias indeseables (vea la figura 1.9). Se ha visto que la vibración mejora 
la eficiencia de ciertos procesos de maquinado, fundición, forja y soldadura. Se emplea para simular 
sismos en la investigación geológica y también para estudiar el diseño de reactores nucleares. 



Figura 1.9 Proceso de acabado vibratorio. (Reimpreso por cortesía de Manufacturing Engineers, © 1964 
The Tool and Manufacturing Engineer). 
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Conceptos básicos de la vibración 


*1 _4.1 Cualquier movimiento que se repite después de un intervalo de tiempo se llama vibración u osci- 

lación. El vaivén de un péndulo y el movimiento de una cuerda pulsada son ejemplos comunes de 
Vibración vibración. La teoría de la vibración tiene que ver con el estudio de los movimientos oscilatorios 

de los cuerpos y las fuerzas asociadas con ellos. 


Partes 
elementales 
de sistemas 
vibratorios 


Por lo común un sistema vibratorio incluye un medio para almacenar energía potencial (resorte o 
elasticidad), un medio para conservar energía cinética (masa o inercia) y un medio por el cual la 
energía se pierde gradualmente (amortiguador). 

La vibración de un sistema implica la transformación de su energía potencial en energía ciné¬ 
tica y de ésta en energía potencial, de manera alterna. Si el sistema se amortigua, una parte de su 
energía se disipa en cada ciclo de vibración y se le debe reemplazar por una fuente externa para que 
se mantenga un estado de vibración estable. 

Como un ejemplo, consideremos la vibración del péndulo simple que se muestra en la figura 
1.10. Soltemos la lenteja de masa m después de desplazarla un ángulo 9. En la posición 1 la veloci¬ 
dad de la lenteja y por consiguiente su energía cinética es cero. Pero tiene una energía potencial de 
magnitud mgl( 1 — eos 6) con respecto a la posición de referencia 2. Como la fuerza de la gravedad 
mg induce un par de torsión mgl sen 6 con respecto al punto O, la lenteja comienza a oscilar hacia 
la izquierda de la posición 1. Esto imparte a la lenteja una cierta aceleración angular en el sentido 
de las manecillas del reloj y en el momento en que llega a la posición 2 toda su energía potencial se 
convierte en energía cinética. De ahí que la lenteja no se detenga en la posición 2 sino que continuará 
oscilando a la posición 3. Sin embargo, al pasar por la posición media 2, un par de torsión en sentido 
contrario al de las manecillas del reloj debido a la gravedad que actúa en la lenteja la desacelera. La 
velocidad de la lenteja se reduce a cero en la posición extrema izquierda. En este momento, toda 
la energía cinética de la lenteja se convierte en energía potencial. De nueva cuenta, debido al par 
de torsión producido por la gravedad, la lenteja adquiere velocidad en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj. Por consiguiente, la lenteja comienza a oscilar de regreso con una velocidad pro¬ 
gresivamente creciente y de nuevo pasa por la posición media. Este proceso continúa repitiéndose, 
el péndulo tendrá movimiento oscilatorio. Sin embargo, en la práctica, la magnitud de la oscilación 
(0) se reduce gradualmente y por fin el péndulo se detiene debido a la resistencia (amortiguamiento) 
ofrecida por el medio circundante (aire). Esto quiere decir que una parte de la energía se disipa en 
cada ciclo de vibración debido a la acción de amortiguamiento del aire. 


Posición 
de referencia 


O 



mg 


Figura 1.10 Un péndulo simple. 
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Cantidad 
de grados de 
libertad 


El mínimo de coordenadas independientes requerido para determinar por completo todas las partes 
de un sistema en cualquier instante de tiempo define la cantidad de grados de libertad del siste¬ 
ma. El péndulo simple que se muestra en la figura 1.10, así como cada uno de los sistemas de 
la figura 1.11, representa un sistema de un solo grado de libertad. Por ejemplo, el movimiento 
del péndulo simple (figura 1.10) se puede formular o en función del ángulo 6 o en función de las 
coordenadas cartesianas x y y. Si se utilizan las coordenadas x y y para describir el movimiento, 
debe reconocerse que estas coordenadas no son independientes. Están relacionadas entre sí me¬ 
diante la relación x 2 + y 2 = / 2 , donde / es la longitud constante del péndulo. Por lo tanto cualquier 
coordenada puede describir el movimiento del péndulo. En este caso vemos que la selección de 0 
como coordenada independiente será más conveniente que la selección de x o de y. Para la correde¬ 
ra que se muestra en la figura 1.11 (a) puede usarse tanto la coordenada angular 0 como la coorde¬ 
nada x para describir el movimiento. En la figura 1.11 (b) se puede usar la coordenada lineal x para 
especificar el movimiento. Para el sistema torsional (barra larga con un pesado disco en el extremo) 
que se muestra en la figura 1.1 l(c), se puede utilizar la coordenada 6 para describir el movimiento. 

Algunos ejemplos de sistemas de dos y tres grados de libertad se muestran en la figuras 1.12 
y 1.13, respectivamente. La figura 1.12(a) muestra un sistema de dos masas y dos resortes descrito 
por las dos coordenadas lineales x¡ y x 2 . La figura 1.12(b) indica un sistema de dos rotores cuyo 
movimiento puede especificarse en función de y 0 2 . El movimiento del sistema que se muestra 
en la figura 1.12(c) puede describirse por completo con X o 0, o con x, y y X. En el segundo caso, 
x y y están restringidas como x 2 + y 2 = l 2 donde l es una constante. 

Para los sistemas que se muestran en las figuras 1.13(a) y 1.13(c), se pueden utilizar las coor¬ 
denadas x¡(i = 1, 2, 3) y 6¡ (¡ = 1, 2, 3), respectivamente, para describir el movimiento. En el caso 
del sistema que se muestra en la figura 1.13(b), 9¡(i = 1,2, 3) especifica las posiciones de las masas 



(a) Mecanismo de manivela (b) Sistema de resorte y masa 
corrediza y resorte 

Figura 1.11 Sistemas de un grado de libertad. 





Figura 1.12 Sistema de dos grados de libertad. 
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Sistemas 
discretos 
y continuos 





Figura 1.13 Sistema de tres grados de libertad. 


m¡ (i = 1, 2, 3). Un método alterno de describir este sistema es en función de x¡ y y¡ (i = 1, 2, 3); 
pero en este caso se tienen que considerar las restricciones xf + yf = íf (i = 1, 2, 3). 

Las coordenadas necesarias para describir el movimiento de un sistema constituyen un con¬ 
junto de coordenadas generalizadas. Éstas se suelen indicar como q x , q 2 ,... y pueden representarse 
como coordenadas cartesianas y/o no cartesianas. 


Por medio de una cantidad finita de grados de libertad se puede describir un buen número de sis¬ 
temas prácticos, como los sistemas simples que se muestran en las figuras 1.10 a 1.13. Algunos 
sistemas, sobre todo los que implican miembros elásticos continuos, tienen una infinitud de grados de 
libertad. Como un ejemplo simple, consideremos la viga en voladizo de la figura 1.14. Como la 
viga tiene una infinitud de puntos de masa, necesitamos una infinitud de coordenadas para especi¬ 
ficar su configuración de deflexión. La infinitud de coordenadas define la curva de deflexión. Así 
entonces, la viga en voladizo tiene una infinitud de grados de libertad. La mayoría de los sistemas 
de estructuras y máquinas tienen miembros deformables (elásticos) y por consiguiente tienen una 
infinitud de grados de libertad. 

Los sistemas con una cantidad finita de grados de libertad se conocen como sistemas discretos 
o de parámetro concentrado , y los que cuentan con una infinitud de grados de libertad se conocen 
como sistemas continuos o distribuidos. 

La mayor parte del tiempo, los sistemas continuos se representan de forma aproximada como 
sistemas discretos y las soluciones se obtienen de una manera simple. Aun cuando el tratamiento de 



etc. 


Figura 1.14 Una viga en voladizo (sistema de una infinitud 
de grados de libertad). 
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un sistema como continuo da resultados exactos, el método analítico disponible para ocuparse de 
los sistemas continuos se limita a una escasa selección de problemas como vigas uniformes, va¬ 
riables esbeltas y placas delgadas. De ahí que la mayoría de los sistemas prácticos se estudian 
tratándolos como masas concentradas finitas, resortes y amortiguadores. Por lo común se obtienen 
resultados más precisos aumentando la cantidad de masas, resortes y amortiguadores, es decir, 
aumentando la cantidad de grados de libertad. 


.5 Clasificación de la vibración 


La vibración se puede clasificar de varias maneras. Algunas de las clasificaciones importantes son 
las siguientes. 

. 5.1 Vibración libre. Si se deja que un sistema vibre por sí mismo después de una perturbación inicial, 

la vibración resultante se conoce como vibración libre. Ninguna fuerza externa actúa en el sistema. 

Vibración libre La oscilación de un péndulo simple es un ejemplo de vibración libre. 

y forzada 

Vibración forzada. Si un sistema se somete a una fuerza externa (a menudo, una fuerza repetitiva), 
la vibración resultante se conoce como vibración forzada. La oscilación que aparece en máquinas 
como motores diesel es un ejemplo de vibración forzada. 

Si la frecuencia de la fuerza externa coincide con una de las frecuencias naturales del sistema, 
ocurre una condición conocida como resonancia, y el sistema sufre oscilaciones peligrosamente 
grandes. Las fallas de estructuras como edificios, puentes, turbinas y alas de avión se han asociado 
a la ocurrencia de resonancia. 


Vibración no 
amortiguada 
y amortiguada 


Si no se pierde o disipa energía por fricción u otra resistencia durante la oscilación, la vibración se 
conoce como vibración no amortiguada. Sin embargo, si se pierde energía se llama vibración 
amortiguada. En muchos sistemas físicos, la cantidad de amortiguamiento es tan pequeña que pue¬ 
de ser ignorada en la mayoría de las aplicaciones de ingeniería. Sin embargo, la consideración del 
amortiguamiento se vuelve extremadamente importante al analizar sistemas vibratorios próximos 
a la resonancia. 


Vibración 
lineal 
y no lineal 


Si todos los componentes básicos de un sistema vibratorio, el resorte, la masa y el amortiguador, se 
comportan linealmente, la vibración resultante se conoce como vibración lineal. Pero si cualquiera 
de los componentes básicos se comporta de manera no lineal, la vibración se conoce como vibra¬ 
ción no lineal. Las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de sistemas vibratorios 
lineales o no lineales son asimismo lineales o no lineales, respectivamente. Si la vibración es lineal 
el principio de superposición es válido y las técnicas matemáticas de análisis están bien desarrolla¬ 
das. Para vibración no lineal, el principio de superposición no es válido y las técnicas de análisis 
son menos conocidas. Como los sistemas vibratorios tienden a comportarse no linealmente con 
amplitud de oscilación creciente, es deseable un conocimiento de la vibración no lineal cuando se 
trate con sistemas vibratorios. 


Vibración 
determinística 
y aleatoria 


Si el valor o magnitud de la excitación (fuerza o movimiento) que actúa en un sistema vibratorio se 
conoce en cualquier tiempo dado, la excitación se llama determinística. La vibración resultante 
se conoce como vibración determinística. 

En algunos casos la excitación es no determinística o aleatoria ; el valor de la excitación en un 
momento dado no se puede pronosticar. En estos casos, una recopilación de registros de la excita¬ 
ción puede presentar cierta regularidad estadística. Es posible estimar promedios como los valores 
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(a) Excitación determinística (periódica) 
Figura 1.15 Excitaciones determinística y aleatoria. 


(b) Excitación aleatoria 


medios o medios al cuadrado de la excitación. Ejemplos de excitaciones aleatorias son la velocidad 
del viento, la aspereza del camino y el movimiento de tierra durante sismos. Si la excitación es 
aleatoria, la vibración resultante se llama vibración aleatoria. En este caso la respuesta vibratoria 
del sistema también es aleatoria; se puede describir sólo en función de cantidades estadísticas. La 
figura 1.15 muestra ejemplos de excitaciones determinísticas y aleatorias. 


.6 Procedimiento del análisis de la vibración 


Un sistema vibratorio es dinámico si variables como las excitaciones (entradas) y respuestas (sali¬ 
das) dependen del tiempo. La respuesta de un sistema vibratorio suele depender tanto de las condi¬ 
ciones iniciales como de las excitaciones externas. La mayoría de los sistemas vibratorios prácticos 
son muy complejos, y es imposible considerar todos los detalles para un análisis matemático. En el 
análisis sólo se consideran los detalles más importantes para predecir el comportamiento del siste¬ 
ma en condiciones de entrada específicas. A menudo se puede determinar el comportamiento total 
del sistema por medio de un modelo simple del sistema físico complejo. Por lo que el análisis de un 
sistema vibratorio suele implicar el modelado matemático, la derivación de las ecuaciones rectoras, 
la solución de las ecuaciones y la interpretación de los resultados. 

Paso 1: Modelado matemático. El propósito del modelado matemático es representar todos los 
detalles importantes del sistema con el objeto de derivar las ecuaciones matemáticas (o analíticas) 
que rigen el comportamiento del sistema. El modelo matemático puede ser lineal o no lineal, se¬ 
gún el comportamiento de los componentes del sistema. Los modelos lineales permiten soluciones 
rápidas y son sencillos de manejar, sin embargo, los modelos no lineales a veces revelan ciertas 
características del sistema que no pueden ser pronosticadas siguiendo modelos lineales. Por lo 
tanto se requiere un gran criterio de ingeniería para producir un modelo matemático adecuado de 
un sistema vibratorio. 

A veces el modelo matemático se mejora gradualmente para obtener resultados más precisos. 
En este método primero se utiliza un modelo muy rústico o elemental para tener una idea del com¬ 
portamiento total del sistema. Luego se refina el modelo con la inclusión de más componentes o 
detalles, de modo que se pueda observar más de cerca el comportamiento del sistema. Para ilustrar 
el procedimiento de refinamiento utilizado en el modelado matemático, consideremos el martillo 
de forja de la figura 1.16(a). Se compone de un marco, un peso que cae, conocido como mazo, un 
yunque y un bloque de cimentación. El yunque es un bloque de acero macizo sobre el cual se forja 
el material a la forma deseada por medio de los repetidos golpes del mazo. Por lo común el yunque 
se monta sobre una almohadilla elástica para reducir la transmisión de la vibración al bloque de 
cimentación y marco [1.22]. Para una primera aproximación, el marco, el yunque, la almohadi¬ 
lla elástica, el bloque de cimentación y el suelo, se modelan como un sistema de un solo grado 
de libertad como se muestra en la figura 1.16(b). Para una aproximación refinada, los pesos del 
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marco, yunque y bloque de cimentación se representan por separado con un modelo de dos grados 
de libertad, como se muestra en la figura 1.16(c). El modelo se puede refinar aún más considerando 
los impactos excéntricos del mazo, los cuales hacen que cada una de las masas que se presentan en 
la figura 1.16(c) asuman movimientos tanto verticales como de bamboleo (rotaciones) en el plano 
del papel. 



Mazo 



t 



Figura 1.16 Modelado de un martillo de forja. 
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Paso 2: Derivación de las ecuaciones rectoras. Una vez que el modelo matemático está dispo¬ 
nible, utilizamos el principio de dinámica y obtenemos las ecuaciones que describen la vibración 
del sistema. Las ecuaciones de movimiento se pueden derivar de una forma adecuada trazando 
los diagramas de cuerpo libre de todas las masas que intervienen. El diagrama de cuerpo libre de 
una masa se obtiene aislándola e indicando todas las fuerzas externamente aplicadas, las fuerzas 
reactivas y las fuerzas de inercia. Las ecuaciones de movimiento de un sistema vibratorio suelen 
ser un conjunto de ecuaciones diferenciales comunes para un sistema discreto y de ecuaciones di¬ 
ferenciales parciales para un sistema continuo. Las ecuaciones pueden ser lineales o no lineales 
según el comportamiento de los componentes del sistema. Por lo común se utilizan varios métodos 
para derivar las ecuaciones rectoras. Entre ellos están la segunda ley del movimiento de Newton, el 
principio de D’Alembert y el principio de conservación de la energía. 

Paso 3: Solución de las ecuaciones rectoras. Las ecuaciones de movimiento deben resolverse 
para hallar la respuesta del sistema vibratorio. Dependiendo de la naturaleza del problema, po¬ 
demos utilizar una de las siguientes técnicas para determinar la solución: métodos estándar de 
solución de ecuaciones diferenciales, métodos de transformada de Laplace, métodos matriciales 1 y 
métodos numéricos. Si las ecuaciones rectoras son no lineales, rara vez pueden resolverse en for¬ 
ma cerrada. Además, la solución de ecuaciones diferenciales parciales es mucho más complicada 
que la de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se pueden utilizar métodos numéricos que implican 
computadoras para resolver las ecuaciones. Sin embargo, es difícil sacar conclusiones generales 
sobre el comportamiento del sistema con resultados obtenidos con computadora. 

Paso 4: Interpretación de los resultados. La solución de las ecuaciones rectoras proporciona los 
desplazamientos, velocidades y aceleraciones de las diversas masas del sistema. Estos resultados de¬ 
ben interpretarse con una clara visión del objetivo del análisis y de las posibles implicaciones 
de diseño de los resultados. 


Modelo matemático de una motocicleta 


La figura 1.17(a) muestra una motocicleta con un motociclista. Desarrolle una secuencia de tres modelos mate¬ 
máticos del sistema para investigar la vibración en la dirección vertical. Considere la elasticidad de las llantas 
y el amortiguamiento de los amortiguadores (en dirección vertical), las masas de las ruedas y la elasticidad, 
amortiguamiento y masa del motociclista. 

Solución: Comenzamos con el modelo más simple y lo refinamos gradualmente. Cuando se utilizan los valo¬ 
res equivalentes de la masa, rigidez y amortiguamiento del sistema, obtenemos un modelo de un solo grado de 
libertad de la motocicleta con un motociclista como se indica en la figura 1.17(b). En este modelo, la rigidez 
equivalente (k eq ) incluye la rigidez de las llantas, amortiguadores y motociclista. La constante de amorti¬ 
guamiento equivalente (c eq ) incluye el amortiguamiento de los amortiguadores y el motociclista. La masa 
equivalente incluye las masas de las ruedas, el cuerpo del vehículo y al motociclista. Este modelo se puede 
refinar representando las masas de las ruedas, la elasticidad de las llantas y la elasticidad y amortiguamiento 
de los amortiguadores por separado, como se muestra en la figura 1.17(c). En este modelo, la masa del cuerpo del 
vehículo (m v ) y la masa del motociclista (m r ) se muestran como una sola masa m v + m r Cuando se considera 
la elasticidad (como constante de resorte k r ) y el amortiguamiento (como constante de amortiguamiento c r ) del 
motociclista, se obtiene el modelo refinado que se muestra en la figura 1.17(d). 


1 Las definiciones y operaciones básicas de la teoría de matrices puede encontrarlas en los apéndices de este libro, en el 
sitio web. 
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Observe que los modelos de las figuras 1.17(b) a (d) no son únicos. Por ejemplo, si se combinan las cons¬ 
tantes de resorte de ambas llantas, las masas de las dos ruedas y las constantes de resorte y amortiguamiento 
de los dos amortiguadores como cantidades únicas, se obtiene el modelo que se muestra en la figura 1.17(e) 
en lugar del de la figura 1.17(c). 




(d) (e) 


Figura 1.17 Motocicleta con motociclista, lo cual comprende un sistema 
físico y un modelo matemático. 
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Elementos de resorte 


Un resorte es un tipo de eslabón mecánico, el cual en la mayoría de las aplicaciones se supone que 
tiene masa y amortiguamiento insignificantes. El tipo de resorte más común es el resorte helicoidal 
utilizado en lapiceros y plumas retráctiles, engrapadoras y suspensiones de camiones de carga y 
otros vehículos. Se pueden identificar varios otros tipos en aplicaciones de ingeniería. De hecho, 
cualquier cuerpo o miembro deformable, cable, barra, viga, flecha o placa, puede considerarse 
como un resorte. Un resorte se suele representar como se muestra en la figura 1.18(a). Si la lon¬ 
gitud del resorte, sin que actúe ninguna fuerza, se indica con /, cuando se aplica una fuerza axial 
cambia la longitud. Por ejemplo, cuando se aplica una fuerza de tensión F en su extremo libre 2, 
el resorte experimenta un alargamiento x como se muestra en la figura 1.18(b), mientras que una 
fuerza de compresión F aplicada en el extremo libre 2 reduce la longitud x como se muestra en la 
figura 1.18(c). 

Se dice que un resorte es lineal si el alargamiento o acortamiento de longitud x está relacionado 
con la fuerza aplicada como 


F = kx (1.1) 

donde k es una constante, conocida como la constante de resorte, rigidez de resorte o tasa de 
resorte. La constante de resorte k siempre es positiva e indica la fuerza (positiva o negativa) reque¬ 
rida para producir una deflexión unitaria (alargamiento o reducción de la longitud) en el resorte. 
Cuando el resorte se alarga (o comprime) con una fuerza de tensión (o compresión), de acuerdo 
con la tercera ley del movimiento de Newton, se desarrolla una fuerza de restauración de magnitud 
— F (o + F) opuesta a la fuerza aplicada. Esta fuerza de restauración trata de regresar el resorte 
alargado (o comprimido) a su longitud original no alargada o libre como se muestra en la figura 
1.18(b) (o 1.18(c)). Si trazamos la gráfica entre F y x, el resultado es una línea recta de acuerdo con 
la ecuación (1.1). El trabajo realizado ( U) al deformar un resorte se almacena como deformación o 
energía potencial en el resorte, y está dado por 



( 1 . 2 ) 




\\\\W\N 




+F 


2 ' 


-F 


l — x 



(c) 


(a) 


Figura 1.18 Deformación de un resorte. 
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Resortes no 
lineales 


La mayoría de los resortes que se utilizan en sistemas prácticos presentan una relación fuerza- 
deflexión no lineal, en particular cuando las deflexiones son grandes. Si un resorte no lineal ex¬ 
perimenta deflexiones pequeñas puede ser reemplazado por un resorte lineal con el procedimiento 
explicado en la sección 1.7.2. En el análisis de vibración, comúnmente se utilizan resortes no linea¬ 
les cuyas relaciones de fuerza-deflexión están dadas por 

F = ax + bx 3 , a> 0 (1.3) 

En la ecuación (1.3), a indica la constante asociada con la parte lineal y b indica la constante aso¬ 
ciada con la de no linealidad (cúbica). Se dice que el resorte es duro si b > 0, lineal si b = 0, y 
suave si b < 0. En la figura 1.19 se muestran las relaciones de fuerza-deflexión correspondientes a 
varios valores de b. 


Fuerza ( F ) 










k 2 




h Cz H 


(a) 
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Algunos sistemas, con dos o más resortes, pueden presentar una relación fuerza-desplazamiento 
no lineal aunque los resortes individuales sean lineales. Algunos ejemplos de dichos sistemas se 
muestran en las figuras 1.20 y 1.21. En la figura 1.20(a), el peso (o fuerza) W se desplaza libremente a 
través de los espacios libres cq y c 2 del sistema. Una vez que el peso se pone en contacto con un resor¬ 
te particular después de pasar por el espacio libre correspondiente, la fuerza de resorte se incrementa 
en proporción a la constante del resorte particular (vea la figura 1.20(b)). Se puede ver que la relación 
resultante de fuerza-desplazamiento, aunque es lineal parte por parte, indica una relación no lineal. 

En la figura 1.21 (a), los dos resortes, rigideces k ] y k 2 , tienen diferentes longitudes. Observe 
que, por sencillez, el resorte con rigidez k } se muestra en la forma de dos resortes paralelos, cada uno 
con una rigidez de k x t 2. Los modelos de sistemas de resortes de este tipo se pueden utilizar en el aná¬ 
lisis de vibración de paquetes y suspensiones que se utilizan en los trenes de aterrizaje de aviones. 

Cuando el resorte k x se deforma en una cantidad x = c, el segundo resorte entra en acción y 
proporciona rigidez adicional k 2 al sistema. La relación fuerza-desplazamiento no lineal se muestra 
en la figura 1.21 (b). 


F Barra rígida 

sin peso 



x = 0 corresponde a la posición 
de la barra sin fuerza 

(a) 


Fuerza de resorte ( F ) 



Figura 1.21 Relación fuerza-desplazamiento de un resorte no lineal. 


Linealización 
de un resorte 
no lineal 


Los resortes reales son no lineales y obedecen la ecuación (1.1) sólo hasta determinada deforma¬ 
ción. Más allá de un cierto valor de deformación (después del punto A en la figura 1.22), el esfuerzo 
excede el punto cedente o de deformación del material y la relación entre fuerza y deformación se 
hace no lineal [1.23, 1.24]. En muchas aplicaciones prácticas suponemos que las deflexiones son 
pequeñas y utilizamos la relación lineal de la ecuación (1.1). Inclusive, si la relación de fuerza- 
deflexión de un resorte es no lineal, como se muestra en la figura 1.23, a menudo la aproximamos 
como lineal por medio de un proceso de linealización [1.24, 1.25]. Para ilustrar el proceso de li¬ 
nealización, sea F la carga estática que actúa en el resorte y que provoca una deflexión de x*. Si se 
agrega una fuerza incremental A F a F, el resorte se deforma en una cantidad adicional Ax. La nueva 
fuerza de resorte F + A F se expresa mediante la expansión de la serie de Taylor con respecto a la 
posición de equilibrio estático x* como 


F + AF = F( 

= F(x*) + 


x+ Ax) 

dF' 
dx 


(Ax) + 


1 d 2 F 
2! dx 2 


(Ax) 2 + ... 


(1.4) 
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Esfuerzo 



x 2 X 1 

I—► I—*- 

o—W—° 

X = Xi — x 2 


Figura 1.22 Límite de no linealidad más allá del límite de proporcionalidad. 


Fuerza ( F ) 



Figura 1.23 Proceso de linealización. 


Para valores pequeños de Ax, las derivadas de mayor orden se ignoran para obtener 


F + A F = F(x*) + 


dF 

dx 


(Ax) 

X * 


(1.5) 


Dado que F = F(x*), podemos expresar A F como 


A F = kAx 


donde k es la constante de resorte linealizado en x* dada por 


dF 

k =- 

dx 


( 1 . 6 ) 


(1.7) 


Podemos utilizar la ecuación (1.6) por simplicidad, pero en ocasiones el error implicado en la 
aproximación puede ser muy grande. 
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Ejemplo 1.2 


Constante de 
resorte de 
elementos 
elásticos 


Ejemplo 1.3 


Constante de resorte línealizado equivalente 


A una fresadora que pesa 1000 Ib la soporta un apoyo de montaje de caucho. La relación fuerza-deflexión del 
apoyo de montaje de caucho está dada por 

F = 2000jc + 200Jt 3 (E.l) 

donde la fuerza (F) y la deflexión (x) están medidas en libras y pulgadas, respectivamente. Determine la cons¬ 
tante de resorte linealizado equivalente del apoyo de montaje de caucho en su posición de equilibrio estático. 

Solución: La posición de equilibrio estático del apoyo de montaje de caucho (jc*), bajo el peso de la fresadora, 
se determina por la ecuación (E.l): 

1000 = 2000x* + 200(x*) 3 

o bien 

200(x*) 3 + 2000x* - 1000 = 0 (E.2) 

Las raíces de la ecuación cúbica (E.2) se pueden hallar (por ejemplo, utilizando las raíces de función en 
MATLAB) como 


x* = 0.4884, -0.2442 + 3.1904Í y -0.2442 - 3.1904/ 

La raíz de la ecuación (E.2) x* = 0.4884 pulg proporciona la posición de equilibrio estático del apoyo de 
montaje de caucho. La constante de resorte lineal equivalente del apoyo de montaje de caucho en su posición 
de equilibrio estático se determina aplicando la ecuación (1.7): 

= 2000 + 600(x*) 2 = 2000 + 600(0.4884 2 ) = 2143.1207 lb/pulg. 



Nota: La constante de resorte lineal equivalente, k eq = 2143.1207 lb/pulg, predice la deflexión estática de la 
fresadora como 


_F_ _ 1000 

~k~ q ~ 2143.1207 


0.4666 pulg. 


lo cual es algo diferente del valor verdadero de 0.4884 pulg. El error se debe al truncamiento de las derivadas 
de mayor orden en la ecuación (1.4). 


Como ya antes se expresó, cualquier miembro (o elemento) elástico o deformable puede consi¬ 
derarse como un resorte. Las constantes de resortes equivalentes de miembros elásticos simples 
como varillas, vigas y flechas huecas se encuentran en la parte interna de la portada del libro. El 
procedimiento de determinar la constante de resorte equivalente de miembros elásticos se ilustra 
con los siguientes ejemplos. 


Constante de resorte de una varilla 


Encuentre la constante de resorte equivalente de una varilla uniforme de longitud /, área de sección transversal 
A y módulo de Young E sujeto a una fuerza de tensión (o compresión) axial F como se muestra en la figura 
1,24(a). 
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/-H~M 

(a) 


F 


Figura 1.24 Constante de resorte de una varilla. 

Solución: El alargamiento (o acortamiento) 8 de la varilla sometida a una fuerza de tensión (o compresión) 
axial F puede expresarse como 



8 = 


8 

l 


1 = si 


a 

E 


l 


Fl 

AE 


(E.l) 


cambio de longitud 8 fuerza E 

donde e = ,-;—,-rz—,— = — es la deformación unitaria y cr = 1 -= — es el esfuerzo inducido 

longitud original I área A 

en la varilla. Siguiendo la definición de la constante de resorte k, a partir de la ecuación (E.l) obtenemos: 


fuerza aplicada F AE 

deflexión resultante 8 l 


(E.2) 


La importancia de la constante de resorte equivalente de la varilla se muestra en la figura 1.24(b). 


Constante de resorte de una viga en voladizo 

Encuentre la constante de resorte equivalente de una viga en voladizo sometida a una carga concentrada F en 
su extremo como se muestra en la figura 1.25(a). 


Solución: Suponemos, por simplicidad, que el peso (o masa) de la viga es insignificante y que la carga con¬ 
centrada F se debe al peso de la masa puntual (W = mg). Por la resistencia de materiales [1.26] sabemos que 
la deflexión del extremo de la viga debido a una carga concentrada F = W está dada por 


8 = 


Wl 3 
3 El 


(E.l) 


donde E es el módulo de Young e 1 es el momento de inercia de la sección transversal de la viga con respecto 
al eje de flexión o z (es decir, el eje perpendicular a la página). Por consiguiente, la constante de resorte de la 
viga es (figura 1.25(b)): 


k 


W 3 El 
S ~ / 3 


(E.2) 
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(a) Viga en voladizo con una fuerza aplicada en el extremo (b) Resorte equivalente 
Figura 1.25 Constante de resorte de una viga en voladizo. 


Notas: 

1. Es posible que una viga en voladizo se someta a cargas concentradas en dos direcciones en su extremo, 
una en la dirección y (F y ), y la otra en la dirección z (F,), como se muestra en la figura 1.26(a). Cuando se 
aplica la carga a lo largo de la dirección y, la viga se flexiona con respecto al eje z (figura 1.26(b)) y por 
consiguiente la constante de resorte equivalente será igual a 



(c) 


Figura 1.26 Constantes de resorte de una viga en dos 
direcciones. 
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Cuando la carga se aplica a lo largo de la dirección z, la viga se flexiona con respecto al eje y (figura 
1.26(c)) y por consiguiente la constante de resorte equivalente será igual a 


k = 


3 El, 


yy 


(E.4) 


2. Las constantes de resorte de viga con condiciones diferentes en su extremo se pueden encontrar de la misma 
manera, utilizando los resultados obtenidos a partir de la resistencia de materiales. Las fórmulas representa¬ 
tivas dadas en el apéndice B (en el sitio web) se pueden usar para hallar las constantes de resorte de las vigas y 
placas indicadas. Por ejemplo, para encontrar la constante de resorte de una viga fija sometida a una fuerza 
concentrada P en x = a (Caso 3 en el apéndice B), primero expresamos la deflexión de la viga en el punto 
donde se aplica la carga (x = a), utilizando b = l — a, como 


P(l - a) 1 a 1 Pa\l - a)\al - a 2 ) 

[3 al - 3 a 1 - a(I - a)] = — 


6 Eir 


3EII 


(E.5) 


y luego determinamos la constante de resorte (k) como 

_P _ 3 Eli 2 

y a 2 (l — a) 2 {al — a 1 ) 


(E.6) 


donde I = I zz . 

3. El efecto del peso en sí (o masa) de la viga también puede incluirse al hallar la constante de resorte de la 
viga (vea el ejemplo 2.9 en el capítulo 2). 


En muchas aplicaciones prácticas se utilizan varios resortes lineales combinados. Estos resortes 
pueden combinarse en un solo resorte equivalente como se indica a continuación. 

Caso 1: Resortes en paralelo. Para derivar una expresión para la constante equivalente de los 
resortes conectados en paralelo, considere los dos resortes que se muestran en la figura 1.27(a). 
Cuando se aplica una carga W, el sistema experimenta una deflexión estática 5 st como se muestra 
en la figura 1.27(b). Entonces el diagrama de cuerpo libre, mostrado en la figura 1.27(c), propor¬ 
ciona la ecuación de equilibrio 

w = Mst + Mst (1.8) 



w w 


(a) (b) (c) Figura 1.27 Resortes en paralelo. 
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Si k eq indica la constante de resorte equivalente de la combinación de los dos resortes, entonces para 
la misma deflexión estática S st , tenemos 


W = k eq S st 


d-9) 


Las ecuaciones (1.8) y (1.9) producen 


^eq — + k 2 (1.10) 

Por lo común, si tenemos n resortes en paralelo con constantes k x , k 2 , ..., k n , entonces la constante 
de resorte equivalente k eq se obtiene como 

^eq = h + k 2 + " ' + k n (1.11) 

Caso 2: Resortes en serie. A continuación derivamos una expresión para la constante equivalente 
de resortes conectados en serie considerando los dos resortes mostrados en la figura 1.28(a). Bajo la 
acción de una carga W, los resortes 1 y 2 experimentan los alargamientos Ó, y S 2 , respectivamente, 
como se muestra en la figura 1.28(b). El alargamiento total (o deflexión estática) del sistema, S st , es 

8* = Si + «2 (1.12) 

Como ambos resortes están sometidos a la misma fuerza W, tenemos el equilibrio que se muestra 
en la figura 1.28(c): 

W = Mi 

W = k 2 S 2 (1.13) 

Si £ eq indica la constante de resorte equivalente, entonces para la misma deflexión estática, 

W = k eq 8 st (1.14) 



w = Mi 



&2 ^2 



(b) (c) 


(a) 


Figura 1.28 Resortes en serie. 
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Las ecuaciones (1.13) y (1.14) dan por resultado 


o bien 


^i<5i ~ k 2 d 2 - k eq S st 


8 1 


^cq^st 

k\ 


y s 2 


keq8 s t 

k-2 


Sustituyendo estos valores de y S 2 en la ecuación (1.12), obtenemos 


es decir, 


^eqóst ^eq^st 
- 1 -;- = 


^cq k | k 2 


( 1 . 15 ) 


( 1 . 16 ) 


La ecuación (1.16) se puede generalizar al caso de n resortes en serie: 

111 1 

— — — 4- — + • ■ ■ + — 

^eq k] k 2 k n 


( 1 . 17 ) 


En ciertas aplicaciones se conectan resortes a componentes rígidos como poleas, palancas y engra¬ 
nes. Es esos casos se puede hallar una constante de resorte equivalente utilizando una equivalencia 
de energía, como se ilustra en los ejemplos 1.8 y 1.9. 


k equivalente de un sistema de suspensión 

La figura 1.29 muestra el sistema de suspensión de un carro de ferrocarril de carga con un sistema de resortes 
en paralelo. Encuentre la constante de resorte equivalente de la suspensión si los tres resortes helicoidales son 
de acero con un módulo de cortante G = 80 X 10 9 N/m 2 y cuenta con cinco vueltas efectivas, diámetro medio de 
la espiral D = 20 cm y diámetro del alambre d = 2 cm. 

Solución: La rigidez de cada resorte helicoidal resulta de 


d 4 G (0.02) 4 (80 X 10 9 ) 
8 D 3 n 8(0.2) 3 (5) 


40,000.0 N/m 


(Vea la fórmula en la parte interna de la portada de este libro). 

Ya que los tres resortes son idénticos y paralelos, la constante de resorte equivalente del sistema de sus¬ 
pensión es 


k eq = 3 k = 3(40,000.0) = 120,000.0 N/m 
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Ejemplo 1.6 



Figura 1.29 Sistema de resortes en paralelo en un carro de ferrocarril de carga. (Cortesía de 
Buckeye Steel Castings Company). 


Constante de resorte torsional de una flecha de hélice 


Determine la constante de resorte torsional de la flecha de hélice de acero que se muestra en la figura 1.30. 



Figura 1.30 Flecha de hélice. 


Solución: Tenemos que considerar los segmentos 12 y 23 de la flecha como resortes en combinación. De 
acuerdo con la figura 1.30, el par de torsión inducido en cualquier sección transversal de la flecha (como AA 
o BB) puede verse que es igual al par de torsión T aplicado en la hélice. Por consiguiente, las elasticidades 
(resortes) correspondientes a los dos segmentos 12 y 23 se tienen que considerar como resortes en serie. 
Las constantes de resorte de los segmentos 12 y 23 de la flecha (k t¡2 y k u3 ) resultan de 


GJ\2 Gtt{D\ 2 ~ d\ 2 ) (80 X 10 9 )tt(0.3 4 - 0.2 4 ) 

: ‘ 12 = ^tT = 32/i2 = 32(2) 

= 25.5255 X 10 6 N-m/rad 

G7 23 Gtt(D\ 3 - 4 3 ) (80 X 10 9 )tt(0.25 4 - 0.15 4 ) 

t23 ¿23 32/ 23 

= 8.9012 X 10 6 N-m/rad 


32(3) 
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Ejemplo 1.7 


Como los resortes están en serie, la ecuación (1.16) da por resultado 


k 


teq 


k t\i k hi 
k hi + k h3 


(25.5255 X 10 6 )(8.9012 X 10 6 ) 

---— = 6.5997 X 10 6 N-m/rad 

(25.5255 X 10 6 + 8.9012 X 10 6 ) 


k equivalente de un polipasto 

Un polipasto, que funciona con un cable de acero, está montado en el extremo de una viga en voladizo como 
se muestra en la figura 1.31 (a). Determine la constante de resorte equivalente del sistema cuando la longitud 
suspendida del cable es l. Suponga que el diámetro de la sección transversal neta del cable es d y que el módulo 
de Young de la viga y el cable es E. 

Solución: La constante de resorte de la viga en voladizo está dada por 


h 


3EI 

b 3 


3 E_( J_ 
Ó 3 V 12 



Eat 3 
4 b 3 


(E.l) 


La rigidez del cable sometido a una carga axial es 


K 


AJE 

~T 


tt d 2 E 
4/ 


(E.2) 


Como tanto el cable como la viga en voladizo experimentan la misma carga W, como se muestra en la figura 
1.3l(b), se modelan como resortes en serie, como se ve en la figura 1.31(c). La constante de resorte equiva¬ 
lente k eq está dada por 

i _ i i _ 4b 3 41 

k eq k¡, k r Eat 3 7 rd 2 E 


o bien 

E í TtaPd 2 \ 
* eq = íUrfV + lat 3 ) 


(E.3) 
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Ejemplo 1.8 


w 


§ 




Viga 


í 


Cable 


T 

w 

(b) 

Figura 1.31 Polipasto (continuación). 



(c) 


(d) 


k equivalente de una grúa 

La pluma AB de la grúa que se muestra en la figura 1.32(a) es una barra de acero uniforme de 10 m de longitud 
y 2,500 mm 2 de sección transversal. Un peso W cuelga mientras la grúa está estacionaria. El cable CDEBF es 
de acero y su sección transversal es de 100 mm 2 . Ignore el efecto del cable CDEB y encuentre la constante de 
resorte equivalente en la dirección vertical. 

Solución: La constante de resorte equivalente se determina por medio de la equivalencia de energías poten¬ 
ciales de los dos sistemas. Como la base de la grúa es rígida, se considera que el cable y la pluma están fijos en 
los puntos F y A, respectivamente. Además, el efecto del cable CDEB es insignificante; por consiguiente, se 
puede suponer que el peso W actúa a través del punto B como se muestra en la figura 1.32(b). 

Un desplazamiento vertical del punto B hará que el resorte (pluma) y el resorte (cable) se deformen una 
cierta cantidad. La longitud del cable FB, está dada por la figura 1.32(b): 

¡i = 3 2 + 10 2 - 2(3)(10) eos 135° = 151.426, l\ = 12.3055 m 


El ángulo 6 satisface la relación 


l\ + 3 2 - 2(/j)(3) eos 6 = 10 2 , eos 6 = 0.8184, 0 = 35.0736° 


La energía potencial total ((/) almacenada en los resortes k l y L, se expresa utilizando la ecuación (1.2) como 
U = \h [*cos (90° - O)] 2 + ^k 2 [x eos (90° - 45°)] 2 (E.l) 
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donde 


y 



(a) 


B 



xWWXWX 


k 


eq 



(C) 


A,£, 


A-2E2 


(100 X 10“ 6 )(207 X 10 9 ) 
12.3055 

(2500 X 10“ 6 )(207 X 10 9 ) 
10 


= 1.6822 X 10 6 N/m 


= 5.1750 X 10 7 N/m 


Como el resorte equivalente en la dirección vertical experimenta una deformación x, la energía potencial del 
resorte equivalente (t/ ) está dada por 


U e q = \k t q x 2 (E.2) 

Si se establece U = U eq , obtenemos la constante de resorte equivalente del sistema como 

k eq = k¡ sen 2 0 + k 2 sen 2 45° = k { sen 2 35.0736° + k 2 sen 2 45° = 26.4304 X 10 6 N/m 
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Ejemplo 1.9 


k equivalente de una barra rígida conectada por resortes 

Una barra rígida de longitud I acoplada a una bisagra está conectada por dos resortes de rigideces k¡ y k 2 y 
sometida a una fuerza F como se muestra en la figura 1.33(a). Suponiendo que el desplazamiento angular 
de la barra ( 0 ) sea pequeño, encuentre la constante de resorte equivalente del sistema que relaciona la fuerza 
aplicada F con el desplazamiento resultante x. 


C x x 




Figura 1.33 Barra rígida conectada por resortes. 


Solución: Para un desplazamiento angular pequeño de la barra rígida (0), los puntos de fijación de los resortes k 1 
y k 2 (A y B) y el punto de aplicación (Cj de la fuerza F experimentan los desplazamientos lineales u horizontales 
/| sen 0, l 2 sen 6 y I sen 0, respectivamente. Como 0 es pequeño, los desplazamientos horizontales de los puntos 
A, B y C se pueden aproximar como x¡ = l¡6, x 2 — l 2 0 y x = 10, respectivamente. Las reacciones de los resortes, 
k l x l y k 2 x n , serán las indicadas en la figura 1.33(b). La constante de resorte equivalente del sistema (/r eq ) referida 
al punto de aplicación de la fuerza F se determina considerando el equilibrio de momentos de las fuerzas con 
respecto al punto conectado a la bisagra O: 


k\X\(h) + k 2 x 2 (h) = F(l) 


O 


f-h x 4 



(E.l) 


Al expresar F como k eq x, la ecuación (E.l) se escribe como 


F = k t q x = k\ 




(E.2) 


Utilizando x¡ = /¡0, x 2 = l 2 0 y x = ¡0, la ecuación (E.2) da el resultado deseado: 



(E.3) 
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Notas: 

1. Si la fuerza F se aplica en otro punto D de la barra rígida como se muestra en la figura 1.33(c), se puede 
encontrar la constante de resorte equivalente referida al punto D como 


= H l f) + k 2 (| 


(E.4) 


2. La constante de resorte equivalente, k eq , del sistema también se puede determinar por medio de la relación: 
Trabajo realizado por la fuerza aplicada F = Energía de deformación almacenada en los resortes k l y k 2 (E.5) 


Para el sistema que se muestra en la figura 1.33(a), la ecuación (E.5) da por resultado 

1 1 , 1 , 

2 Fx = 2 k{XÍ + 2 klX1 (E ' 6) 

a partir de la cual es fácil obtener la ecuación (E.3). 

3. Aunque los dos resortes parecen estar conectados a la barra rígida en paralelo, no se puede seguir la 
fórmula de los resortes en paralelo (ecuación 1.12) debido a que los desplazamientos de los resortes no 
son los mismos. 


1 _ 7.5 En algunas aplicaciones se desarrolla una fuerza o momento de restauración producido por la gra- 

vedad cuando una masa experimenta un desplazamiento. En esos casos se puede asociar una cons- 
Constante tante de resorte equivalente con la fuerza o momento de restauración de la gravedad. El siguiente 

d6 resorte ejemplo ilustra el procedimiento. 

asociada con 
la fuerza de 
restauración 
producida por 
la gravedad 


Ejemplo 1.10 Constante de resorte asociada con una fuerza de restauración producida 
por la gravedad 

La figura 1.34 muestra un péndulo simple de longitud / con una lenteja de masa m. Considerando un des¬ 
plazamiento angular 6 del péndulo, determine la constante de resorte asociada con la fuerza (o momento) de 
restauración. 

Solución: Cuando el péndulo se somete a un desplazamiento angular 9 , la masa m se mueve a una distancia 
l sen 0 a lo largo de la dirección horizontal (x). El momento o par de restauración (7j creado por el peso de la 
masa ( mg ) con respecto al pivote O está dado por 


T = mg(I sen 8) 


(E.l) 
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Para desplazamientos angulares pequeños 6 , sen 6 se puede aproximar como sen y la ecuación (E.l) se 
escribe como 


T= mgffl 


(E.2) 


Si expresamos la ecuación (E.2) como 


T = k,e (E.3) 

la constante de resorte torsional equivalente deseada k t se puede identificar como 

k t = mgl (E.4) 



H /sen 6 >-| Figura 1.34 Péndulo simple. 


1.8 Elementos de masa o inercia 


Se supone que el elemento de masa o inercia es un cuerpo rígido que puede ganar o perder ener¬ 
gía cinética siempre que cambia su velocidad. De acuerdo con la segunda ley del movimiento de 
Newton, el producto de la masa y su aceleración son iguales a la fuerza aplicada a la masa. El tra¬ 
bajo es igual a la fuerza multiplicada por el desplazamiento en la dirección de la fuerza, y el trabajo 
realizado en una masa se almacena como energía cinética. 

En la mayoría de los casos se tiene que utilizar un modelo matemático para representar el sis¬ 
tema vibratorio real, y a menudo hay varios modelos posibles. El propósito del análisis suele deter¬ 
minar cuál modelo matemático es el adecuado. Una vez seleccionado el modelo, los elementos de 
masa o inercia del sistema son fáciles de identificar. Por ejemplo, consideremos de nuevo la viga en 
voladizo con una masa en el extremo de la figura 1.25(a). Para un rápido y razonablemente preciso 
análisis, se desechan la masa y el amortiguamiento de la viga; el sistema se puede modelar como un 
sistema de resorte y masa, como se muestra en la figura 1.25(b). La masa m representa el elemento 
de masa, y la elasticidad de la viga indica la rigidez del resorte. Luego consideramos un edificio de 
varios pisos sometido a un sismo. Suponiendo que la masa de la estructura es insignificante com¬ 
parada con las de las masas de los pisos, el edificio se modela como un sistema de varios grados de 
libertad, como se muestra en la figura 1.35. Las masas en los diversos pisos representan los elemen¬ 
tos de masa, y las elasticidades de los miembros verticales indican los elementos de resorte. 
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Combinación 
de masas 


En muchas aplicaciones prácticas aparecen varias masas en combinación. Para un análisis simple 
podemos reemplazarlas por una sola masa equivalente, como se indica a continuación [1.27]. 


Caso 1. Masas traslacionales conectadas por una barra rígida. Consideremos las masas fijas 
en una barra rígida pivotada en un extremo, como se muestra en la figura 1.36(a). Se puede suponer 
que la masa equivalente está localizada en cualquier punto a lo largo de la barra. Para ser especí¬ 
ficos, supongamos que la ubicación de la masa equivalente es la de la masa m 1 . Las velocidades 
de las masas m 2 (i,) y m, ( x ;l ) se pueden expresar en función de la velocidad de la masa m t (), 
suponiendo pequeños desplazamientos angulares de la barra, como 


h ■ ■ h ■ 

x 2 = -rx\, x 3 = -x x 

h h 


( 1 . 18 ) 


y 


-^eq -^1 


( 1 . 19 ) 


Igualando la energía cinética del sistema de tres masas con la del sistema de masa equivalente 
obtenemos 


^m x k\ + | m 2 x\ + ^m 3 xl = ^m eq xl q 


( 1 . 20 ) 




Figura 1.35 Idealización de un edificio de varios pisos 
como un sistema de varios grados de libertad. 


X 2 i 3 


feq X\ 



Figura 1.36 Masas traslacionales conectadas por una barra rígida. 



B 


(b) 


c 
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Esta ecuación da por resultado, considerando las ecuaciones (1.18) y (1.19): 


m eq = rri\ + m 3 



( 1 . 21 ) 


Se ve que la masa equivalente de un sistema compuesto de varias masas (cada una moviéndose a 
una diferente velocidad) puede considerarse como la masa imaginaria, la cual, cuando se mueva 
a una velocidad específica v, tendrá la misma energía cinética que la del sistema. 

Caso 2: Masas traslacionales y rotacionales acopladas. Sea una masa m que rota a una veloci¬ 
dad .i: acoplada a otra masa (de momento de inercia de masa, J 0 ) que rota a una velocidad 6, como 
en el sistema de cremallera y piñón que se muestra en la figura 1.37. 

Estas dos masas se pueden combinar para obtener o (1) una sola masa traslacional equivalente 
m eq , o ( 2 ) una sola masa rotacional equivalente 7 eq , como se muestra a continuación. 

1. Masa traslacional equivalente. La energía cinética de las dos masas está dada por 



( 1 . 22 ) 


y la energía cinética de la masa equivalente se expresa como 

T — — ' 2 

^eq ^ ^eq-^eq 


(1.23) 


Dado que i eq = x y 9 = x/R, la equivalencia de 7’ y T eq da 



es decir. 



m. 


eq 


m + 


(1.24) 


2. Masa rotacional equivalente. En este caso 9 eq = 9 y x = 9R, y la equivalencia de 7'y T eq con¬ 
duce a 



o 


■('11 ■!{) mR 


(1.25) 



Piñón, momento de inercia de masa, J 0 


Figura 1.37 Masas traslacionales 
y rotacionales en un sistema de 
cremallera y piñón. 
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Ejemplo l.ll 


Masa equivalente de un sistema 

Encuentre la masa equivalente del sistema que se muestra en la figura 1.38, donde el eslabón rígido 1 está fijo 
en la polea y gira con ella. 



Solución: Suponiendo desplazamientos pequeños, la masa equivalente (m eq ) se determina utilizando la equi¬ 
valencia de las energías cinéticas de los dos sistemas. Cuando la masa m se desplaza una distancia x, la polea 
y el eslabón rígido 1 giran en un ángulo d p = 9 l = x/r p . Esto hace que el eslabón rígido 2 y el cilindro se 
desplacen una distanciax 2 = 9 p li = xl x ¡r p . Como el cilindro rueda sin deslizarse, gira en un ángulo 9 C = x 2 / r c 
= xl l /r p r c . La energía cinética del sistema (7) se expresa (para desplazamientos pequeños) como: 

T = - mx 2 + -Jp6 2 p + — + -m 2 xl + 2 jM + ^m c x \ (E.l) 

donde J p , J l y J c indican lo.s momentos de inercia de masa de las poleas, el eslabón 1 (con respecto a O), y el 
cilindro, respectivamente, 0,0 l y 9 c indican las velocidades angulares de la polea, el vínculo 1 (con respecto 
a O), y el cilindro, respectivamente, y x y x 2 representan las velocidades lineales de la masa m y el eslabón 2, 
respectivamente. Observando que J c ~ m c r c/^- y J¡ ~ m ,P, /3, la ecuación (E.l) se vuelve a escribir como 



Si igualamos la ecuación (E.2) a la energía cinética del sistema equivalente 

T = j m eq x 2 (E.3) 
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obtenemos la masa equivalente del sistema como 


'eq 


J P 1 milf 

+ 7 2 + 3 

' p ' P 


m 2 l\ 

J2 


1 m c l¡ 


+ -- 


/2 

, '1 
+ m r — 


(E.4) 


Ejemplo 1.12 


Mecanismo seguidor de leva 


Un mecanismo seguidor de leva (figura 1.39) se utiliza para convertir el movimiento rotatorio de un cigüeñal en 
el movimiento oscilante o reciprocante de una válvula. El sistema seguidor se compone de una varilla de empuje 
de masa m p , un balancín de masa m r un momento de inercia de masa J r con respecto a su C.G., una válvula de 
masa m v , y un resorte de válvula de masa insignificante [1.28-1.30]. Encuentre la masa equivalente (m eq ) de este 
sistema seguidor de leva suponiendo la ubicación de »i eq como (i) punto A e (ii) punto C. 

Solución: La masa equivalente del sistema seguidor de leva se determina por medio de la equivalencia de las 
energías cinéticas de los dos sistemas. Debido a un desplazamiento vertical x de la varilla de empuje, el balan¬ 
cín gira un ángulo d r = x¡l x alrededor del pivote, la válvula desciende una distancia x v = d r I 2 = x h/h Y C.G. 
del balancín desciende una distancia x r = #,./ 3 = xZ 3 //j. La energía cinética del sistema (7) se expresa como 2 


1 1 

T — — m p Xp + — m v x 


2 — J r 6 2 H— m r x 2 
2 2 


(E.l) 



Figura 1.39 Mecanismo 
seguidor de leva. 


2 Si la masa del resorte de la válvula es m s , entonces su masa equivalente será 3 m s (vea el ejemplo 2.8). Por lo tanto, su 
energía cinética será ^( 3 /n s )x 2 . 
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donde x p , x r , x v son las velocidades lineales de la varilla de empuje, el C.G. del balancín y la válvula, respec¬ 
tivamente, y 0 r es la velocidad angular del balancín. 

(i) Si m eq indica la masa equivalente colocada en el punto A, con i eq = x, la energía cinética del sistema 
de masa equivalente 7j, q es 


t = — ' 2 

2 eq 2 m eq -'-cq 


(E.2) 


Igualando T y T eq y observando que 


obtenemos 



i/ 3 

~h' 


y K 


X 

h 


ri eq 


- m P + 


+ m,, 


,2 

‘2 


+ m r 


l 2 

h 


(E.3) 


(tí) Asimismo, si la masa equivalente se localiza en el punto C, x = x v y 


Feq j tW eq .C e q ^ /U eq X v 


Igualando (E.4) y (E.l) se obtiene 


J r / /j 

m eq = m v + — + m„\ — I + m r , 

1 5 \ 2 / V 2 


(E.4) 


(E.5) 


1.9 Elementos de amortiguamiento 


En muchos sistemas prácticos, la energía vibratoria se convierte gradualmente en calor o sonido. 
Debido a la reducción de energía, la respuesta, como el desplazamiento del sistema, se reduce 
gradualmente. El mecanismo mediante el cual la energía vibratoria se convierte gradualmente en 
calor o sonido se conoce como amortiguamiento. Aun cuando la cantidad de energía convertida 
en calor o en sonido es relativamente pequeña, la consideración del amortiguamiento llega a ser 
importante para predecir con exactitud la respuesta a la vibración de un sistema. Se supone que un 
amortiguador no tiene masa ni elasticidad, y que la fuerza de amortiguamiento existe sólo si hay 
una velocidad relativa entre los dos extremos del amortiguador. Es difícil determinar las causas del 
amortiguamiento en sistemas prácticos. Por consiguiente, el amortiguamiento se modela como uno 
más de los siguientes tipos. 

Amortiguamiento viscoso. El amortiguamiento viscoso es el mecanismo de amortiguamiento de 
mayor uso en el análisis de vibración. Cuando un sistema mecánico vibra en un medio fluido como 
aire, gas, agua o aceite, la resistencia ofrecida por el fluido en el cuerpo en movimiento hace que se 
disipe la energía. En este caso, la cantidad de energía disipada depende de muchos factores, como el 
tamaño y forma del cuerpo vibratorio, la viscosidad del fluido, la frecuencia de vibración e incluso 
la velocidad del cuerpo vibratorio. En el amortiguamiento viscoso, la fuerza de amortiguamiento es 
proporcional a la velocidad del cuerpo vibratorio. Entre los ejemplos típicos de amortiguamiento 
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viscoso están: (1) la película de fluido entre superficies deslizantes; (2) el flujo de fluido alrededor 
de un pistón en un cilindro; (3) el flujo de fluido a través de un orificio, y (4) la película de fluido 
alrededor de un muñón en una chumacera. 

Amortiguamiento de Coulomb o de fricción en seco. Aquí la fuerza de amortiguamiento es de 
magnitud constante pero de dirección opuesta a la del movimiento del cuerpo vibratorio. Es resulta¬ 
do de la fricción entre superficies que al frotarse están secas o no tienen una lubricación suficiente. 

Amortiguamiento debido a un material o sólido o histerético. Cuando un material se defor¬ 
ma, absorbe o disipa energía [1.31]. El efecto se debe a la fricción entre los planos internos, los 
cuales se resbalan o deslizan a medida que ocurren las deformaciones. Cuando un cuerpo que 
experimenta amortiguamiento producido por el material se somete a vibración, el diagrama de 
esfuerzo-deformación muestra un bucle de histéresis como se indica en la figura 1.40(a). El área 
de este bucle indica la pérdida de energía por unidad de volumen del cuerpo por ciclo debido al 
amortiguamiento. 3 


Construcción 
de amortigua¬ 
dores viscosos 


Los amortiguadores viscosos se construyen de varias maneras. Por ejemplo, cuando una placa se 
mueve con respecto a otra placa paralela con un fluido viscoso entre ellas, se obtiene un amortigua¬ 
miento viscoso. Los ejemplos siguientes ilustran los varios métodos de construir amortiguadores 
viscosos utilizados en diferentes aplicaciones. 


Esfuerzo (fuerza) Esfuerzo (<r) 




Figura 1.40 Bucle de histéresis para materiales elásticos. 


3 Cuando la carga aplicada a un cuerpo elástico se incrementa, el esfuerzo (cr) y la deformación (e) en el cuerpo también se 
incrementan. El área bajo la curva <t-e, dada por 


u 


l ad8 


indica la energía consumida (trabajo realizado) por unidad de volumen del cuerpo. Cuando la carga que actúa en el cuerpo 
se reduce, la energía se recupera. Cuando la trayectoria de descarga es diferente a la de la carga, el área ABC en la figura 
1.40(b), es decir, el área del bucle de histéresis en la figura 1.40(a), indica la energía perdida por unidad de volumen del 
cuerpo. 











44 


Capítulo 1 Fundamentos de vibración 


Ejemplo 1.13 


Ejemplo 1.14 


Constante de amortiguamiento de placas paralelas 
separadas por un fluido viscoso 


Considere dos placas paralelas separadas una distancia h, con un fluido de viscosidad /jl entre ellas. Derive una 
expresión para la constante de amortiguamiento cuando una placa se mueve con una velocidad v con respecto 
a la otra como se muestra en la figura 1.41. 


Solución: Sean una placa fija y la otra móvil con una velocidad v en su propio plano. Las capas de fluido en 
contacto con la placa móvil se mueven con una velocidad v, en tanto que las que están en contacto con la placa 
fija no se mueven. Se supone que las velocidades de las capas de fluido intermedias varían linealmente entre 
0 y v, como se muestra en la figura 1.41. De acuerdo con la ley de flujo viscoso de Newton, el esfuerzo cortante 
(r) desarrollado en la capa de fluido a una distancia y de la placa fija está dado por 


du 



(E.l) 


donde du/dy = v/h es el gradiente de velocidad. La fuerza cortante o resistente (F) desarrollada en la super¬ 
ficie inferior de la placa móvil es 

uAv 

F = rA = —— (E.2) 

h 


donde A es el área de la placa móvil. Expresando F como 


F = cv 

la constante c de amortiguamiento se encuentra como 

¡XA 



(E.3) 


(E.4) 


Área de la placa = A 



Figura 1.41 Placas paralelas con un fluido viscoso entre ellas. 


Holgura en un cojinete 

Un cojinete, el cual se puede representar de forma aproximada como dos placas separadas por una delgada 
película de lubricante (figura 1.42), ofrece una resistencia de 400 N cuando se utiliza aceite SAE 30 como 
lubricante y la velocidad relativa entre las placas es de 10 m/s. Si el área de las placas es de 0.1 m 2 , determine 
la holgura entre las placas. Suponga que la viscosidad absoluta del aceite SAE 30 es 50 ¡jl reyn o 0.3445 Pa-s. 
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Figura 1.42 Placas planas separadas por una delgada 
película de lubricante. 


Solución: Como la fuerza resistente se expresa como F = cv, donde c es la constante de amortiguamiento y 
v es la velocidad, tenemos 


c 


F 

v 


- = 40 N-s/m 

10 


(E.l) 


Si el cojinete se modela como un amortiguador de placas planas, la ecuación (E.4) del ejemplo 1.13 da la 
constante de amortiguamiento: 


c 


¡jlA 

h 


(E.2) 


Utilizando los datos, la ecuación (E.2) da por resultado 


(0.3445) (0.1) 

c = 40 = - or h = 0.86125 mm 

h 


(E.3) 


Ejemplo 1.15 Constante de amortiguamiento de una chumacera 

Se utiliza una chumacera como soporte lateral de una flecha rotatoria como se muestra en la figura 1.43. Si el 
radio de la flecha es R, su velocidad angular es w, la holgura radial entre la flecha y el cojinete es d, la visco¬ 
sidad del fluido (lubricante) es /jl, y la longitud del cojinete es l, obtenga una expresión para la constante de 
amortiguamiento rotacional de la chumacera. Suponga que la fuga de fluido es insignificante. 

Solución: La constante de amortiguamiento de la chumacera se determina aplicando la ecuación del esfuerzo 
cortante en un fluido viscoso. El fluido en contacto con la flecha rotatoria tendrá una velocidad lineal (en la 
dirección tangencial) de v = Reo, en tanto que el fluido en contacto con el cojinete estacionario tendrá una 
velocidad cero. Suponiendo que la velocidad del fluido en la dirección radial varía linealmente, tenemos 


v(r) 


vr rRw 
~d ~ d 


(E.l) 
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(a) 



Figura 1.43 Chumacera. 


El producto del gradiente de velocidad radial y la 
(r) en el lubricante: 

T = 


La fuerza requerida para cortar la película de fluido es igual al esfuerzo por el área. El par de torsión en la 
flecha (T) es igual a la fuerza por el brazo de palanca, de modo que 


viscosidad del lubricante proporcionan el esfuerzo cortante 
dv R-Rm 




dr 


(E.2) 


T = ( tA)R 


(E.3) 


donde A = IttRI es el área de la flecha expuesta al lubricante. Por lo tanto la ecuación (E.3) se reescribe como 


T = 



(2ttRI)R 


27r/rf? 1 /íu 

d 


(E.4) 


De acuerdo con la definición de la constante de amortiguamiento rotacional del cojinete (c r ): 

T 


c, 


O) 


(E.5) 
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obtenemos la expresión deseada para la constante de amortiguamiento rotacional como 


(E.6) 


Nota: La ecuación (E.4) se conoce como ley de Petroff y originalmente se publicó en 1883. Esta ecuación se 
utiliza ampliamente en el diseño de chumaceras [1.43]. 


Ejemplo 1.16 Amortiguador hidráulico de pistón-cilindro 

Desarrolle una expresión para la constante de amortiguamiento del amortiguador hidráulico de la figura 
1.44(a). 

Solución: La constante de amortiguamiento del cilindro se determina aplicando la ecuación del esfuerzo 
cortante de un fluido viscoso y la ecuación de velocidad de flujo del fluido. Como se muestra en la figura 
1.44(a), el amortiguador hidráulico se compone de un pistón de diámetro D y longitud /, que se mueve con una 
velocidad v 0 en un cilindro lleno de líquido de viscosidad /x [1.24, 1.32]. Sea d la holgura entre el pistón y la 
pared del cilindro. A una distancia y de la superficie en movimiento, sean v la velocidad y r el esfuerzo cor¬ 
tante, y a una distancia (y + dy), sean (v — dv) y (r + dr) la velocidad y el esfuerzo cortante, respectivamente 
(vea la figura 1.44(b)). El signo negativo para dv indica que la velocidad se reduce a medida que se acerca a la 
pared del cilindro. La fuerza viscosa en este anillo es igual a 


dr 

F = 77 DI dr = 77 DI — dv 
dy ■ 


(E.l) 


Pero el esfuerzo cortante está dado por 


r = -/x 


dv 

dy 


(E.2) 



^— Cilindro 


- Pistón 


(a) 

Figura 1.44 Amortiguador hidráulico. 
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donde el signo negativo es consistente con un gradiente de velocidad decreciente [1.33]. Utilizando la ecua¬ 
ción (E.2) en la ecuación (E. 1), obtenemos 


d 2 v 


F = —t tDI dyu .—- 
• dy 2 


(E.3) 


La fuerza en el pistón produce una diferencia de presión en los extremos del elemento, dada por 


P = 


77-ZL 


4 P 
7 tD 2 


(E.4) 


Por lo tanto, la presión en el extremo del elemento es 


4 P 

p(ttD dy) = — dy 


(E.5) 


donde (ttD dy) indica el área anular entre y y (y + dy). Si suponemos una velocidad media uniforme en la 
dirección del movimiento del fluido, la fuerza dada en las ecuaciones (E.3) y (E.5) debe ser igual. Por lo tanto, 
obtenemos 

AP d 2 v 

— dy= -ir DI dyfj.— 
l> dy 


o 


d 2 v AP 

dy 2 ttD 2 1¡jl 


(E.6) 


Integrando esta ecuación dos veces y utilizando las condiciones límite v = — v 0 en y = 0 y v = 0 en y = d, 
obtenemos 


v 


2 P 

nD 2 IfjL 


{yd 


y 2 ) 



(E.7) 


La velocidad de flujo a través de la holgura se obtiene integrando la velocidad de flujo a través de un elemento 
entre los límites y = 0 y y = d: 


Q = 


■d 

vi tD dy = ttD 


2Pd 3 

6nD 2 IfjL 



(E.8) 


El volumen del líquido que fluye a través de la holgura por segundo debe ser igual al volumen por segundo 
desplazado por el pistón. Por consiguiente su velocidad será igual a esta velocidad de flujo dividida entre el 
área del pistón. Esto da 



v 0 = 


(E.9) 
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Las ecuaciones (E.9) y (E.8) conducen a 


P = 


3ttD7 1 + 


2 d 
D 


4d i 


PV 0 


(E. 10) 


Escribiendo la fuerza P — cv 0 , la constante de amortiguamiento c se determina como 



3t tD 3 1 

( 2 d\ 

C = fl 

— H 


4 d 3 

V D )\ 


(E.ll) 


Linealización 
de un 

amortiguador 
no lineal 


Si la relación fuerza (F)-velocidad (v) de un amortiguador es no lineal: 

F = F(v) (1.26) 

se puede utilizar un proceso de linealización alrededor de la velocidad de operación (v*) como en 
el caso de un resorte no lineal. El proceso de linealización proporciona la constante de amortigua¬ 
miento equivalente como 


dF 

dV y* 


(1.27) 


Combinación 
de amortigua¬ 
dores 


En algunos sistemas dinámicos se utilizan varios amortiguadores. En esos casos, todos los amorti¬ 
guadores se reemplazan con un amortiguador único equivalente. Cuando los amortiguadores apare¬ 
cen combinados, podemos utilizar procedimientos semejantes a los que utilizamos para determinar 
la constante de resorte equivalente de varios resortes con el objetivo de determinar un amortigua¬ 
dor único equivalente. Por ejemplo, cuando dos amortiguadores traslacionales, con constantes de 
amortiguamiento c j y c 2 aparecen combinados, la constante de amortiguamiento equivalente (c eq ) 
se puede hallar como (vea el problema 1.55): 


Amortiguadores en paralelo: c eq 

1 

Amortiguadores en serie: 

c eq 


Ci + C 2 


1 1 

— + — 

C\ c 2 


(1.28) 

(1.29) 


Ejemplo 1.17 Constantes de resorte y amortiguamiento equivalentes 
de un soporte de máquina herramienta 


Una máquina fresadora de precisión está montada sobre cuatro soportes antivibratorios, como se muestra en la 
figura 1.45(a). La elasticidad y amortiguamiento de cada soporte antivibratorio se modela como un resorte y 
un amortiguador viscoso, como se muestra en la figura 1.45(b). Encuentre la constante de resorte equivalente, 
k eq , y la constante de amortiguamiento equivalente, c eq , del soporte de la máquina herramienta en función de 
las constantes de resorte (k¡) y las constantes de amortiguamiento (c¡) de los soportes de montaje. 
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G 



Figura 1.45 Fresadora horizontal. 


Solución: En la figura 1.45(c) se muestran los diagramas de cuerpo libre de los cuatro resortes y los cuatro 
amortiguadores. Suponiendo que el centro de masa, G, esté localizado simétricamente con respecto a los 
cuatro resortes y amortiguadores, observamos que los resortes experimentarán el mismo desplazamiento, x, 
y que los amortiguadores tendrán la misma velocidad relativa x, donde x y x indican el desplazamiento y la 
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velocidad, respectivamente, del centro de masa, G. Por consiguiente, las fuerzas que actúan en los resortes 
(F si ) y los amortiguadores ( F d¡ ) se expresan como 

F si = k¡x; i = 1.2, 3,4 

F d¡ = qx; i = 1,2,3, 4 (R1) 

Sean F s y F d las fuerzas totales que actúan en todos los resortes y todos los amortiguadores, respectivamente 
(vea la figura 1.45(d)). Por lo tanto, las ecuaciones de equilibrio de fuerzas se expresan como 

F s = F s i + F s 2 + F s3 + F s4 

F d = F d\ + F dl + + F dd (E.2) 

donde F s + F d — W, con IV que indica la fuerza vertical total (incluida la fuerza de inercia) que actúa en la 
fresadora. De acuerdo con la ecuación 1.45(d), tenemos 

F s = hq x 

F d = c eq x (E.3) 

La ecuación (E.2), junto con las ecuaciones (E.l) y (E.3) da por resultado 

k eq = h + k 2 + k 3 + k 4 = 4 k 

C e q = Cl + C2 + C 3 + C 4 = 4 C (E.4) 


donde k¡ = k y c¡ = c para i = 1, 2, 3, 4. 

Nota: Si el centro de masa G no está simétricamente localizado con respecto a los cuatro resortes y amorti¬ 
guadores, el resorte ¡ésimo experimenta un desplazamiento de x¡ y el amortiguador iésimo experimenta una 
velocidad de x,, donde x¡ y x¡ pueden relacionarse con el desplazamiento x y la velocidad x del centro de masa 
G de la fresadora. En ese caso, las ecuaciones (E.l) y (E.4) tienen que modificarse de una manera apropiada. 


1.10 Movimiento armónico 


El movimiento oscilatorio puede repetirse con regularidad, como en el caso de un péndulo simple, o 
desplegar una irregularidad considerable, como en el caso del movimiento de la tierra en un sis¬ 
mo. Si el movimiento se repite después de intervalos de tiempo iguales, se llama movimiento pe¬ 
riódico. El tipo más simple de movimiento periódico es el movimiento armónico. El movimiento 
impartido a la masa m por el mecanismo de yugo escocés que se muestra en la figura 1.46 es un 
ejemplo de movimiento armónico simple [1.24, 1.34, 1.35]. En este sistema, una manivela de radio 
A gira alrededor del punto O. El otro extremo de la manivela, P, se desliza en una barra ranurada, 
la cual se mueve con un movimiento de vaivén en la guía vertical R. Cuando la manivela gira a una 
velocidad angular cu, el extremo S del eslabón ranurado y por consiguiente la masa m del sistema 
de resorte y masa, se desplazan de sus posiciones medias una distancia x (en el tiempo t) dada por 

x = A sen 6 = A sen cot (1.30) 

Este movimiento se muestra por medio de la curva senoidal en la figura 1.46. La velocidad de la 
masa m en el instante t la da 


—— = coA eos wt 
dt 


(1.31) 
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Representa¬ 
ción vectorial 
del movimien¬ 
to armónico 



Figura 1.46 Mecanismo de yugo escocés. 


y la aceleración 


U <y •y 

—v = —w A sen wt = — urx 
dt 2 


(1-32) 


Se ve que la aceleración es directamente proporcional al desplazamiento. Una vibración como 
esa, con la aceleración proporcional al desplazamiento y dirigida hacia la posición media, se conoce 
como movimiento armónico simple. El movimiento dado por x = A eos ojt es otro ejemplo de mo¬ 
vimiento armónico simple. La figura 1.46 muestra con claridad la semejanza entre el movimiento 
(armónico) cíclico y el movimiento senoidal. 


El m ovimiento armónico se puede representar de una manera más práctica por medio de un vector 
OP de magnitud A que gir a a u na velocidad angular constante co. En la figura 1.47, la proyección 
de la punta del vector X = OP sobre el eje vertical está dada por 

y = A sen u>t 


(1.33) 
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Figura 1.47 Movimiento armónico de la proyección del extremo de un vector rotatorio. 


y su proyección sobre el eje horizontal por 


x = A eos a>t 


(1.34) 


Representa¬ 
ción por medio 
de números 
complejos del 
movimiento 
armónico 


Como se vio antes, el método vectorial de representar el movimiento armónico requiere la descripción 
de los componentes horizontales y de los verticales. Es más práctico representar el movimiento ar¬ 
mónico por medio de números complejos. Cualquier vector X en el plano xy se puede representar 
como un número complejo: 

X = a + ib (1.35) 

donde i = V—I , y a y b indican los componentes x y y de X , respectivamente (vea la figura 
1.48). Los componentes a y b también se conocen como partes real e imaginaría del vector X. 
Si A indica el módulo o valor absoluto del vector X , y 9 representa el argumento o ángulo entre el 
vector y el eje x, entonces X también puede expresarse como 
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X = A eos 0 + iA sen 0 


(1.36) 


con 


A = (a 2 + ó 2 ) 1 / 2 


(1-37) 


0 = tan 


(1.38) 


Observando que i 2 = — 1, ¡ 3 = —i, i 4 = 1, ..., eos 6 e i sen 6 se pueden expandir en una serie como 


{ie 2 (i0 ) 4 

eos 0 = 1-+-=1+ + 

2! 4! 2! 4! 


0 2 0 4 


(1.39) 


i sen 6 = i 


O 3 6 5 
- + - 

3! 5! 


{iOf (i0) 5 

= ie + + 

3! 5! 


(1.40) 


Las ecuaciones (1.39) y (1.40) dan por resultado 


(i9y ( ¡o ) 3 

(eos 0 + i sen0) = 1 + iO 3-1-h • • • = e 10 

v ’ 2! 3! 


(1.41) 


(¡ 0) 2 { Í 0) 3 

(eos 0 — i sen 0) = 1 — i0 3- Y ■•■ = e 10 

2! 3! 


(1.42) 


Por lo tanto, la ecuación (1.36) se expresa como 


X = A(cos 0 + i sen 0) = Ae 10 


(1.43) 


y (imaginario) 



x (real) 


Figura 1.48 Representación de un número 
complejo. 
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Álgebra 

compleja 


Operaciones 
con funciones 
armónicas 


A veces los números complejos se representan sin utilizar alguna notación vectorial como 

Z = a + ib (1-44) 


donde ay b simbolizan las partes real e imaginaria de z. La suma, resta, multiplicación y división 
de números complejos se realizan siguiendo las reglas usuales del álgebra. Sean 


z.\ = ai + ibi = A ie w> (1.45) 

z 2 = a 2 + ib 2 = A 2 e ,Sl (1.46) 


donde 

A j = Va* + bf, 7 = 1,2 



La suma y diferencia de Z\ y z 2 se pueden encontrar como 


(1-47) 


(1.48) 


Zi+ z 2 = A^e' 6 ' + A 2 e 102 = (a¡ + ib ]) + ( a 2 + ib 2 ) 

= (a¡ + a 2 ) + i(b\ + b 2 ) (1-49) 

Z] ~ z, 2 = Aie 10 ' - A 2 e 102 = (, a x + ib]) - (a 2 + ib 2 ) 

= (ai ~ a 2 ) + i(b] - b 2 ) (1.50) 


Utilizando la representación de número complejo, el vector rotatorio X de la figura 1.47 se escribe 
como 


X = Ae iü>t 


(1.51) 


donde co indica la frecuencia circular (rad/s) de rotación del vector X en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj. La diferenciación del movimiento armónico dado por la ecuación (1.51) con 
respecto al tiempo resulta 


= — (Ae i0 ") = i(oAe ib>t = icoX 
dt dt v 


(1-52) 
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Por lo tanto, el desplazamiento, la velocidad y la aceleración se expresan como 4 


desplazamiento = Re[Ae ,tüí ] 
velocidad = R e[ia>Ae ,cüt ] 


= A eos wt 
= —aiA sen wt 


(1.54) 


aceleración = Re[— w 2 Ae ,ü>t ] 


= wA eos (caí + 90°) 

= —c o 2 A eos caí 
= ca 2 A eos (caí + 180°) 


(1.55) 


(1.56) 


donde Re indica la parte real. Estas cantidades se muestran como vectores rotatorios en la figura 
1.49. Se ve que el vector de aceleración se adelanta 90° al vector de velocidad, y que éste se ade¬ 
lanta 90° al vector de desplazamiento. 

Las funciones armónicas se pueden sumar vectorialmente, como se muestra en la figura 1.50. 
Si Re( X\) = A\ eos wt y Re( X 2 ) = A 2 eos (coi + 9), entonces la magnitud del vector X resul¬ 
tante es 



(1.57) 


y el ángulo a es 



(1.58) 


Im 



C 



x(t) 


X= - ü) 2 X 


Figura 1.49 Desplazamiento, velocidad y aceleraciones como vectores rotatorios. 


4 Si el desplazamiento armónico se da originalmente como x(t) = A sen iot, entonces tenemos 


desplazamiento = Im [A<? íft,í ] = A sen ojí 

velocidad = Im [ia)Ae lü)t ] = coA sen (coi + 90°) 

aceleración = Im[— cü 2 Ae l0)t ] = ar A sen (coi + 180°) 


donde Im indica la parte imaginaria. 
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Ejemplo 1.8 


y 



Figura 1.50 Suma vectorial 
de funciones armónicas. 


Como las funciones originales se dan como componentes reales, la suma X | + X 2 se expresa 
como Re( X ) = A eos (cot + a).. 


Suma de movimientos armónicos 

Encuentre la suma de los dos movimientos armónicos x¡ (i) = 10 eos o ot y x 2 {t) =15 eos (coi + 2). 

Solución: Método 1. Utilizando relaciones trigonométricas: Como la frecuencia circular es la misma tanto 
para x l (i) como para x 2 (t), expresamos la suma como 


x(t) = A cos(íuf + a) = x x (t) + x 2 (t) 


(E.l) 


Es decir. 


A(cos cot eos a 


sen cot sen a) = 10 eos cot 
— 10 eos cot 


+ 15 cos(o >t + 2) 
+ 15(cos cot eos 2 


sen cot sen 2) 


(E.2) 


O bien, 


eos cot(A eos a) — sen cot(A sen a) = cosíu/( 10+ 15 eos 2) — sen íuí( 15 sen 2) (E.3) 


Igualando los coeficientes correspondientes de eos cot y sen cot en ambos lados, obtenemos 

A eos a = 10 + 15 eos 2 
A sena = 15 sen2 

A= V(ÍÓ+ 15 eos 2) 2 + (15 sen2) 2 
= 14.1477 


y 


15 sen 2 
10 + 15 eos 2 


74.5963° 


(E.4) 


(E.5) 
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Método 2: Utilizando vectores: Con un valor arbitrario de a>t, los movimientos armónicos jqfí) y x 2 (f) se in¬ 
dican gráficamente como se muestra en la figura 1.51. Sumándolos vectorialmente, el vector resultante x(t)e s 

x(t) = 14.1477 cos(<vf + 74.5963°) (E.6) 

Método 3: Utilizando la representación de número complejo: Los dos movimientos armónicos se señalan en 
función de números complejos como: 

x x (t) = RefA^ 10 "] s Re[10e' mí ] 

x 2 (t) = Re[A 2 e i( “ ,+2) ] = Re[15e í(w,+2) ] (E.7) 

La suma de x^t) y x 2 (t) se expresa como 

x{t) = Re[Ae'(“ í+ “)] (E.8) 

donde A y ct se determinan utilizando las ecuaciones (1.47) y (1.48) como A = 14.1477 y ot= 74.5963°. 



Definiciones y 
terminología 


Las siguientes definiciones y terminología son útiles cuando tratamos con movimientos armónicos 
y otras funciones periódicas. 

Ciclo. Al movimiento de un cuerpo vibratorio desde su posición no perturbada o de equilibrio has¬ 
ta su posición en una dirección, y luego de vuelta a la posición de equilibrio, y luego a su posición 
extrema en la otra dirección, y de vuelta a la posición de equilibrio se le llama ciclo de vibración. 
Una revolución (es decir, un desp lazamiento angular de 277 radianes) del pasador P en la figura 1.46 
o una revolución del vector OP en la figura 1.47 constituyen un ciclo. 


Amplitud. Al desplazamiento máximo de un cuerpo vibratorio a partir de su posición de equilibrio 
se le llama amplitud de vibración. En las figuras 1.46 y 1.47 la amplitud de vibración es igual a A. 


Periodo de oscilación. El tiempo requerido para completar un ciclo de movimiento se conoce 
como periodo de oscilación o periodo de tiempo y está simbolizado por t. Es igual al tiempo reque¬ 
rido para que el vector OP de la figura 1.47 gire en un ángulo de 277 y por consiguiente 


T 


277 

CJ 


(1.59) 


donde co se llama frecuencia circular. 
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Frecuencia de oscilación. La cantidad de ciclos por unidad de tiempo se llama frecuencia de os¬ 
cilación o simplemente frecuencia y está indicada por /. Por lo tanto 


/ 



co 

2tt 


(1.60) 


Aquí a co se le llama frecuencia circular para distinguirla de la frecuencia lineal/= co/2tt. La varia¬ 
ble a) simboliza la velocidad angular del movimiento cíclico;/se mide en ciclos por segundo (hertz) 
en tanto que co se mide en radianes por segundo. 

Ángulo de fase. Consideremos dos movimientos vibratorios indicados por cf> 


xi = A i sen cot (1.61) 

x 2 = ^2 sen(o >t + <fr) (L62) 


Los dos movimientos armónicos dados por las ecuaciones (1.61) y (1.62) se llaman sincrónicos 
porque tienen la misma frecuencia o velocidad angular, co. No es necesario que dos oscilaciones 
sincrónicas tengan la misma amplitud, ni que alcancen sus valores máximos al mismo tiempo. Los 
movimientos dados por las ecuaciones (1.61) y (1. 62) s e representan gráficamente como se muestra 
en la figura 1.52. En esta figu ra, el segundo vector OP 2 se adelanta un ángulo cf>, conocido como án¬ 
gulo de fase, al primero OI]. Esto significa que el máximo del segundo vector ocurriría <l> radianes 
antes que el primero. Observemos que en lugar de los máximos, pueden considerarse cualesquier 
otros puntos para hallar el ángulo de fase. En las ecuaciones (1.61) y (1.62) o en la figura 1.52, se 
dice que los dos vectores tienen una diferencia de fase de <l>. 

Frecuencia natural. Si se deja que un sistema vibre por sí mismo después de una perturbación 
inicial, la frecuencia con la cual oscila sin la acción de fuerzas externas se conoce como frecuencia 
natural. Como se verá más adelante, por lo común, un sistema vibratorio que tiene n grados de 
libertad, tendrá n frecuencias naturales de vibración distintas. 

Pulsaciones. Cuando se suman dos movimientos armónicos con frecuencias próximas entre sí, el 
movimiento resultante muestra un fenómeno conocido como pulsaciones. Por ejemplo, si 

X\(t) = X eos u>t (1.63) 

*2(0 = X eos (co + S)t (1-64) 



Figura 1.52 Diferencia de fase entre dos vectores. 
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donde 8 es una cantidad pequeña, la suma de estos movimientos resulta 

x(t) = x\(t) + X 2 (f) = X [eos cot + cos(&> + 8)t] 


(1.65) 


Utilizando la relación 


A + B\ I A - B 
eos A + eos B = 2 eos - eos 


( 1 . 66 ) 


la ecuación (1.65) se reescribe como 


, , 8t 8 . 

x(t) = 2X eos —Icos (o H— f 


(1.67) 


Esta ecuación se muestra gráficamente en la figura 1.53. Se ve que el movimiento resultante, x(t), 
representa una onda coseno con frecuencia u> + 8/ 2, la cual es aproximadamente igual a &>, con 
una amplitud variable de 2X eos 8t/2. Siempre que la amplitud alcanza un máximo, se llama pul¬ 
sación. La frecuencia (8) a la cual la amplitud de incrementa y reduce entre 0 y 2X se conoce como 
frecuencia de pulsación. El fenómeno de pulsación se observa a menudo en máquinas, estructuras y 
plantas eléctricas. Por ejemplo, en máquinas y estructuras, el fenómeno de pulsación ocurre cuando 
la frecuencia forzada se acerca a la frecuencia natural del sistema (vea la sección 3.3.2). 

Octava. Cuando el valor máximo de un rango de frecuencia es dos veces su valor mínimo, se co¬ 
noce como banda de octava. Por ejemplo, cada uno de los rangos 75-150 Elz, 150-300 Hz y 300-600 
Hz pueden llamarse banda de octava. En cada caso se dice que los valores máximo y mínimo de 
frecuencia, los cuales tienen una relación de 2:1, difieren por una octava. 


Decibel. Las diversas cantidades encontradas en el campo de la vibración y el sonido (despla¬ 
zamiento, velocidad, aceleración, presión y potencia) suelen representarse utilizando la notación de 
decibel. Un decibel (dB) se define originalmente como una relación de potencias eléctricas: 


dB = 10 logf — 

U) 


( 1 . 68 ) 
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donde P 0 es algún valor de potencia de referencia. Dado que la potencia eléctrica es proporcional al 
cuadrado del voltaje (X), el decibel también se expresa como 

dB = lOlog^ = 201 °g(j^) ü-69) 

donde X () es un voltaje de referencia especificado. En la práctica, la ecuación (1.69) también se 
utiliza para expresar las relaciones de otras cantidades como desplazamientos, velocidades, acele¬ 
raciones y presiones. Los valores de referencia de X 0 en la ecuación (1.6) suelen considerarse como 
2 X 10“ 5 N/m 2 para presión, y 1 ¡xg = 9.81 X 10 -6 m/s 2 para aceleración. 


1.11 Análisis armónico 5 


Aunque el movimiento armónico es más simple de manejar, el movimiento de muchos sistemas 
vibratorios es no armónico. Sin embargo, en muchos casos las vibraciones son periódicas, por 
ejemplo el tipo que se muestra en la figura 1.54(a). Por suerte, cualquier función de tiempo pe¬ 
riódica puede ser representada por la serie de Fourier como una suma infinita de términos seno y 
coseno [1.36]. 


1 . 11.1 Si x(t) es una función periódica con periodo r, su representación como serie de Fourier está dada por 

Expansión 
de la serie de 
Fourier 


donde cu = 2i t /t es la frecuencia fundamental y a 0 , a¡, a-,, ..., /q, b 7 , ... son coeficientes constan¬ 
tes. Para determinar los coeficientes a n y b n , multiplicamos la ecuación (1.70) por eos nu>t y sen 
nu>t, respectivamente, e integramos a lo largo de un periodo t = 2tt/cü, por ejemplo, de 0 a 27 t/u>. 


a o 

x(t) = — + a \eos u>t + a 7 eos 2 cot + 


+ sen a>t + b 2 sen 2 wt + 


= — + 2 cos ncút + b n sen natt) 
2 n =i 


(1.70) 


Aproximación de un término 



5 E1 análisis armónico constituye la base de la sección 4.2. 
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Entonces notamos que todos los términos excepto uno en el lado derecho de la ecuación serán cero, 
y obtenemos 


(*2tt/ü) 


a o 


x(t) dt = — x(t ) dt 

T lr\ 


(O 

a " = 77 


^2lT /(i) 


x{t) eos najtdt — — x{t) eos nwtdt 


p2ir / io ^ pT 

a) / 2 / 

= — / x(í) sen ncotdt = — x(t) sen ncotdt 


(1.71) 

(1.72) 

(1.73) 


La interpretación física de la ecuación (1.70) es que cualquier función periódica puede repre¬ 
sentarse como una suma de funciones armónicas. Aunque la serie en la ecuación (1.70) es una suma 
infinita, podemos aproximar la mayoría de las funciones periódicas con la ayuda de sólo algunas 
funciones armónicas. Por ejemplo, la onda triangular de la figura 1.54(a) se representa a detalle con 
sólo agregar tres funciones armónicas, como se muestra en la figura 1.54(b). 

La serie de Fourier también puede representarse por medio de la suma de sólo términos seno o 
coseno. Por ejemplo, la serie de sólo términos coseno se expresa como 

x(í) = do + di cos(wf — (fii) + d2Cos(2a>t — <¿> 2 ) + (1-74) 

donde 

d 0 = a 0 /2 (1.75) 

4, = tá + bl) l/2 (1.76) 

Y b 

4> n = tan -1 — (1.77) 

^ n 

Fenómeno de Gibbs. Cuando una función periódica se representa con una serie de Fourier se ob¬ 
serva un comportamiento anómalo. Por ejemplo, la figura 1.55 muestra una onda triangular y su re¬ 
presentación de serie de Fourier con un número diferente de términos. Al aumentar los términos ( n ) 
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se ve que la aproximación mejora en otras partes excepto cerca de la discontinuidad (punto P en la 
figura 1.55). Aquí la desviación con respecto a la forma de onda verdadera se reduce pero sin que 
su amplitud sea más pequeña. Se ha observado que el error en la amplitud permanece a aproximada¬ 
mente 9 por ciento aun cuando k —> oo. Este comportamiento se conoce como fenómeno de Gibbs, 
en honor a su descubridor. 


Serie de 

Fourier 

compleja 


La serie de Fourier también puede expresarse en función de números complejos. Observando, por 
las ecuaciones (1.41) y (1.42), que 


e IMt = eos a)t + i sen cot 


(1.78) 


eos (i )t y sen cot se expresan como 


(1-79) 


eos Cüt = 


e io>t + e -ia>t 


(1.80) 


sen cot = 


2 i 


(1.81) 


Por lo tanto, la ecuación (1.70) se escribe como 


— ■ / Ancüt i —iruat 

*(0 = y+2W 


+ b, 


2 i 


= i{0)(út( _ ibo 

\ 2 2 


OO 

+ E 

n =1 


g i : íjü ) í [ \ + e -ina>tl ü n ^ 


(1.82) 


donde b 0 = 0. Si definimos los coeficientes de la serie de Fourier compleja c„ y c_„ como 


Cn 


& jj l Uyi 


(1.83) 


C—r¡ 


a„ + ib n 


(1.84) 


La ecuación (1.82) se expresa como 


x (0 = 2 C n e " 

n =-oo 


(1.85) 
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Espectro de 
frecuencia 


Los coeficientes de Fourier c n se determinan aplicando las ecuaciones (1.71) a (1.75), como 


Cn 


a n ~ íb n 1 


x(f)[cos ncot — i sen nMt]dt 


x(t)e lna>, dt 


( 1 . 86 ) 


Las funciones armónicas a n eos nu>t o b n sen nwt en la ecuación (1.70) se llaman armónicos de 
orden n de la función periódica x(t). El armónico de orden n tiene un periodo t¡ n. Estos armónicos 
se trazan como líneas verticales en un diagrama de amplitud ( a n y b n o d n y <p n ) contra la frecuencia 
(noj). llamada espectro de frecuencia o diagrama espectral. La figura 1.56 muestra un espectro de 
frecuencia típico. 


<t>n 


1 


L 



1 


1 1 

oj 2 | (o 3 cü 4co 5 

w6w lo) 8m 9 id Frecuencia ( no )) 


a> 2w 3it) 4w 5 cú 6w lu> 8(o 9o> Frecuencia (n<o) 

Figura 1.56 Espectro de frecuencia de una función de tiempo periódica típica. 


x{t) *(<■>) 



x(t) 



(b) 


a n (coeficientes de los términos coseno en la 
ecuación (1.70)) 



(i)\ = 0) 0» 2 = 2(0 W3 = 3 id ü) 4 = 4(0 


b n (coeficientes de los términos seno en la 
ecuación (1.70)) 


b i 



ídj = O» a>2 = 2(0 a>2 = 3id íd 4 = 4(0 


(d) 

Figura 1.57 Representación de una función en los dominios del tiempo y la frecuencia. 
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Representa¬ 
ciones en el 
dominio 
del tiempo 
y la frecuencia 


La expansión de la serie de Fourier permite describir cualquier función periódica utilizando tanto 
una representación en el dominio del tiempo como una representación en el dominio de la frecuen¬ 
cia. Por ejemplo, una función armónica dada por x(t') = A sen cot en el dominio del tiempo (vea la 
figura 1.57(a)) puede ser representada por la amplitud y la frecuencia co en el dominio de la frecuen¬ 
cia (vea la figura 1.57(b)). Asimismo, una función periódica, como una onda triangular, puede ser 
representada en el dominio del tiempo, como se muestra en la figura 1,57(c), o en el dominio de la 
frecuencia, como se indica en la figura 1.57(d). Observemos que las amplitudes d n y los ángulos 
de fase 4> n correspondientes a las frecuencias a> n pueden utilizarse en lugar de las amplitudes a n y 
b n para la representación en el dominio de la frecuencia. Utilizar una integral de Fourier (vea la 
sección 14.9, en inglés, en el sitio Web) permite representar incluso funciones no periódicas o en 
un dominio del tiempo o un dominio de la frecuencia. La figura 1.57 muestra que la representación 
en el dominio de la frecuencia no proporciona las condiciones iniciales. Sin embargo, en muchas 
aplicaciones prácticas a menudo se consideran innecesarias y sólo las condiciones de estado estable 
son de interés primordial. 


Funciones par 
e impar 


Una función par satisface la relación 

x(—t) = x{t) 

En este caso, la expansión de la serie de Fourier de x(t) contiene sólo términos coseno: 


x(t) 


«o 

2 


OO 

+ 'y', a„ eos ncot 

n =1 


(1.87) 


( 1 . 88 ) 


donde las ecuaciones (1.71) y (1.72) dan a 0 y a iv respectivamente. Una función impar satisface la 
relación 


x(— t) = — x(t) 


(1.89) 


En este caso, la expansión de la serie de Fourier de x(t) contiene sólo términos seno: 


OO 

x(t) = b„ sen ncot 
n =1 


(1-90) 


donde la ecuación (1.73) da b n . En algunos casos, una función dada puede considerarse como par o 
impar dependiendo de la ubicación de los ejes de coordenadas. Por ejemplo, el desplazamiento del 
eje vertical de (a) a (b) o (c) en la figura 1.58(i) producirá una función impar o par. Esto significa 
que sólo tenemos que calcular los coeficientes b n o a n . Asimismo, un desplazamiento en el eje 
del tiempo de (d) a (e) equivale a agregar una constante igual a la cantidad de desplazamiento. En 
el caso de la figura 1.58(ii), cuando se considera que la función es función impar, la expansión de 
la serie de Fourier se vuelve (vea el problema 1.107): 


x \(0 


4A ” 1 

77 «=i(2« - 1) 


sen 


2 7r(2 n — l)í 

T 


(1.91) 


En cambio, si la función se considera una función par, como se muestra en la figura 1.50(iii), su 
expansión de la serie de Fourier se vuelve (vea el problema 1.107): 


\n+l 


' V.?,p—o » 5 


27t(2 n — l)í 


(1.92) 
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(el¬ 


la) 

\ 


x(t) 

(b) (c) 














|A 

“T 





. 



(i) 


*l(0 


(ii) Función impar 
x 2 (t) 


(iii) Función par 














O 

-A 


T ' 
2 

T 


















( 

i 



T 





Figura 1.58 Funciones par e impar. 


Como las funciones x x (t) y x 2 (t) representan la misma onda, excepto por la ubicación del origen, 
existe también una relación entre su expansión de la serie de Fourier. Si observamos que 


*i( { + 4 ) = x 2 (t) 


(1.93) 


de la ecuación (1.91) encontramos que 


jcd t + 


4A “ 1 27r(2n - l) T 

= -X -r sen- t 4- 

77 (2n — 1) t \ 4 


4A“ 1 I 2 tt ( 2 h — 1)/ 27r(2n - 1) 

= - , -r sen \ -1- 

77 ^ {2n — 1 ) 1 t 4 


(1.94) 


Utilizando la relación sen(A + B) = sen A eos B 4- eos A sen B, la ecuación (1.94) se expresa como 


X] |r + - £ 

4) -n ^ I (2n - I) 


1 27r(2n — l)í 2tí(2h — 1) 

sen-eos- 


2ir(2« — l)í 27 t(2h — 1) 
4- eos-sen- 


(1-95) 
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Como eos [2 tt( 2« — l)/4] = 0 para n = 1, 2, 3,y sen[27r(2n — l)/4] = ( — 1)" +1 para n = 1,2, 
3,..., la ecuación (1.95) se reduce a 


xA t + 


\77 + l 


4A ” (-iy 

rr ( 2 n- 1) C ° S 


27t(2 n — l)f 


(1.96) 


la cual puede identificarse como la ecuación (1.92). 


Expansiones 
de medio 
rango 


En algunas aplicaciones prácticas, la función x{t) se define sólo en el intervalo deOax como se 
muestra en la figura 1,59(a). En tal caso no hay condición alguna de periodicidad de la función, ya 
que la función no está definida fuera del intervalo 0 a t. Sin embargo, podemos ampliar arbitraria¬ 
mente la función para incluir el intervalo — r a 0 como se muestra en la figura 1.59(b) o en la figura 
1.59(c). La extensión de la función indicada en la figura 1.59(b) produce una función impar x x {t), 
mientras que la extensión de la función que se muestra en la figura 1.59(c) produce una función 
par, x 2 (t). Por lo tanto, la expansión de la serie de Fourier de x¡(f) produce sólo términos seno y la 
de x 2 (t) implica sólo términos coseno. Estas expansiones de la serie de Fourier de x x (i) y x 2 (t) se 
conocen como expansiones de medio rango [1.37]. Cualquiera de estas expansiones de medio rango 
puede utilizarse para determinar x(t) en el intervalo de 0 a t. 


x(t) 


o 


t 


(a) Función original 



(b) Extensión como función impar 


x 2 (t) 



~T 0 T 


(c) Extensión como función par 

Figura 1.59 Extensión de una 
función para expansiones de 
medio rango. 
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Cálculo 
numérico de 
coeficientes 


Ejemplo 1.19 


Para formas muy simples de la función x(t), las integrales de las ecuaciones (1.71) a (1.73) son 
fáciles de evaluar. Sin embargo, la integración se complica si x(t) no tiene una forma simple. En 
algunas aplicaciones prácticas, como en el caso de la determinación experimental de la amplitud 
de vibración mediante un transductor de vibración, la función x{t) no está disponible en la forma de 
una expresión matemática; únicamente los valores de x(f) en varios puntos t u t 2 , ..., t N están dispo¬ 
nibles, como se muestra en la figura 1.60. En estos casos, los coeficientes a n y b n de las ecuaciones 
(1.71) a (1.73) se pueden evaluar por medio de un procedimiento de integración numérica como la 
regla trapezoidal o de Simpson [1.38]. 

Supongamos que f¡, t 2 , ..., t N son un número par de puntos equidistantes a lo largo del periodo 
t(N = par) con los valores correspondientes de x(t) dados por x¡ = x(t{), x 2 = x(t 2 ),..., x N = x(t N ), 
respectivamente; entonces la aplicación de la regla trapezoidal da por resultado los coeficientes a n 
y b n (al establecer r = NAt) como: * * 6 


2 * 


— S x i 

(1.97) 

2 ^ 2mrt¡ 


X Xj eos 

NM 

(1.98) 

2 A 2)1~J ¡ 


V X; sen 

N m 1 r 

(1.99) 



Expansión de la serie de Fourier 


Determine la expansión de la serie de Fourier del movimiento de la válvula en el sistema de leva y seguidor, 

mostrado en la figura 1.61. 


6 Para la regla de Simpson, N tiene que ser un número par pero no para la regla trapezoidal. Las ecuaciones (1.97) a (1.99) 
suponen que la condición de periodicidad, x 0 = x N se mantiene cierta. 
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Solución: Si y(f) indica el movimiento vertical de la varilla de empuje, el movimiento de la válvula, x(f), se 
puede determinar con la relación: 


tan 6 = 


y(0 


x(t) 

h 


o 

n 


donde 


y(t) = Y-; 

T 


0 < t < T 


(E.l) 


(E.2) 


y el periodo está dado por r 


—. Definiendo 
w 


A 


yji 

h 


x(t) se puede expresar como 

x(t) = A—; 0 £ t £ r (E.3) 

r 

La ecuación (E.3) se muestra en la figura 1.54(a). Para calcular los coeficientes a n y b n , utilizamos de las 
ecuaciones (1.71) a la (1.73): 



(E.4) 


Figura 1.61 Sistema de leva y seguidor. 
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Ejemplo 1.20 


= 0, n = 1,2, ... 

u f ll,h , , o» f 27r/ü> t 

4 = — / x(t) sen ncot • dt = — / A— sen ncot • dt 

TrJ o ™) o t 


Ata / 

Jo 

A 

nir ’ 


27t/üJ 


í sen ntat • di = 


2 tt * 2 * * * * 


sen ntu? tof eos ncot 
n 2 w 


277/ct 

0 


,7 = 1, 2, . . . 

Por consiguiente, la expansión de la serie de Fourier de x(f) es 

A A A 

x{t) =-sen cot -sen 2 cot — ... 

2 7T 2tt 


A 

T T 

1 

1 

11 

— 

-1 

sen cot - \ — sen 2 cot + 

— sen 3 cot + .. 

. > 

7 T 

L 2 * * 

2 

3 

JJ 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


Los primeros tres términos de la serie se muestran en la figura 1.54(b). Se ve que la aproximación adopta la 
forma de diente de sierra incluso con una pequeña cantidad de términos. 


Análisis de Fourier numérico 


Las fluctuaciones de la presión del agua en una tubería, medidas a intervalos de 0.01 segundos, se dan en la 
tabla 1.1. Estas fluctuaciones son de naturaleza repetitiva. Realice un análisis armónico de las fluctuaciones de 
presión y determine los primeros tres armónicos de la expansión de la serie de Fourier. 

Solución: Como las fluctuaciones de presión dadas se repiten cada 0.12 s, el periodo es r = 0.12 s y 
la frecuencia circular del primer armónico es 2tt radianes por 0.12 s, u co = 277-/0.12 = 52.36 rad/s. Cuando la 
cantidad de valores observados en cada onda (N) es 12, de la ecuación (1.97) obtenemos 

2 N j 12 

«o = T7 2 Pi = T 2 Pi = 68166 - 7 (E.l) 

ÍV i =1 6 ,=1 


Los coeficientes a n y b n se determinan a partir de las ecuaciones (1.98) y (1.99): 


N 

2mrti 

1 12 

1 V' 

2mrti 

2^ Pi cos 

i= 1 

T 

— s- Pi 

O , = 1 

0.12 

N 

V 1 

2mrt¡ 

1 12 

= . S P, sen 

O 1 = 1 

2nirt l 

2j Pí se11 

/=! 

T 

0.12 


(E.2) 

(E.3) 


Los cálculos implicados en las ecuaciones (E.2) y (E.3) se muestran en la tabla 1.2. Con estos cálculos se ob¬ 

tiene la expansión de la serie de Fourier de las fluctuaciones de presión p(t) (vea la ecuación 1.70): 

p{t) = 34083.3 - 26996.0 eos 52.36 1 + 8307.7 sen 52.36í 

+ 1416.7 eos 104.72í + 3608.3 sen 104.72í - 5833.3 eos 157.08í 

- 2333.3 sen 157.08f + • • • N/m 2 (E.4) 
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Tabla 1.1 


Estación de tiempo, i 

Tiempo (s), t¡ 

Presión (kN/m 2 ),/;,- 

0 

0 

0 

1 

0.01 

20 

2 

0.02 

34 

3 

0.03 

42 

4 

0.04 

49 

5 

0.05 

53 

6 

0.06 

70 

7 

0.07 

60 

8 

0.08 

36 

9 

0.09 

22 

10 

0.10 

16 

11 

0.11 

7 

12 

0.12 

0 


Tabla 1.2 




11 

= 1 

11 

= 2 

11 

= 3 

i 

ti 

Pi 

2 7Tt¡ 

PiC0S 0.12 

2irt¡ 

p, sen - 

,l 0.12 

4 7 Tt¡ 

p¡ eos - 

0.12 

Pí sen - 

,l 0.12 

67Ttj 

Pi eos - 

0.12 

6ttí¡ 

p¡ sen - 

,l 0.12 

i 

0.01 

20000 

17320 

10000 

10000 

17320 

0 

20000 

2 

0.02 

34000 

17000 

29444 

-17000 

29444 

-34000 

0 

3 

0.03 

42000 

0 

42000 

-42000 

0 

0 

-42000 

4 

0.04 

49000 

-24500 

42434 

-24500 

-42434 

49000 

0 

5 

0.05 

53000 

-45898 

26500 

26500 

-45898 

0 

53000 

6 

0.06 

70000 

-70000 

0 

70000 

0 

-70000 

0 

7 

0.07 

60000 

-51960 

-30000 

30000 

51960 

0 

-60000 

8 

0.08 

36000 

-18000 

-31176 

-18000 

-31176 

36000 

0 

9 

0.09 

22000 

0 

-22000 

-22000 

0 

0 

22000 

10 

0.10 

16000 

8000 

-13856 

-8000 

-13856 

-16000 

0 

11 

0.11 

7000 

6062 

-3500 

3500 

-6062 

0 

-7000 

12 

0.12 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

12 

2o 

i= 1 


409000 

-161976 

49846 

8500 

21650 

-35000 

14000 

i 12 

¿So 

0 /=1 


68166.7 

-26996.0 

8307.7 

1416.7 

3608.3 

-5833.3 

-2333.3 
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1.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 1.12 Representación gráfica de la serie de Fourier utilizando MATLAB 

Trace la función periódica 


x(t) 



0 < í < r 


(E.l) 


y su representación de la serie de Fourier con cuatro términos 


A j 

í 77 

( 1 

1 

-< 


sen wt H— sen 2 cot + 

— sen i(j¿>t } 

77 1 

l 2 “ 

V 2 

3 }\ 


2tt 

para 0 < í < t con A = 1, co = ir, y r = — = 2. 

ü) 


(E.2) 





Dos términos 



t 


Ecuaciones (E.l) y (E.2) con diferentes números de términos. 
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Solución: Se escribe un programa MATLAB para trazar las ecuaciones (E. 1) y (E.2) con diferentes cantida¬ 
des de términos, como se muestra a continuación. 


%exl_21.m 

%de trazo(de) la función x(t) = A * t / tau 

A = 1; 

w = pi; 

tau = 2; 

for i = 1: 101 

t(i) = tau * (i-D/100; 
x(i) = A * t(i) / tau; 

end 

subplot(231); 
plot(t,x); 
ylabel('x(t) 1 ) ; 
xlabel( 1 t 1 ); 

title('x(t) = A*t/tau'); 
for i = 1: 101 

xl(i) = A / 2; 

end 

subplot(232) ; 
plot(t,xl); 
xlabel( 1 t 1 ); 

title ('Un término'); 
for i = 1: 101 

x2(i) = A/2 - A * sin(w*t(i)) / pi; 

end 

subplot(233); 
plot(t,x2); 
xlabel( 1 t 1 ); 

title ('Dos términos'); 
for i = 1: 101 

x3(i) = A/2 - A * sin(w*t(i)) / pi - A * sin(2*w*t(i) ) / (2*pi); 

end 

subplot(234); 
plot(t,x3); 
ylabel( 1 x(t)'); 
xlabel( 1 t 1 ); 

title ('Tres términos'); 
for i = 1: 101 

t (i) = tau * (i-D/100; 

x4(i) = A/2 - A * sin(w*t(i)) / pi - A * sin(2*w*t(i) ) / (2*pi) 

- A * sin(3*w*t(i)) / (3*pi); 

end 

subplot(235); 
plot(t , x4); 
xlabel( 1 t 1 ); 

title ('Cuatro términos'); 



Ejemplo 1.12 Representación gráfica de pulsaciones 


Se somete una masa a dos movimientos armónicos dados por x¡(í) = X eos wt y x 2 (t) = X eos (tu + S)t con 
X = 1 cm, cü = 20 rad/s, y 5 = 1 rad/s. Trace el movimiento resultante de la masa con MATLAB e identifique 
la frecuencia de pulsación. 

Solución: El movimiento resultante de la masa, x(t) está dado por 


x{t) = Xi{t) + x 2 {t) 

= X eos (ot + X cos(íu + 8)t 



(E.l) 
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Ejemplo 1.23 


Se ve que el movimiento presenta el fenómeno de pulsación con una frecuencia u> b = (co + S) — (co) = S = 1 
rad/s. La ecuación (E.l) se traza con MATLAB como se muestra a continuación. 


% exl_22.m 

% Trazar el fenómeno de pulsaciones 

A = 1; 

w = 20; 

delta = 1; 

for i = 1: 1001 

t(i) = 15 * (i-D/1000; 

x(i) = 2 * A * eos (delta*t(i)/2) * eos ((w + delta/2) *t(i)); 

end 

plot (t,x); 
xlabel ( 1 1 1 ); 
ylabel ( 1 x(t)'); 

title ('Fenómeno de pulsaciones 7 ); 


Fenómeno de pulsaciones 



t 


Análisis de Fourier numérico realizado utilizando MATLAB 


Realice un análisis armónico de las fluctuaciones de presión dadas en la tabla 1.1 de la página 71 y determine 
los primeros cinco armónicos de la expansión de la serie de Fourier. 

Solución: Para hallar los primeros cinco armónicos de las fluctuaciones de presión (es decir, a 0 , a lt ..., a 5 , b x ,..., 
b 5 ), se desarrolla un programa MATLAB de uso general para el análisis armónico de una función x(t) utilizando 
las ecuaciones (1.97) a (1.99). El programa, denominado Programl.m, requiere los siguientes datos de entrada: 

n = cantidad de puntos equidistantes en los cuales se conocen los valores de x(t ) 
m = cantidad de coeficientes de Fourier que se compararán 
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tiempo = periodo de tiempo de la función x(t) 

x = conjunto de dimensiones n, que contiene los valores conocidos de jc(f); x(i) = x(t¡) 
t = conjunto de dimensiones n, que contiene los valores conocidos de f; t(i) = t¡ 

El programa genera los siguientes resultados: 

a cero = a 0 de la ecuación (1.97) 
i, a(i ), b(í); i = 1, 2 ,m 

donde a(i) y b(í) indican los valores calculados de a¡ y b¡ dados por las ecuaciones (1.98) y (1.99), respecti¬ 
vamente. 


>> programl 

Expansión de la serie de Fourier de la función x(t) 
Datos: 

Cantidad de puntos en un ciclo = 12 

Cantidad de coeficientes de Fourier requeridos = 5 
Periodo de tiempo = 1.200000e-001 


Estación Tiempo en la estación i: t(i) 

x (i) at t (i) 

1 

1.000000e-002 

2.000000e+004 

2 

2.000000e-002 

3.400000e + 004 

3 

3.000000e-002 

4.200000e + 004 

4 

4.000000e-002 

4.900000e + 004 

5 

5.000000e-002 

5.300000e+004 

6 

6.000000e-002 

7.000000e+004 

7 

7.000000e-002 

6.000000e+004 

8 

8.000000e-002 

3.600000e+004 

9 

9.000000e-002 

2.200000e+004 

10 

1.000000e-001 

1.600000e + 004 

11 

1.100000e-001 

7.000000e+003 

12 

1.200000e-001 

0.000000e+000 

Resultados del análisis de Fourier: 


a cero=6.816667e+004 

valores de i 

a (i) 

b (i) 

1 

-2.699630e+004 

8.307582e + 003 

2 

1.416632e+003 

3.608493e+003 

3 

-5.833248e+003 

-2.333434e + 003 

4 

-5.834026e+002 

2.165061e+003 

5 

-2.170284e+003 

-6.411708e+002 

Literatura acerca de la vibración 



La literatura sobre vibraciones es abundante y diversa. Se cuenta con varios libros de texto [1.39] y 
se publican docenas de periódicos técnicos con regularidad en relación con las vibraciones. Esto se 
debe principalmente a que la vibración afecta a muchas disciplinas, desde la ciencia de los materia¬ 
les hasta el análisis de maquinaria y estructuras espaciales. Los investigadores en muchos campos 
deben estar atentos a la investigación de la vibración. 

Los diarios de mayor circulación que publican artículos sobre vibraciones son ASME Journal 
ofVibration andAcoustics; ASME Journal of Applied Mechanics; Journal ofSound and Vibration; 
AIAA Journal; ASCE Journal of Engineering Mechanics; Earthquake Engineering and Structural 
Dynamics; Bulletin of the Japan Society of Mechanical Engineers; International Journal of So- 
lids and Structures; International Journal for Numerical Methods in Engineering; Journal of the 
Acoustical Society of America; Sound and Vibration; Vibrations, Mechanical Systems and Signal 
Processing; International Journal of Analytical and Experimental Modal Analysis; JSME Inter¬ 
national Journal Series III—Vibration Control Engineering, y Vehicle System Dynamics. En las 
referencias del capítulo se citan muchos de estos diarios. 
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Además, Shock and Vibration Digest, Applied Mechanics Reviews y Noise and Vibration 
Worldwide son diarios resumidos mensualmente que contienen comentarios breves de casi todo 
artículo publicado sobre vibración. Las fórmulas y soluciones en ingeniería de vibración son fáciles 
de encontrar en las referencias [1.40-1.42]. 


Resumen del capítulo 

En este capítulo presentamos los conceptos fundamentales de vibración junto con una breve descripción de 
la historia e importancia del estudio de vibraciones. Presentamos los conceptos de grado de libertad, sistemas 
discretos y continuos y las diferentes clases de vibración. Describimos los pasos básicos implicados en el aná¬ 
lisis de vibración de un sistema. Presentamos el tipo fundamental de vibración, conocido como movimiento 
armónico, junto con la terminología asociada. Presentamos el análisis y la representación de la serie de Fourier 
de funciones periódicas así como la determinación numérica de los coeficientes de Fourier con ejemplos. 

A estas alturas, el lector debe ser capaz de alcanzar los objetivos establecidos al principio del capítulo. Para 
ayudar al lector, se dan preguntas de repaso en forma de preguntas que requieren respuestas breves, enuncia¬ 
dos falsos o verdaderos, llenar espacios en blanco, opciones múltiples, y coincidencia de enunciados para una 
autoevaluación con las respuestas disponibles en el sitio web afín. También se proponen varios problemas que 
implican diferentes niveles de dificultad al aplicar los conceptos básicos presentados en el capítulo. Las respues¬ 
tas a problemas seleccionados aparecen al final del libro. 
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Preguntas de repaso 

1.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. Proporcione dos ejemplos cada uno de los efectos malos y buenos de la vibración. 

2. ¿Cuáles son las tres partes elementales de un sistema vibratorio? 

3. Defina la cantidad de grados de libertad de un sistema vibratorio. 

4. ¿Cuál es la diferencia entre un sistema discreto y uno continuo? ¿Es posible resolver cualquier 
problema de vibración como si fuera discreto? 

5. En el análisis de vibración, ¿puede desecharse siempre el amortiguamiento? 

6. ¿Puede identificarse un problema de vibración con sólo observar su ecuación diferencial? 

7. ¿Cuál es la diferencia entre vibración determinística y aleatoria? Proporcione dos ejemplos de cada 
una. 

8. ¿Qué métodos hay disponibles para resolver las ecuaciones rectoras de un problema de vibración? 

9. ¿Cómo conecta varios resortes para incrementar la rigidez total? 

10. Defina la constante de rigidez y amortiguamiento de un resorte. 

11. ¿Cuáles son los tipos comunes de amortiguamiento? 

12. Mencione tres formas diferentes de expresar una función periódica en función de sus armónicos. 

13. Defina estos términos: ciclo, amplitud, ángulo de fase, frecuencia lineal, periodo y frecuencia natural. 

14. ¿Cómo se relacionan t, <u y/entre sí? 

15. ¿Cómo podemos obtener frecuencia, fase y amplitud de un movimiento armónico a partir del vec¬ 
tor rotatorio correspondiente? 

16. ¿Cómo suma dos movimientos armónicos si tiene frecuencias diferentes? 

17. ¿Qué son las pulsaciones? 

18. Defina los términos decibel y octava. 

19. Explique el fenómeno de Gibbs. 

20. ¿Qué son las expansiones de medio rango? 

1.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. Si se pierde energía en cualquier forma durante la vibración, se considera que el sistema es amor¬ 
tiguado. 

2. El principio de superposición es válido para sistemas lineales y no lineales. 

3. La frecuencia con la cual vibra un sistema inicialmente perturbado por sí mismo se conoce como 
frecuencia natural. 

4. Cualquier función periódica puede expandirse a una serie de Fourier. 

5. Un movimiento armónico es un movimiento periódico. 

6. La masa equivalente de varias masas en diferentes lugares se encuentra utilizando la equivalencia 
de energía cinética. 

7. Las coordenadas generalizadas no necesariamente son coordenadas cartesianas. 
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8. Los sistemas discretos son los mismos que los sistemas de parámetro concentrado. 

9. Considere la suma de movimientos armónicos, x(t) — x¡(t) + x 2 (t) = A eos (cot + ct) con*¡(0 =15 
eos cot y x 2 (t) = 20 cos(<wí + 1). La amplitud A la da 30.8088. 

10. Considere la suma de movimientos armónicos x(t) = .r¡(í) + x 2 {t) = A eos (cot + a) con .r¡(í) =15 
eos cot y x 2 (t) = 20 eos (cot + 1). El ángulo de fase a es de 1.57 rad. 

1.3 Llene el espacio en blanco con la palabra correcta: 

1. Los sistemas experimentan peligrosamente grandes oscilaciones en_. 

2. La vibración no amortiguada se caracterizada por no tener pérdida de_. 

3. Un sistema vibratorio se compone de un resorte, amortiguador y_. 

4. Si un movimiento se repite después de intervalos de tiempo iguales, se llama movimiento 


5. Cuando la aceleración es proporcional al desplazamiento y dirigida hacia la posición media, el 

movimiento se llama armónico_. 

6. El tiempo requerido para completar un ciclo de movimiento se llama_de vibración. 

7. La cantidad de ciclos por unidad de tiempo se llama_de vibración. 

8. Se dice que dos movimientos armónicos que tienen la misma frecuencia son_. 

9. La diferencia angular entre la ocurrencia de puntos semejantes de dos movimientos armónicos se 

llama_. 

10. Se puede considerar que los sistemas continuos o distribuidos tienen_grados de libertad. 

11. Los sistemas con una cantidad finita de grados de libertad se conocen como sistemas_. 

12. La cantidad de grados de libertad de un sistema indica el mínimo de_independientes 

necesarias para describir las posiciones de todas las partes del sistema en cualquier instante. 

13. Si un sistema vibra debido sólo a una perturbación inicial, se llama vibración_. 

14. Si un sistema vibra debido a una excitación externa se llama vibración_. 

15. La resonancia indica la coincidencia de la frecuencia de la excitación externa con una frecuencia 
_del sistema. 

16. Una función/(f) se denomina función impar si_. 

17. Las expansiones de_intervalo se pueden usar para representar funciones definidas sólo en 

el intervalo Oai. 

18. El análisis_se ocupa de la representación de serie de Fourier de funciones periódicas. 

19. La velocidad de rotación de 1000 rpm (revoluciones por minuto) corresponde a_radianes/s. 

20. Cuando la velocidad de una turbina es de 6000 rpm, se requieren_segundos para que la 

turbina complete una revolución. 

1.4 Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones múltiples dadas a continuación: 

1. El primer sismógrafo del mundo se inventó en 

(a) Japón (b) China (c) Egipto 

2. Los primeros experimentos con péndulos simples fueron realizados por 

(a) Galileo (b) Pitágoras (c) Aristóteles 

3. La obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica fue publicada por 

(a) Galileo (b) Pitágoras (c) Newton 

4. Las formas de modo de placas, colocando arena sobre placas vibratorias, fueron observados por 
primera vez por 

(a) Chladni (b) D’Alembert (c) Galileo 

5. La teoría de vigas gruesas fue presentada por primera vez por 

(a) Mindlin (b) Einstein (c) Timoshenko 

6. La cantidad de grados de libertad de un péndulo simple es: 

(a) 0 “ (b)l (c) 2 

7. La vibración puede clasificarse de 

(a) una manera (b) dos maneras (c) varias maneras 

8. El fenómeno de Gibbs indica un comportamiento anómalo en la representación de la serie de Fourier 
de una 

(a) función armónica (b) función periódica (c) función aleatoria 
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9. La representación gráfica de las amplitudes y ángulos de fase de varios componentes de frecuencia 
de una función periódica se conoce como 

(a) diagrama espectral (b) diagrama de frecuencia (c) diagrama armónico 

10. Cuando un sistema vibra en un medio fluido, el amortiguamiento es 

(a) viscoso (b) Coulomb (c) sólido 

11. Cuando partes de un sistema vibratorio se deslizan sobre una superficie seca, el amortiguamiento es 

(a) viscoso (b) Coulomb (c) sólido 

12. Cuando la curva de esfuerzo-deformación del material de un sistema vibratorio presenta un bucle 
de histéresis, el amortiguamiento es 

(a) viscoso (b) Coulomb (c) sólido 

13. La constante equivalente de dos resortes en paralelo con rigideces k x y k 2 es 

(a) k\ + k 2 (b) * (c) f + - 1 2 3 4 5 - 

11 k\ k 2 

-1- 

k\ k 2 


14. La constante de resorte equivalente de dos resortes en serie con rigideces y k 2 es 

1 


(a) k\ + k 2 


(b) 


1 1 

- + - 

k\ k 2 


(O y + y 

k\ k 2 


15. La constante de resorte de una viga en voladizo con una masa m en el extremo es 


3 El 

"’y 


íb) 3 El 


,, wr_ 

c 3 El 


16. Si /(—í) = f(t), se dice que la función es 

(a) par (b) impar (c) continua 


1.5. Correlacione lo siguiente: 


1. Pitágoras (582-507 a.C) a. 

2. Euclides (300 a.C.) b. 

3. Zhang Heng (132) c. 

4. Galileo (1564-1642) d. 

5. Rayleigh (1877) e. 


publicó un libro sobre la teoría del sonido 

primera persona que investigó los sonidos musi¬ 
cales con base científica 

escribió un tratado llamado Introduction to Har- 
monics 

fundador de la ciencia experimental moderna 
inventó el primer sismógrafo del mundo 


1.6 Correlacione lo siguiente: 


1. El desequilibrio en motores diesel a. 

2. La vibración en máquinas herramienta b. 

3. La vibración de hojas y discos c. 

4. La vibración inducida por el viento d. 

5. La transmisión de la vibración e. 


puede provocar la falla de turbinas y motores de 
avión 

provoca incomodidad en la actividad humana du¬ 
rante el corte de metal 

puede hacer que las ruedas de locomotoras se le¬ 
vanten de la vía 

puede provocar la caída de puentes 
puede provocar traqueteo 


1.7 


Considere cuatro resortes con las constantes de resorte: 

/.'i = 20 lb/pulg, k 2 = 50 lb/pulg, fc 3 = 100 lb/pulg, k 4 = 200 lb/pulg 
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Correlacione las constantes de resorte equivalentes: 


1. 

k 2 , k 2 y k 4 están en paralelo 

a. 

18.9189 lb/pulg 

2. 

k-¡, k 0 , k 3 y están en serie 

b. 

370.0 lb/pulg 

3. 

k { y k 2 están en paralelo (k eq = k í2 ) 

c. 

11.7647 lb/pulg 

4. 

k 2 y k 4 están en paralelo (k eq = k 34 ) 

d. 

300.0 lb/pulg 

5. 

k¡, k 2 y k 3 están en paralelo (k eq = k n3 ) 

e. 

70.0 lb/pulg 

6. 

k l2 3 está en serie con k 4 

f. 

170.0 lb/pulg 

7. 

k 2 , k 2 y k 4 están en paralelo ( k eq = k 234 ) 

g- 

350.0 lb/pulg 

8. 

k\ Y ^234 es tán en serie 

h. 

91.8919 lb/pulg 


Problemas 

Sección 1.4 Conceptos básicos de la vibración, y 

Sección 1.6 Procedimiento de análisis de la vibración 

1.1* El estudio de la respuesta de un cuerpo humano sujeto a vibración y/o choque es importante en muchas 
aplicaciones. Estando de pie, las masas de la cabeza, el torso, las caderas, las piernas, la elasticidad y/o 
amortiguamiento del cuello, la columna vertebral, el abdomen y las piernas, influyen en las característi¬ 
cas de la respuesta. Desarrolle una secuencia de tres aproximaciones mejoradas para modelar el cuerpo 
humano. 

1.2* La figura 1.62 muestra un cuerpo humano y un sistema de restricción (seguridad) en el momento en 
que un automóvil choca [1.47]. Sugiera un modelo matemático simple considerando la elasticidad, 
masa y amortiguamiento del asiento, el cuerpo humano, y las restricciones, para analizar la vibración 
del sistema. 



Figura 1.62 Un cuerpo humano y un sistema de restricción. 


'El asterisco indica un problema de diseño o un problema sin respuesta única. 
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Capítulo 1 Fundamentos de vibración 


1.3* Un motor reciprocante está montado sobre una cimentación como se muestra en la figura 1.63. Las 
fuerzas y momentos desbalanceados desarrollados en el motor se transmiten al marco y la cimentación. 
Para reducir la transmisión de la vibración se coloca una almohadilla elástica entre el motor y el bloque 
de cimentación. Desarrolle dos modelos matemáticos del sistema siguiendo un refinamiento gradual del 
proceso de modelado. 



Figura 1.63 Un motor recipro¬ 
cante sobre cimentación. 


1.4* Un automóvil que viaja por un camino escabroso (figura 1.64) se puede modelar considerando (a) el 
peso de su carrocería, los pasajeros, los asientos, las ruedas delanteras y las ruedas traseras; (b) la elasti¬ 
cidad de las llantas (suspensión), los resortes principales y los asientos, y (c) el amortiguamiento de los 
asientos, los amortiguadores y las llantas. Desarrolle tres modelos matemáticos del sistema mediante un 
refinamiento gradual en el proceso de modelado. 



Figura 1.64 Automóvil viajando por un camino 
escabroso. 


1.5* Las consecuencias del choque de frente de dos automóviles se pueden estudiar considerando el impacto 
del automóvil contra la barrera, como se muestra en la figura 1.65. Construya un modelo matemático 
considerando las masas de la carrocería del automóvil, el motor, la transmisión y la suspensión, así como 
la elasticidad de los amortiguadores, el radiador, la carrocería de metal, el tren motriz y los soportes de 
montaje del motor. 



Figura 1.65 Automóvil en 
choque con una barrera. 
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1.6* Desarrolle un modelo matemático para el tractor y el arado de la figura 1.66 considerando la masa, 
elasticidad y amortiguamiento de las llantas, los amortiguadores y el arado (las hojas). 



Sección 1.7 Elementos de resorte 

1.7 Determine la constante de resorte equivalente del sistema de la figura 1.67. 



Figura 1.67 Resorte en serie-paralelo. 


1.8 Considere un sistema de dos resortes con rigideces k¡ y k 2 , dispuestos en paralelo como se muestra en 
la figura 1.68. La barra rígida a la cual están conectados los resortes permanece horizontal cuando la 
fuerza F es cero. Determine la constante de resorte equivalente del sistema (k e ) que relaciona la fuerza 
aplicada (F) con el desplazamiento resultante (f) como 

F = k e x 

Sugerencia: Como las constantes de los dos resortes son diferentes y las distancias /¡ y l 2 no son las 
mismas, la barra rígida no permanecerá horizontal cuando se aplique la fuerza F. 
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Capítulo 1 Fundamentos de vibración 


F 



Figura 1.68 Resortes en paralelo sometidos a una 
carga. 


1.9 En la figura 1.69 encuentre la constante de resorte equivalente del sistema en la dirección de 0. 



Figura 1.69 


1.10 Encuentre la constante de resorte torsional equivalente del sistema que se muestra en la figura 1.70. 
Suponga que k 2 , k 3 y k 4 son torsionales y que k 5 y k 6 son constantes de resorte lineales. 

1.11 Una máquina de masa m = 500 kg está montada en una viga de acero sólo apoyada de longitud / = 2 m 
que tiene una sección transversal (de profundidad = 0.1 y ancho = 1.2 m) y módulo de Young E — 2.06 
X 10 11 N/m 2 . Para reducir la deflexión vertical de la viga, se fija un resorte de rigidez k a la mitad de su 
claro, como se muestra en la figura 1.71. Determine el valor de k necesario para reducir la deflexión de 
la viga en 

a. 25 por ciento de su valor original. 

b. 50 por ciento de su valor original. 

c. 75 por ciento de su valor original. 

Suponga que la masa de la viga es insignificante. 
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Figura 1.70 


Figura 1.71 


1.12 Una barra de longitud L y un módulo de Young F se someten a una fuerza axial. Compare las constantes 
de resorte de las barras con secciones transversales en la forma de un circulo sólido (de diámetro d), un 
cuadrado (de lado d) y un círculo hueco (de diámetro medio d y espesor de pared t = 0 .Id). Determine 
cuál de estas secciones conduce a un diseño económico para un valor especificado de rigidez axial de la 
barra. 

1.13 Una viga en voladizo de longitud L y módulo de Young E se somete a una fuerza de flexión en su ex¬ 
tremo libre. Compare las constantes de resorte de vigas con secciones transversales en la forma de un 
circulo (de diámetro d), un cuadrado (de lado d)yun círculo hueco (de diámetro medio d y espesor de 
pared t = 0. Id). Determine cuál de estas secciones transversales conduce a un diseño económico para 
un valor especificado de rigidez de la flexión de la viga. 

1.14 Un instrumento electrónico, que pesa 200 Ib, está soportado por un apoyo de montaje de caucho cuya 
relación fuerza-deflexión está dada por F(x) = 800x + 40x 3 , donde la fuerza (F) y la deflexión (x) están 
en libras y pulgadas, respectivamente. Determine lo siguiente: 

a. La constante de resorte lineal equivalente del apoyo de montaje en su posición de equilibrio estático. 

b. La deflexión del apoyo de montaje correspondiente a la constante de resorte lineal equivalente. 

1.15 La relación fuerza-deflexión de un resorte helicoidal de acero utilizado en un motor se encuentra experi¬ 
mentalmente como F(x) = 200x + 50x 2 + 10x 3 , donde la fuerza (F) y la deflexión (x) se miden en libras 
y pulgadas, respectivamente. Si el resorte experimenta una deflexión permanente de 0.5 pulg durante 
la operación del motor, determine la constante de resorte lineal equivalente del resorte a su deflexión 
permanente. 
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1.16 Cuatro barras rígidas idénticas, cada una de longitud a, se conectan a un resorte de rigidez k para formar 
una estructura sometida a una carga vertical P, como se muestra en las figuras 1.72(a) y (b). Determine 
la constante de resorte equivalente del sistema k eq para cada caso, pasando por alto las masas de las 
barras y la fricción en las uniones. 




(a) (b) 

Figura 1.72 


1.17 El trípode mostrado en la figura 1.73 se utiliza para montar un instrumento electrónico que encuentra 
la distancia entre dos puntos en el espacio. Las patas del trípode se ubican simétricamente con respecto 
al eje vertical medio, y cada pata forma un ángulo a con la vertical. Si cada pata tiene de longitud 1 y 
rigidez axial k, encuentre la rigidez de resorte equivalente del trípode en la dirección vertical. 



Figura 1.73 


1.18 En la figura 1.74 se muestra la posición de equilibrio estático de una barra rígida sin masa, acoplada a 
una bisagra en el punto O y conectada con los resortes k x y k 2 . Suponiendo que el desplazamiento ( x ) 
producido por la fuerza F aplicada en el punto A es pequeño, encuentre la constante de resorte equiva¬ 
lente del sistema. k e , que relaciona la fuerza aplicada F con el desplazamiento x como F = k e x. 
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Figura 1.74 Barra rígida conectada por 
resortes. 


1.19 La figura 1.75 muestra un sistema en el cual la masa m está directamente conectada a los resortes con 
rigideces k\ y k 2 en tanto que el resorte con rigidez fe 3 o k 4 entra en contacto con la masa basada en el 
valor de su desplazamiento. Determine la variación de la fuerza ejercida por el resorte sobre la masa a 
medida que el desplazamiento (jt) de ésta varía. 



})///////////////////;)? Figura 1.75 Masa conectada por resortes. 


1.20 La figura 1 .76 muestra una barra rígida uniforme de masa m pivotada en el punto O y conectada por resor¬ 
tes de rigideces k { y k 2 . Considerando un pequeño desplazamiento angular 6 de la baita rígida con respecto 
al punto O, determine la constante de resorte equivalente asociada con el momento de restauración. 



Figura 1.76 Barra rígida conectada por resortes. 


1.21 La figura 1.77 muestra un manómetro de tubo en forma de U abierto por ambos extremos que contiene 
una columna de mercurio líquido de longitud / y peso específico y. Considerando un pequeño despla¬ 
zamiento x del menisco del manómetro a partir de su posición de equilibrio (o nivel de referencia), 
determine la constante de resorte equivalente asociada con la fuerza de restauración. 
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Capítulo 1 Fundamentos de vibración 



Figura 1.77 Manómetro de tubo en U. 


1.22 Un barril de petróleo de diámetro d y masa m flota en un baño de agua de mar de densidad p w como se 
muestra en la figura 1.78. Considerando un pequeño desplazamiento x del barril a partir de su posición 
de equilibrio, determine la constante de resorte equivalente asociada con la fuerza de restauración. 



Posición 
de equilibrio 
estático 


Figura 1.78 Barril de petróleo flotando en agua de mar. 


1.23 Encuentre la constante de resorte equivalente y la masa equivalente del sistema que se muestra en la 
figura 1.79 con referencias a 0. Suponga que las barras AOB y CD son rígidas con masa insignificante. 

1.24 Encuentre la longitud de la flecha hueca uniforme equivalente de diámetro interno d y espesor t cuya 
constante de resorte axial es igual a la de la flecha cónica sólida que se muestra en la figura 1.80. 

1.25 La figura 1.81 muestra una barra de tres escalones empotrada por uno de sus extremos y sometida a 
una fuerza axial F aplicada en el otro extremo. La longitud del escalón i es l¡ y su área de sección trans¬ 
versal es A¡, i = 1, 2, 3. Todos los escalones son del mismo material con módulo de Young E¡ = E, 
i = 1, 2, 3. 

a. Encuentre la constante de resorte (o rigidez) k¡ del escalón i en la dirección axial (i = 1, 2, 3). 

b. Encuentre la constante de resorte equivalente (o rigidez) de la barra escalonada, L eq , en la dirección 
axial de modo que F = k eq x. 

c. Indique si los escalones se comportan como resortes en serie o en paralelo. 
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Figura 1.79 



Figura 1.80 



-- h -—- h -- h -*> 

Figura 1.81 Barra escalonada sometida a una fuerza axial. 


1.26 Determine la constante de resorte equivalente del sistema que se muestra en la figura 1.82. 






w- 

k 


k 






Figura 1.82 Resortes conectados en serie-paralelo. 
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Capítulo 1 Fundamentos de vibración 


1.27 La figura 1.83 muestra una flecha de tres escalones empotrada por un extremo y sometida a un momento 
de torsión T en el otro extremo. La longitud del escalón es l¡ y su diámetro es D¡, i = 1, 2, 3. Todos los 
escalones son del mismo material con módulo de cortante G¡ = G, i = 1, 2, 3. 

a. Encuentre la constante de resorte torsional (o rigidez) k¡. del escalón i (i = 1, 2, 3). 

b. Encuentre la constante de resorte torsional equivalente (o rigidez) de la flecha escalonada, L, eq , de 
modo que T = k¡ 0. 

c. Indique si los escalones se comportan como resortes torsionales en serie o en paralelo. 


r 

—D r 

L 



Figura 1.83 Flecha escalonada sometida a un momento de torsión. 


1.28 F — 500x + 2x 3 describe la característica de fuerza-deflexión de un resorte, donde la fuerza (F) está 
en Newtons y la deflexión (x) está en milímetros. Encuentre (a) la constante de resorte linealizada en 
x = 10 mm y (b) las fuerzas ejercidas por el resorte en x = 9 mm y x = 11 mm utilizando la constante 
de resorte linealizada. Encuentre también el error en las fuerzas ejercidas por el resorte en (b). 

1.29 La figura 1.84 muestra un resorte neumático. Este tipo de resorte se suele utilizar para obtener frecuen¬ 
cias naturales muy bajas al mismo tiempo que mantiene una deflexión cero sometida a cargas estáticas. 
Encuentre la constante de resorte de este resorte neumático, suponiendo que la presión p y el volumen 
v cambian adiabáticamente cuando se desplaza la masa m. 


Aire 

Presión = p 
Volumen = v 


Área de sección transversal 



Figura 1.84 


Sugerencia: pvy = constante en un proceso adiabático, donde y es la relación de calores específicos. 
Para aire, y — 1.4. 

1.30 Encuentre la constante de resorte equivalente del sistema que se muestra en la figura 1.85 en la direc¬ 
ción de la carga P. 

1.31 Derive la expresión para la constante de resorte equivalente que relaciona la fuerza aplicada F con el 
desplazamiento resultante x del sistema que se muestra en la figura 1.86. Suponga que el desplazamien¬ 
to del eslabón es pequeño. 

La constante de resorte de un resorte helicoidal sometido a una carga axial está dada por 


8 ND 3 


1.32 
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Figura 1.85 



Figura 1.86 Barra rígida conectada por resortes. 


donde G es el módulo de cortante, d es el diámetro del alambre, D es el diámetro de la espira y N es la 
cantidad de vueltas. Encuentre la constante de resorte y el peso de un resorte helicoidal de acero para 
los siguientes datos: D = 0.2m, d = 0.005 m, N = 10. 

1.33 Dos resortes helicoidales, uno de acero y el otro de aluminio, tienen valores idénticos de d y D. (a) 
Si la cantidad de vueltas en el resorte de acero es de 10, determine la cantidad de vueltas requerida en 
el resorte de aluminio cuyo peso será igual al del resorte de acero, (b). Encuentre las constantes de los 
dos resortes. 

1.34 La figura 1.87 muestra tres resortes, uno con rigidez k¡ = k y cada uno de los otros dos con rigidez 

= k. El resorte con rigidez k l tiene una longitud l y cada uno de los resortes con rigidez k 2 tiene una 
longitud I — a. Encuentre la característica de deflexión del sistema. 

1.35* Diseñe un resorte neumático con un recipiente cilindrico y un pistón para lograr una constante de resorte 
de 75 lb/pulg. Suponga que la presión del aire disponible es de 200 lb/pulg 2 . 
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I" 



Figura 1.87 Comportamiento no lineal 
de resortes lineales. 


1.36* La relación fuerza-deflexión (x) de un resorte no lineal está dada por 

F = ax + bx 3 

donde ay b son constantes. Encuentre la constante de resorte lineal equivalente cuando la deflexión sea 
de 0.01 m con a = 20000 N/m y b = 40 X 10 6 N/m 3 . 

1.37 Dos resortes no lineales, Sj y S 2 están conectados en dos formas diferentes como se indica en la figura 
1.88. La fuerza, F¡, en el resorte S¡ está relacionada con su deflexión (x¡) como 

F¡ = a¡x¡ + b¡xl i = 1,2 

donde a¡ y b¡ son constantes. Si W = /c eq x, donde x es la deflexión total del sistema, define una constante 
de resorte lineal equivalente k eq , encuentre una expresión para k eq en cada caso. 



I 


W 

(a) (b) Figura 1.88 


1.38* Diseñe un resorte helicoidal de acero sometido a compresión para satisfacer los siguientes requerimientos: 


Rigidez del resorte ( k ) > 8000 N/mm 

Frecuencia de vibración natural fundamental (/¡) a 0.4 Hz. 

índice de resorte (D/d) £: 6 

Cantidad de vueltas activas ( N) £ 10 

La rigidez y la frecuencia natural fundamental del resorte están dadas por [1.43]: 


k = 


Gd 4 
8 D 3 N 


y /i 


I /M 

2V W 
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donde G — módulo de cortante, d = diámetro del alambre, D = diámetro de la espira, W = peso del 
resorte, y g = aceleración debida a la gravedad. 

1.39 Encuentre la constante de resorte de la barra bimetálica que se muestra en la figura 1.89 en movimiento 
axial. 



Acero, 

E = 207 X 10 9 Pa 

Aluminio, 

E = 83 X 10 9 Pa 


1 


Figura 1.89 


1.40 Considere un resorte de rigidez k alargado una distancia x 0 a partir de su longitud libre. Un extremo del 
resorte está fijo en el punto O y el otro está conectado a un rodillo como se muestra en la figura 1.90. 
El rodillo está restringido a moverse en la dirección horizontal sin fricción. Encuentre la relación fuerza 
(F)-desplazamiento ( x ) del resorte, cuando el rodillo se mueve una distancia horizontal x a la posición B. 
Analice la relación fuerza-desplazamiento resultante e identifique la constante de rigidez k a lo largo 
de la dirección de x. 


O 



x -*| Figura 1.90 Un extremo del resorte con movimiento lateral. 


1.41 Un extremo del resorte helicoidal está fijo y el otro está sometido a cinco fuerzas de tensión diferentes. 
Las longitudes del resorte medidas con varios valores de las fuerzas de tensión se dan a continuación. 


Fuerza de tensión F(N) 

0 

100 

250 

330 

480 

570 

Longitud total del resorte (mm) 

150 

163 

183 

194 

214 

226 


Determine la relación fuerza-deflexión del resorte helicoidal. 

1.42 En la figura 1.91 se muestra una flecha ahusada de hélice de acero sólido. Determine la constante de 
resorte torsional de la flecha. 
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Capítulo 1 Fundamentos de vibración 



Figura 1.91 


1.43 En la figura 1.92 se muestra una flecha de hélice compuesta, hecha de acero y aluminio. 

a. Determine la constante de resorte torsional de la flecha. 

b. Determine la constante de resorte torsional de la flecha compuesta cuando el diámetro interno del 
tubo de aluminio es de 5 cm en lugar de 10 cm. 



Acero 



1.44 Considere dos resortes helicoidales con las siguientes características: 

Resorte 1: material, acero; cantidad de vueltas, 10; diámetro medio, 12 pulg; diámetro del alambre, 
2 pulg; longitud libre, 15 pulg; módulo de cortante, 12 X 10 6 lb/pulg 2 . 

Resorte 2: material, aluminio; cantidad de vueltas, 10; diámetro medio de la espira, 10 pulg; diámetro 
del alambre, 1 pulg; longitud libre, 15 pulg; módulo de cortante, 4 X 10 6 lb/pulg 2 . 

Determine la constante de resorte equivalente cuando (a) el resorte 2 se coloca dentro del resorte 1, y 
(b) si el resorte 2 se coloca sobre el resorte 1. 

1.45 Resuelva el problema 1.44 suponiendo que los diámetros de los resortes 1 y 2 son de 1.0 pulg y 0.5 pulg, 
en vez de 2.0 pulg y 1.0 pulg, respectivamente. 

1.46 El brazo de la excavadora que se muestra en la figura 1.93 se puede representar de forma aproximada 
como un tubo de acero de 10 pulg de diámetro externo, 9.5 pulg de diámetro interno y 100 pulg de lon¬ 
gitud, con un coeficiente de amortiguamiento viscoso de 0.4. El brazo DE se puede representar de forma 
aproximada como un tubo de acero de 7 pulg de diámetro externo, 6.5 pulg de diámetro interno, y 75 
pulg de longitud, con un coeficiente de amortiguamiento viscoso de 0.3. Estime la constante de resorte 
equivalente y el coeficiente de amortiguamiento equivalente de la excavadora suponiendo que la base 
AC esté fija. 
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1.47 Un intercambiador de calor se compone de seis tubos de acero inoxidable idénticos conectados en 
paralelo como se muestra en la figura 1.94. Si cada tubo tiene un diámetro externo de 0.30 pulg, un 
diámetro interno de 0.29 pulg y 50 pulg, determine la rigidez axial y la rigidez torsional con respecto al 
eje longitudinal del intercambiador de calor. 



Figura 1.94 Intercambiador de calor. 


Sección 1.8 Elementos de masa o inercia 

1.48 Dos engranes, colocados en los extremos de los eslabones 1 y 2, se engranan entre sí y giran alrededor de 
O j y 0 2 , como se muestra en la figura 1.95. Si los eslabones 1 y 2 están conectados a los resortes, k x a k 4 
y k ñ y k l2 como se muestra, encuentre la rigidez de resorte torsional equivalente y el momento de inercia 
de masa equivalente del sistema con referencia a . Suponga (a) que el momento de inercia de masa del 
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eslabón 1 (incluido el engrane) con respecto a Oy es J x y que el del eslabón 2 (incluido el engrane) con 
respecto a 0 2 es J 2 , y (b) que los ángulos d¡ y d 2 son pequeños. 



1.49 En la figura 1 .96 encuentre la masa equivalente del ensamble de balancín con respecto a la coordenada x. 



1.50 Encuentre el momento de inercia de masa equivalente del tren de engranes que se muestra en la figura 
1.97 con respecto a la flecha motriz. En la figura 1.97, J¡ y n¡ indican el momento de inercia de masa y 
la cantidad de dientes, respectivamente, del engrane i, i = 1,2, ..., 2 N. 

1.51 Dos masas, con momentos de inercia de masa J { y J 2 se colocan en flechas rotatorias rígidas conectadas 
por medio de engranes, como se muestra en la figura 1.98. Si la cantidad de dientes en los engranes 
1 y 2 son n 1 y n 2 , respectivamente, encuentre el momento de inercia de masa equivalente correspon¬ 
diente a di- 
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Flecha 




Figura 1.98 Masas rotacionales en flechas conec¬ 
tadas por engranes. 


1.52 En la figura 1.99 se muestra un modelo simplificado de una bomba de petróleo, donde el movimiento 
rotatorio de la manivela se convierte en el movimiento reciprocante del pistón. Determine la masa equi¬ 
valente m eq del sistema en el lugar A. 



Figura 1.99 
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1.53 Encuentre la masa equivalente del sistema que se muestra en la figura 1.100. 



Figura 1.100 


1.54 La figura 1.101 muestra un mecanismo de manivela corrediza de desvío con una longitud de manivela r, 
que conecta una biela de longitud I y desvío 8. Si la manivela tiene una masa y momento de inercia de 
m r y J n respectivamente, en su centro de masa A, la biela de conexión tiene una masa y momento 
de inercia de rn c y J c , respectivamente, en su centro de masa C, y el pistón tiene una masa m p , determine 
la inercia rotacional equivalente del sistema con respecto al centro de rotación de la manivela, punto O. 



Figura 1.101 Mecanismo de manivela corrediza. 


Sección 1.9 Elementos de amortiguamiento 

1.55 Encuentre una constante de amortiguamiento equivalente única para los siguientes casos: 

a. Cuando tres amortiguadores están en paralelo. 

b. Cuando tres amortiguadores están en serie. 
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c. Cuando tres amortiguadores están conectados a una barra rígida (figura 1.102) y el amortiguador 
equivalente se encuentra en el sitio c 1 . 

d. Cuando se montan tres amortiguadores torsionales en flechas engranadas (figura 1.103) y el amorti¬ 
guador equivalente se encuentra en c tl . 

Sugerencia: La energía disipada por un amortiguador viscoso en un ciclo durante movimiento armó¬ 
nico está dada por ttccoX 2 , donde c es la constante de amortiguamiento, (o es la frecuencia, y Ai es la 
amplitud de la oscilación. 


G= 


Pivote 


c i Md X 1 c 2 Md 


*2C 3 U-1 


*3 


Figura 1.102 Amortiguadores conectados a una barra rígida. 



1.56 Considere un sistema de dos amortiguadores, con constantes de amortiguamiento c¡ y c->, dispuestos en 
paralelo como se muestra en la figura 1.104. La barra rígida a la cual están conectados los dos amorti¬ 
guadores permanece horizontal cuando la fuerza F es cero. Determine la constante de amortiguamiento 
equivalente del sistema (c e ) que relaciona la fuerza aplicada ( F) con la velocidad resultante (v) como 

F = c e v. 

Sugerencia: Como las constantes de amortiguamiento de los dos amortiguadores son diferentes y las 
distancias /¡ y / 2 no son iguales, la barra rígida no permanecerá horizontal cuando se aplique la fuerza F. 

1.57* Diseñe un amortiguador viscoso de tipo pistón-cilindro para obtener una constante de amortiguamiento 
de 1 lb-s/pulg, con un fluido con viscosidad de 4 /¿reyn (1 reyn = 1 lb-s/pulg 2 ). 

1.58* Diseñe un amortiguador (de pistón-cilindro tipo cilindro hidráulico) para obtener una constante de 
amortiguamiento de 10 5 lb-s/pulg utilizando aceite SAE 30 a 70F. El diámetro del pistón tiene que ser 
menor que 2.5 pulg. 
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h 


F 



Figura 1.104 Amortiguadores en paralelo sometidos a una 
carga. 


1.59 Desarrolle una expresión para la constante de amortiguamiento del amortiguador rotacional que se 
muestra en la figura 1.105 en función de D, d, I, h, w y /r, donde co indica la velocidad angular cons¬ 
tante del cilindro interno, y d y h representan las holguras radial y axial entre los cilindros interno y 
externo. 



Figura 1.105 


1.60 Considere dos amortiguadores no lineales con la misma relación fuerza-velocidad dada por F = lOOOu 
+ 400u 2 + 20v 3 con F en newtons y v en metros/segundo. Encuentre la constante de amortiguamiento 
linealizada de los amortiguadores a una velocidad de operación de 10 m/s. 

1.61 Si los amortiguadores linealizados del problema 1.60 se conectan en paralelo, determine la constante de 
amortiguamiento equivalente resultante. 

1.62 Si los amortiguadores linealizados del problema 1 .60 están conectados en serie, determine la constante 
de amortiguamiento equivalente resultante. 

1.63 La relación fuerza-velocidad de un amortiguador no lineal está dada por F = 500v + 100u 2 + 50v 3 , donde 
F está en newtons y v está en metros/segundo. Encuentre la constante de amortiguamiento linealizada 
del amortiguador a una velocidad de operación de 5 m/s. Si se utiliza la constante de amortiguamiento 
linealizada resultante a una velocidad de operación de 10 m/s, determine el error implicado. 

1.64 La determinación de la fuerza de amortiguamiento correspondiente a varios valores de la velocidad del 
amortiguador arrojó los siguientes resultados: 
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Fuerza de amortiguamiento (Newtons) 80 150 250 350 500 600 

Velocidad del amortiguador (metros/segundo) 0.025 0.045 0.075 0.110 0.155 0.185 


Determine la constante de amortiguamiento del amortiguador. 

1.65 Una placa plana de 0.25 m 2 de área se mueve sobre una superficie plana paralela con una película de 
lubricante de 1.5 mm de espesor entre las dos superficies paralelas. Si la viscosidad del lubricante es 
de 0.5 Pa-s, determine lo siguiente: 

a. Constante de amortiguamiento. 

b. Fuerza de amortiguamiento desarrollada cuando la placa se mueve a una velocidad de 2 m/s. 

1.66 Encuentre la constante de amortiguamiento torsional de una chumacera con los siguientes datos: Visco¬ 
sidad del lubricante 0.35 Pa-s: Diámetro de la flecha (2 R): 0.05 m: Longitud del cojinete (/): 0.075 
m: Holgura del cojinete (d): 0.005m. Si la flecha gira a una velocidad ( N ) de 3 000 rpm, determine el 
par de torsión de amortiguamiento desarrollado. 

1.67 Si cada uno de los parámetros (/jl, R, l, d y N) de la chumacera descrita en el problema 1.66 se somete a 
un ± 5% de variación con respecto al valor correspondiente dado, determine la fluctuación de porcen¬ 
taje en los valores de la constante de amortiguamiento torsional y el par de torsión de amortiguamiento 
desarrollado. 

Nota: Las variaciones de los parámetros pueden tener varias causas, como un error de medición, tole¬ 
rancias en las dimensiones de fabricación, y fluctuaciones en la temperatura de operación del cojinete. 

1.68 Considere un pistón con un orificio en un cilindro lleno de un fluido de viscosidad ¿u, como se muestra 
en la figura 1.106. Cuando el pistón se mueve en el cilindro, el fluido fluye a través del orificio y produ¬ 
ce una fuerza de fricción o amortiguamiento. Derive una expresión para la fuerza que se requiere para 
mover el pistón con una velocidad v e indique el tipo de amortiguamiento implicado. 

Sugerencia: La velocidad de flujo de masa del fluido ( q ) que pasa a través de un orificio está dada por 
q — a \/A p, donde a es una constante para un área de fluido dada de sección transversal del cilindro 
(o área del pistón) y área del orificio [1.52]. 


(fuerza) 


Pistón con orificio 



Figura 1.106 Pistón y cilindro con flujo a través de un orificio. 


1.69 La relación fuerza (F)-velocidad (x) de un amortiguador no lineal está dada por 

F = a'x + bx 2 

donde ay b son constantes. Encuentre la constante de resorte linealizada equivalente cuando la veloci¬ 
dad relativa es de 5 m/s con a — 5 N-s/m y b = 0.2 N-s 2 /m 2 . 
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1.70 La constante de amortiguamiento (c) producida por la resistencia por fricción de una placa rectangular 
que se mueve en un fluido de viscosidad m está dada por (vea la figura 1.107): 

c = 100 ¡xl 2 d 

Diseñe un amortiguador tipo placa (mostrado en la figura 1.42) que produzca una constante de amorti¬ 
guamiento idéntica por el mismo fluido. 



/ 



Figura 1.107 


1.71 La constante de amortiguamiento (c) del amortiguador hidráulico que se muestra en la figura 1.108 está 
dada por [1.27]: 



Determine la constante de amortiguamiento del amortiguador hidráulico por los siguientes datos: 
/x = 0.3445 Pa-s, / = 10 cm, h = 0.1 cm, a = 2 cm, r = 0.5 cm. 



Figura 1.108 


1.72 En el problema 1.71, tomando los datos dados como referencia, determine la variación de la constante 
de amortiguamiento c cuando 

a. r cambia de 0.5 cm a 1.0 cm. 

b. h cambia de 0.05 cm a 0.10 cm. 

c. a cambia de 2 cm a 4 cm. 

1.73 Una barra sin masa de 1 m de longitud y pivoteada en un extremo se somete a una fuerza F aplicada en 
el otro extremo. Dos amortiguadores traslacionales, con constantes de amortiguamiento c¡ = 10 N-s/m 
y c 2 — 15 N-s/m están conectados a la barra como se muestra en la figura 1.109. Determine la constante 
de amortiguamiento equivalente, c eq , del sistema de modo que la fuerza F aplicada en el punto A pueda 
expresarse como F = c eq v, donde v es la velocidad lineal del punto A. 
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Figura 1.109 Barra rígida conectada por amortiguadores. 


1.74 Encuentre una expresión para la constante de amortiguamiento traslacional equivalente del sistema 
mostrado en la figura 1.110 de modo que la fuerza F pueda expresarse como F = c eq v, donde v es la 
velocidad de la barra rígida A. 


t 

t f 

__! -*—Barra rígida A 



Figura 1.110 Amortiguadores 
conectados en serie-paralelo. 


Sección 1.10 Movimiento armónico 

1.75 Exprese el número complejo 5 + 2 i en la forma exponencial Ae ,e . 

1.76 Sume los dos números complejos (1 + 2 i) y (3 — 4¿) y exprese el resultado en la forma Ae ie . 

1.77 Reste el número complejo (1 + 2 i) de (3 — 4/1 y exprese el resultado en la forma Ae ie . 
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1.78 Encuentre el producto de los números complejos z¡ = (1 + 2i) y z 2 = (3 — 4í) y exprese los resultados 
en la forma Ae ie . 

1.79 Encuentre el cociente, Z\/z 2 , de los números complejos z¡ = (1 + 2 i) y z 2 = (3 — 4/) y exprese el resul¬ 
tado en la forma Ae ie . 

1.80 La cimentación de un motor reciprocante se somete a movimientos armónicos en las direcciones x y y: 

x(t) = X eos cot 
y(t) = Y eos (cot + <f>) 

donde X y Y son las amplitudes, to es la velocidad angular y <j> es la diferencia de fase. 

a. Verifique si la resultante de los dos movimientos satisface la ecuación de la elipse dada por (vea la 
figura 1.111): 

x 2 y 2 xy 2 

^ + ^ _ 2 ÁT cos</> = sen * (EJ) 

b. Analice la naturaleza del movimiento dado por la ecuación (E.l) para los casos especiales de 

77 

4> = 0, (f> = y <t> = v. 

Nota: La figura elíptica representada por la ecuación (E.l) se conoce como figura de Lissajous y es 
útil para interpretar ciertos tipos de resultados experimentales (movimientos) desplegados por oscilos- 
copios. 



1.81 La cimentación de un compresor neumático se somete a movimientos armónicos (con la misma fre¬ 
cuencia) en dos direcciones perpendiculares. El movimiento resultante, desplegado en un osciloscopio, 
aparece como se muestra en la figura 1.112. Encuentre las amplitudes de vibración en las dos direcciones 
y la diferencia de fase entre ellas. 

1.82 Una máquina se somete al movimiento x(t) = A cos(50f + a) mm. Las condiciones iniciales están dadas 
porx(0) = 3 mmy x(0) = l.Om/s. 

a. Encuentre las constantes Aya. 

b. Exprese el movimiento en la forma x(t) = A¡ eos cot + A 2 sen cot, e identifique las constantes A x y A 2 . 
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1.83 Demuestre que cualquier combinación lineal de sen cot y eos cot de modo que x{t) = A¡ eos (ot + 
A¡ sen cot (A¡, A 2 = constantes) representa un movimiento armónico simple. 

1.84 Encuentre la suma de los dos movimientos armónicos x-¡(t) = 5 cos(3 1 + 1) y jc 2 (í) = 10 cos(3 1 + 2). 
Use: 

a. Relaciones trigonométricas. 

b. Suma vectorial. 

c. Representación de números complejos. 

1.85 Si uno de los componentes del movimiento armónico x(t) =10 sen (cot + 60°) es x¡(t) = 5 sen (cot + 30°), 
encuentre el otro componente. 

1.86 Considere los dos movimientos armónicos x^t) = 1 eos ^ t y x 9 (f) = sen t tí. ¿Es la suma x x (t) + x 2 (t) 
un movimiento periódico? De ser así, ¿cuál es su periodo? 

1.87 Considere dos movimientos armónicos de diferentes frecuencias: jqfí) = 2 eos 2 1 y x 2 (t) — eos 3í. ¿Es 
la suma x^t) + x 2 (t) un movimiento armónico? De ser así, ¿cuál es su periodo? 

1.88 Considere los dos movimientos armónicos x x (t) = 1 eos í t y x 2 (t) = eos ttí. ¿Es la diferencia x(t) 
= jti(f) — x 2 (f) un movimiento armónico? De ser así, ¿cuál es su periodo? 

1.89 Encuentre las amplitudes máxima y mínima del movimiento combinado x(t) = jc¡(0 + x 2 (t) cuando 
jc¡( 0 = 3 sen 30f y x 2 (t) = 3 sen 29 1. Encuentre también la frecuencia de pulsación correspondiente a x(t). 

1.90 Una máquina se somete a dos movimientos armónicos, y el movimiento resultante, tal como se desplie¬ 
ga en un osciloscopio, se muestra en la figura 1.113. Encuentre las amplitudes y frecuencias de los dos 
movimientos. 

1.91 Un movimiento armónico tiene una amplitud de 0.05 m y una frecuencia de 10 Hz. Encuentre su perio¬ 
do, velocidad máxima y aceleración máxima. 
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1.92 Un acelerómetro montado en la estructura de un edificio indica que ésta vibra armónicamente a 15 cps 
con una aceleración máxima de 0.5g. Determine la amplitud y la velocidad máxima de la estructura del 
edificio. 

1.93 Se encontró que la amplitud máxima y la aceleración máxima de la cimentación de una bomba centrí¬ 
fuga son jr máx = 0.25 mm y x máx = 0.4g. Encuentre la velocidad de operación de la bomba. 

1.94 Una función exponencial se expresa como x(t) = Ae~ a ' con los valores de x{t) conocidos en t = 1 y 
t = 2 como .r(l) = 0.752985 y ,r(2) = 0.226795. Determine los valores de A y a. 

1.95 Cuando el desplazamiento x de una máquina está dado por x(t) =18 eos 8 1 , donde x está en milímetros 
y t en segundos, encuentre (a) el periodo de la máquina en segundos, y (b) la frecuencia de oscilación 
de la máquina en rad/s así como también en Hz. 

1.96 Si el movimiento de una máquina se describe como 8 sen(5f + 1) = A sen 5 1 + B eos 5f, determine los 
valores de A y 6. 

1.97 Exprese la vibración de una máquina dada por x(t) = — 3.0 sen 5 1 — 2.0 eos 5 1 en la forma x(t) = A 
cos(5 1 + <j>). 

1.98 Si el desplazamiento de una máquina está dado por x{t) = 0.2 sen(5í + 3), donde x está en metros y t en 
segundos, encuentre las variaciones de la velocidad y aceleración de la máquina. Encuentre también las 
amplitudes del desplazamiento, velocidad y aceleración de la máquina. 

1.99 Si el desplazamiento de una máquina se describe como x(t) = 0.15 sen 4 1 + 2.0 eos 4f, donde x está 
en pulgadas y t en segundos, encuentre las expresiones para la velocidad y aceleración de la máquina. 
Encuentre también las amplitudes del desplazamiento, velocidad y aceleración de la máquina. 

1.100 El desplazamiento de una máquina se expresa como x(t) = 0.05 sen(6? + <fi), donde .r está en metros 
y t en segundos. Si se sabe que el desplazamiento de la máquina en el instante t = 0 se sabe que es de 
0.04 m, determine el valor del ángulo de fase <p. 

1.101 El desplazamiento de una máquina se expresa como x(t) = A sen(6f + </>), donde x está en metros 
y t en segundos. Si se sabe que el desplazamiento y la velocidad de la máquina en el instante t = 0 son 
de 0.05 m y 0.005 m/s, determine el valor de A y cf>. 
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1.102 Una máquina vibra con movimiento armónico simple a una frecuencia de 20 Hz y una aceleración de 
0.5g. Determine el desplazamiento y velocidad de la máquina. Use el valor de g como 9.81 m/s 2 . 

1.103 Se sabe que el desplazamiento y aceleración de una turbina desbalanceada son de 0.5 mm y 0.5g, res¬ 
pectivamente. Encuentre la velocidad del rotor aplicando el valor de g como 9.81 m/s 2 . 

1.104 El valor de la raíz cuadrada de la media de los cuadrados (rms) de una función, x(t), se define como la 
raíz cuadrada del promedio del valor al cuadrado de x(t) durante un periodo t de tiempo: 


-Ams 



Aplicando esta definición, determine el valor rms de la función 


x(t) = X sen a>t = X sen 


2TTt 


1.105 Aplicando la definición dada en el problema 1.104. determine el valor rms de la función mostrada en la 
figura 1.54(a). 

Sección 1.11 Análisis armónico 

1.106 Demuestre que los componentes Fourier seno ( b n ) son cero para funciones par, es decir, cuando x(—t) = 
x(t). También demuestre que los componentes Fourier coseno (a 0 y a n ) son cero para funciones impar, 
es decir, cuando jt(—í) = — x(t). 

1.107 Encuentre las expansiones de la serie de Fourier de las funciones mostradas en la figura 1.58(ii) e (iii). 
Encuentre, también, sus expansiones de serie de Fourier cuando el eje de tiempo se desplaza una distan¬ 
cia A. 

1.108 La fuerza de impacto creada por un martillo de forja se modela como se muestra en la figura 1.114. 
Determine la expansión de la serie de Fourier de la fuerza de impacto. 


*(0 

A 

0 




t 


Figura 1.114 


1.109 Encuentre la expansión de la serie de Fourier de la función periódica de la figura 1.115. También trace 
el espectro de frecuencia correspondiente. 

1.110 Encuentre la expansión de la serie de Fourier de la función periódica de la figura 1.116. También trace 
el espectro de frecuencia correspondiente. 

1.111 Encuentre la expansión de la serie de Fourier de la función periódica de la figura 1.117. También trace el 
espectro de frecuencia correspondiente. 
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Figura 1.115 



Figura 1.116 



Figura 1.117 


1.112 La serie de Fourier de una función periódica, x(f), es una serie infinita dada por 


a 0 . ^ 

x(t) =-h 2j i a n cos ncot + b n sen ncot) 

2 ,¡=i 


donde 


(E.l) 


a 0 = — / x(t) dt 
irj 
o 


(E.2) 


— / x(t) cos ncot dt 
tt.l 
o 


(E.3) 


b„ = — / x(t) ncot dt 
tt. 


(E.4) 


co es la frecuencia circular y 2 t t/co es el periodo. En lugar de incluir el número infinito de términos en la 
ecuación (E.l), a menudo se trunca y se conservan sólo k términos como 


x(t) ~ x(t) = — + ^ («n eos ncot + b n sen ncot) 
2 n =l 


(E.5) 


de modo que el error, e(t), se convierte en 

e(t ) = j:(r) — x(t ) 


(E.6) 










Problemas 109 


Determine los coeficientes a 0 , y b n , los cuales minimizan el cuadrado del error a lo largo de un 
periodo: 



Compare las expresiones de a 0 , a,„ y b n , con las ecuaciones (E.2) a (E.4) e indique su o sus observa¬ 
ciones. 

1.113 Realice un análisis armónico, incluidos los primeros tres armónicos, de la función dada a continuación. 


h 

0.02 

0.04 

0.06 

0.08 

0.10 

0.12 

0.14 

0.16 

0.18 

x i 

9 

13 

17 

29 

43 

59 

63 

57 

49 

h 

0.20 

0.22 

0.24 

0.26 

0.28 

0.30 

0.32 



x ¡ 

35 

35 

41 

47 

41 

13 

7 




1.114 En un ventilador centrífugo (figura 1.118(a)), el aire en cualquier punto se somete a un impulso cada 
vez que un aspa pasa por el punto, como se muestra en la figura 1.118(b). La frecuencia de estos 
impulsos está determinada por la velocidad de rotación del propulsor n y la cantidad de aspas, N, en 
el propulsor. Para n = 100 rpm y N = 4, determine los primeros tres armónicos de la fluctuación de la 
presión mostrada en la figura 1.118(b). 


Presión (lb/pulg 2 ) 




(a) Ventilador centrífugo (b) Fluctuación de presión ideal en un punto 

Figura 1.118 


1.115 Resuelva el problema 1.114 con los valores de n y N como 200 rpm en lugar de 100 rpm y 4, respecti¬ 
vamente. 

1.116 La variación del par de torsión ( M t ) con el tiempo, de un motor de combustión interna, se da en la tabla 
1.3. Realice un análisis armónico del par de torsión. Determine las amplitudes de los primeros tres 
armónicos. 
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Tabla 1.3 

f(s) 

Mt (N-m) 

f(s) 

Mt (N-m) 

t(s) 

Mt (N-m) 

0.00050 

770 

0.00450 

1890 

0.00850 

1050 

0.00100 

810 

0.00500 

1750 

0.00900 

990 

0.00150 

850 

0.00550 

1630 

0.00950 

930 

0.00200 

910 

0.00600 

1510 

0.01000 

890 

0.00250 

1010 

0.00650 

1390 

0.01050 

850 

0.00300 

1170 

0.00700 

1290 

0.01100 

810 

0.00350 

1370 

0.00750 

1190 

0.01150 

110 

0.00400 

1610 

0.00800 

1110 

0.01200 

750 


1.117 Realice un análisis armónico de la función que se muestra en la figura 1.119 incluidos los primeros tres 
armónicos. 



Tiempo (s) 


Sección 1.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

1.118 Trace la expansión de la serie de Fourier de la función x(t) dada en el problema 1.113 utilizando 
MATLAB. 

1.119 Utilice MATLAB para trazar la variación de la fuerza con el tiempo aplicando la expansión de la serie 
de Fourier determinada en el problema 1.117. 

1.120 Utilice MATLAB para trazar la variación de la constante de amortiguamiento c con respecto a r, h y a, 
como se determinó en el problema 1.72. 

1.121 Utilice MATLAB para trazar la variación de la rigidez de resorte (le) con la deformación (x) dada por 
las relaciones: 

a. k = lOOOx - 100x 2 ; 0 < x < 4. 

b. k = 500 + 500x 2 ; 0 < x < 4. 

1.122 Una masa se somete a dos movimientos armónicos dados por x¡(f) = 3 sen 30t y x 2 (í) = 3 sen 29 1. Trace 
el movimiento resultante de la masa utilizando MATLAB e identifique la frecuencia y el periodo de 
pulsaciones. 
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Proyectos de diseño 

1.123*En la figura 1.120 se muestra un mecanismo de manivela corrediza. Deduzca una expresión para el mo¬ 
vimiento del pistón P en función de la longitud de la manivela r, la longitud de la biela 1 y la velocidad 
angular constante co de la manivela. 

a. Analice la factibilidad de utilizar el mecanismo para generar movimiento armónico. 

b. Encuentre el valor de IIr para el cual la amplitud de cada armónico de mayor orden es más pequeño 
que el primer armónico por un factor de al menos 25. 

1.124*La mesa vibratoria que se muestra en la figura 1.121 se utiliza para probar ciertos componentes electró¬ 
nicos en situaciones de vibración. Se compone de dos engranes idénticos G¡ y G 2 que giran alrededor de 
los ejes y 0 2 fijos al marco F. Dos masas iguales, m, se colocan simétricamente respecto al eje ver¬ 
tical medio como se muestra en la figura 1.121. Durante la rotación se desarrollará una fuerza vertical 
desbalanceada de magnitud P = 2mco 2 r eos 0, donde d = cot y co = velocidad angular de los engranes, 
que hará vibrar la mesa. Diseñe una mesa vibratoria que sea capaz de desarrollar una fuerza en el rango 
de 0-100 N durante un rango de frecuencia de 25-50 Hz. 



Figura 1.120 



1.125*E1 mecanismo que se muestra en la figura 1.122 se utiliza para regular el peso del material alimentado 
desde una tolva hasta una banda transportadora [1.44]. La manivela imparte un movimiento recipro¬ 
cante a la biela por medio de la cuña. La amplitud del movimiento impartido a la biela se puede variar 
bajando o subiendo la cuña. Como la transportadora gira alrededor del punto O, cualquier sobrecarga en 
la transportadora hace que la palanca OA se incline hacia abajo y la cuña suba. Esto reduce la amplitud 
de la biela y por consiguiente la velocidad de alimentación. Diseñe un sistema regulador de peso para 
mantener el peso a 10 ± 0.1 Ib por minuto. 
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1.126’La figura 1.123 muestra una compactadora vibratoria. Se compone de una leva con tres lóbulos parale¬ 
los y un rodillo seguidor oscilante. Al girar la leva, el rodillo sube y baja. Asimismo, el peso fijo en el 
extremo del seguidor sube y baja. El resorte mantiene el contacto entre el rodillo y la leva. Diseñe una 
compactadora vibratoria que pueda aplicar una fuerza de 200 Ib a una frecuencia de 50 Hz. 



1.127’ Los cucharones alimentadores vibratorios tienen un amplio uso en procesos automáticos con un alto 
volumen de partes idénticas que se tienen que orientar y suministrar a una velocidad constante para un 
trabajado adicional [1.45, 1.46], Básicamente, un cucharón alimentador vibratorio está separado de la 
base por un conjunto de miembros elásticos inclinados (resortes), como se muestra en la figura 1.124. 
Una bobina electromagnética montada entre el cucharón y la base proporciona la fuerza motriz al cu¬ 
charón. El movimiento vibratorio del cucharón hace que los componentes se muevan a lo largo del con¬ 
ducto de suministro espiral localizado en el interior del cucharón con un movimiento de sacudida. Las 
herramientas especiales se fijan en posiciones adecuadas a lo largo del conducto espiral para rechazar 
las piezas defectuosas o que están fuera de tolerancia, o aquellas que tienen una orientación incorrecta. 
¿Qué factores deben considerarse en el diseño de tales cucharones alimentadores vibratorios? 
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1.128*E1 intercambiador tubular de calor que se muestra en la figura 1.125(a) se puede modelar como se 
muestra en la figura 1.125(b) para un análisis de vibración simplificado. Encuentre el área de sección 
transversal de los tubos de modo que la rigidez total del intercambiador de calor exceda un valor de 
200 X 10 6 N/m en la dirección axial y de 20 X 10 6 N-m/rad en la dirección tangencial. Suponga que 
los tubos tienen la misma longitud y sección transversal, y que están equidistantes. 



Efecto de los separadores ignorado 



(b) 


Figura 1.125 [(Parte (a), cortesía de Young Radiator Company], 


















































CAPITULO 2 


Vibración libre de sistemas 
de un solo grado de libertad 



Sir Isaac Newton 

(1642-1727) 


Filósofo naturalista inglés, profesor de matemáticas en la Universidad de Cambrid¬ 
ge y presidente de la Royal Society. Su obra Principia Mathematica (Principios de 
matemáticas, 1687), la cual trata sobre las leyes y condiciones del movimiento, se 
considera como el trabajo científico más grande que alguna vez se haya producido. 
Las definiciones de fuerza, masa y momento, así como sus tres leyes del movimiento 
surgen continuamente en la dinámica. De manera muy apropiada, la unidad de fuerza 
llamada “newton” en unidades SI resulta ser el peso aproximado de una manzana pro¬ 
medio, el objeto que al caer le indujo a estudiar las leyes de la gravedad. (Ilustración de 
David Eugene Smith, History of Mathematics, Vol. 1, General Sur\’ey ofthe Plistory of 
Elementary Mathematics, Dover Publications, Inc., Nueva York, 1958). 
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Este capítulo empieza con una consideración de la vibración libre de un sistema de un solo gra¬ 
do de libertad no amortiguado (resorte y masa). Vibración libre significa que la masa se pone en 
movimiento debido a una perturbación inicial sin ninguna fuerza aplicada externamente que la 
fuerza del resorte, la fuerza del amortiguador o la fuerza de la gravedad. Para estudiar la respuesta 
de vibración libre de la masa tenemos que derivar la ecuación regente, conocida como ecuación ele 
movimiento. La ecuación del movimiento del sistema traslacional se obtiene siguiendo cuatro mé¬ 
todos. Se define la frecuencia natural de vibración del sistema, y se presenta la solución de la ecua¬ 
ción de movimiento utilizando las condiciones iniciales apropiadas. Se muestra la solución para 
representar el movimiento armónico. Se presenta la ecuación de movimiento y la solución corres¬ 
pondiente de la vibración libre de un sistema torsional no amortiguado. Se consideran la respuesta de 
sistemas de primer orden y la constante de tiempo. El método de Rayleigh, basado en el principio 
de conservación de la energía, Se presenta con ejemplos ilustrativos. 

Luego se considera la derivación de la ecuación para la vibración libre de un sistema de un 
solo grado de libertad viscosamente amortiguado y su solución. Se presentan los conceptos de 
constante de amortiguamiento crítico, relación de amortiguamiento y frecuencia de vibración amor¬ 
tiguada. Se explican las diferencias entre sistemas subamortiguados, críticamente amortiguados y 
sobreamortiguados. Se estudian la energía disipada en el amortiguamiento viscoso y los conceptos 
de amortiguamiento específico y coeficiente de pérdida. Los sistemas torsionales viscosamente 
amortiguados también se consideran análogos con los sistemas traslacionales viscosamente amor¬ 
tiguados con aplicaciones. Se consideran la representación gráfica de las raíces características y las 
soluciones correspondientes, así como el concepto de variaciones de parámetro y gráficas del lugar 
geométrico de las raíces. Se presentan las ecuaciones de movimiento y sus soluciones de sistemas 
de un solo grado de libertad con amortiguamiento de Coulomb e histerético. También se presenta 
el concepto de rigidez compleja. La idea de estabilidad y su importancia se explican junto con un 
ejemplo. La determinación de las respuestas de sistemas de un solo grado de libertad utilizando 
MATLAB se ilustra con ejemplos. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Obtener la ecuación de movimiento de un sistema de un solo grado de libertad por medio de téc¬ 
nicas adecuadas como la segunda ley del movimiento de Newton, el principio de D'Alembert, 
el principio de desplazamientos virtuales y el principio de conservación de la energía. 

• Linealizar la ecuación no lineal de movimiento. 

• Resolver un sistema de resorte-masa-amortiguador para diferentes tipos de respuesta de vibra¬ 
ción libre según la cantidad de amortiguamiento. 

• Calcular la frecuencia natural, la frecuencia amortiguada, el decremento logarítmico y la cons¬ 
tante de tiempo. 

• Determinar si un sistema es o no estable. 

• Encontrar las respuestas de sistemas con amortiguamiento de Coulomb e histerético. 

• Encontrar la respuesta de vibración utilizando MATLAB. 
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2.1 Introducción 


Se dice que un sistema experimenta vibración libre cuando oscila sólo debido a una perturbación 
inicial sin que más adelante actúen fuerzas externas. Algunos ejemplos son las oscilaciones del 
péndulo del reloj del abuelo, el movimiento oscilatorio vertical percibido por un ciclista después 
de pasar por un tope y el movimiento de un niño en un columpio después de un empujón inicial. 

La figura 2.1 (a) muestra un sistema de resorte y masa que representa el sistema vibratorio 
más simple posible. Se llama sistema de un solo grado de libertad , ya que una coordenada (x) es 
suficiente para especificar la posición de la masa en cualquier momento. No existe ninguna fuerza 
externa aplicada a la masa, de ahí que el movimiento resultante de una perturbación inicial será una 
vibración libre. 


Mr 


D O 


(a) 


+X, X, X 


O- 

—*- +x 

Longitud libre | 


\— 

m 

/, 

-w- 

kx 

m 


k— Longitud alargada— A 
(b) 


O o 


(c) 


Figura 2.1 Sistema de resorte y masa en posición horizontal. 



Figura 2.2 Sistema 
de resorte y masa 
equivalente del siste¬ 
ma de leva y seguidor 
de la figura 1.32. 
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Como no hay elemento alguno que disipe energía durante el movimiento de la masa, la amplitud 
del movimiento permanece constante con el tiempo; es un sistema no amortiguado. En la práctica, 
excepto en el vacío, la amplitud de vibración libre se reduce gradualmente al paso del tiempo por 
la resistencia ofrecida por el medio circundante (digamos el aire). Se dice que tales vibraciones son 
amortiguadas. El estudio de la vibración libre de sistemas de un solo grado de libertad no amorti¬ 
guados y amortiguados es fundamental para entender temas de vibración más avanzados. 

Varios sistemas mecánicos y estructurales se pueden idealizar como sistemas de un solo grado 
de libertad. En muchos sistemas prácticos, la masa está distribuida, pero para un análisis simple se 
puede considerar como una sola masa puntual. Asimismo, la elasticidad del sistema, la cual puede 
estar distribuida por todo el sistema, también se puede idealizar como un solo resorte. Por ejemplo, 
para el sistema de seguidor y leva que se muestra en el ejemplo 1.39, una masa equivalente (m eq ) 
reemplazó a las varias masas en el ejemplo 1.7. Los elementos del sistema seguidor (varilla de 
empuje, balancín, válvula y resorte de válvula) son elásticos pero pueden reducirse a un resorte 
equivalente único de rigidez k cq . Para un análisis simple, el sistema leva-seguidor puede idealizarse 
por lo tanto como un sistema de resorte-masa de un solo grado de libertad, como se muestra en la 
figura 2.2. 

Del mismo modo, la estructura que se muestra en la figura 2.3 puede considerarse como una 
viga en voladizo empotrada en el suelo. Para estudiar la vibración transversal, la masa de la parte 
superior se puede considerar como una masa puntual y la estructura de soporte (viga) se puede 
representar como un resorte para obtener el modelo de un solo grado de libertad que se ve en la 
figura 2.4. La estructura del edificio de la figura 2.5 (a) también puede idealizarse como un sistema 
de resorte-masa, como se muestra en la figura 2.5(b). En este caso, como la constante de resorte k 
es simplemente la relación de fuerza a deflexión, se puede determinar a partir de las propiedades 
geométricas y materiales de las columnas. La masa del sistema idealizado es igual a la del piso si 
suponemos que la masa de las columnas es insignificante. 



Figura 2.3 La aguja espacial (estructura). 
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■x(t )— h 



(a) Idealización de 
la estructura alta 

Figura 2.4 Modelado de una estructura alta como un sistema de resorte-masa. 


Piso rígido 



-w- 


x(t) 


(b) Sistema de resorte- 
masa equivalente 


Figura 2.5 Idealización de la estructura de un edificio. 


2.2 Vibración libre de un sistema traslacional 
no amortiguado 


Ecuación de 
movimiento 
basada en 
la segunda 
ley del 
movimiento 
de Newton 


Utilizando la segunda ley del movimiento de Newton, en esta sección consideraremos la derivación 
de la ecuación de movimiento. El procedimiento que utilizaremos se resume entonces como sigue: 

1. Seleccione una coordenada adecuada para describir la posición de la masa o el cuerpo rígido en 
el sistema. Utilice una coordenada lineal para describir el movimiento lineal de una masa pun¬ 
tual o el centroide de un cuerpo rígido, y una coordenada angular para describir el movimiento 
angular de un cuerpo rígido. 

2. Determine la configuración de equilibrio estático del sistema y mida el desplazamiento de la 
masa o el cuerpo rígido con respecto a su posición de equilibrio estático. 
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3. Trace el diagrama de cuerpo libre de la masa o el cuerpo rígido cuando se le imparten un despla¬ 
zamiento y velocidad positivos. Indique todas las fuerzas activas y reactivas que actúan sobre 
la masa o cuerpo rígido. 

4. \Aplique la segunda ley del movimiento de Newton a la masa o cuerpo rígido que presenta el 
diagrama de cuerpo libre. La segunda ley del movimiento de Newton se puede formular como 
sigue: 


La velocidad de cambio de la cantidad de movimiento ( momento ) de una masa es igual a la 
fuerza que actúa en ella. 

Por lo tanto, si una masa m se desplaza una distancia x(t) cuando una fuerza resultante F(t) actúa 
en ella en la misma dirección, la segunda ley del movimiento de Newton da 


F(t) 


d f dx(t)\ 

— m - 

dty di J 


Si la masa m es constante, esta ecuación se reduce a 

, d 2 x(t) 

F(t ) = m -~— = mx (2.1) 

dt 

donde 

^ d 2 x(t) 


es la aceleración de la masa. La ecuación (2.1) se puede expresar en una frase: 

La fuerza resultante que actúa sobre la masa = masa X aceleración 
Para un cuerpo rígido sometido a movimiento de rotación, la ley de Newton da 

M(f) = JO (2.2) 

donde M es el momento resultante que actúa en el cuerpo y 0 y 0 = d 2 0(t)/dt 2 son el desplaza¬ 
miento angular resultante y la aceleración angular resultantes, respectivamente. La ecuación (2.1) 
o la (2.2) representan la ecuación del movimiento del sistema vibratorio. 

El procedimiento se aplica ahora al sistema de un solo grado de libertad no amortiguado 
que se muestra en la figura 2.1 (a). Aquí la masa está apoyada sobre rodillos libres de fricción y 
puede trasladarse en la dirección horizontal. Cuando la masa de desplaza una distancia +x a partir 
de su posición de equilibrio, la fuerza en el resorte es kx, y el diagrama de cuerpo libre se representa 
como se muestra en la figura 2.1(c). La aplicación de la ecuación (2.1) a la masa m da la ecuación 
de movimiento 


F(t) = —kx = mx 


o 


mx + kx = 0 


(2.3) 
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2 . 2.2 Como se manifestó en la sección 1.6, las ecuaciones de movimiento de un sistema vibratorio se 

pueden derivar mediante varios métodos. En esta sección se consideran las aplicaciones del prin- 
Ecuación d6 cipio de D’Alembert, el principio de desplazamientos virtuales y el principio de conservación de 

movimiento la energía, 
utilizando 

OtrOS métOdOS Principio de D’Alembert. Las ecuaciones de movimiento, (2.1) y (2.2), se pueden volver a escri¬ 
bir como 


F(t) — mx = 0 (2.4a) 

M(t) - JO = 0 (2.4b) 

Estas ecuaciones pueden considerarse como ecuaciones de equilibrio siempre que — mx y — JO se 
traten como una fuerza y un momento. Esta fuerza ficticia (o momento) se conoce como fuerza de 
inercia (o momento de inercia) y el estado artificial de equilibrio implicado por la ecuación (2.4a) 
o la (2.4b) se conoce como equilibrio dinámico. Este principio, implicado en la ecuación (2.4a) o 
la (2.4b), se conoce como principio de D’Alembert. Aplicándolo al sistema de la figura 2.1(c) se 
obtiene la ecuación de movimiento: 

—kx — mx = 0 o mx 4- kx = 0 (2.3) 

Principio de desplazamientos virtuales. El principio de desplazamientos virtuales establece que 
“si un sistema que está en equilibrio por la acción de un conjunto de fuerzas se somete a un des¬ 
plazamiento virtual, entonces el trabajo virtual total realizado por la fuerza será cero”. En este caso 
el desplazamiento virtual se define como un desplazamiento infinitesimal imaginario instantáneo. 
Debe ser un desplazamiento físicamente posible compatible con las restricciones del sistema. El 
trabajo virtual se define como el realizado por todas las fuerzas, incluidas las de inercia en un pro¬ 
blema dinámico, producidas por un desplazamiento virtual. 

Consideremos un sistema de resorte-masa en una posición desplazada como se muestra en la 
figura 2.6(a), donde x simboliza el desplazamiento de la masa. La figura 2.6(b) muestra el diagrama 
de cuerpo libre de la masa con las fuerzas reactiva y de inercia indicadas. Cuando la masa experi¬ 
menta un desplazamiento virtual Sx, como se muestra en la figura 2.6(b), el trabajo virtual realizado 
por cada fuerza se calcula como sigue: 

Trabajo virtual realizado por la fuerza del resorte = 8W s = —(kx)8x 
Trabajo virtual realizado por la fuerza de inercia = 8W ¿ = —(mx) 8x 


-w- 



(a) Masa sometida a 
un desplazamiento x 


|— 8x 
|—► +JC, X, X 



(fuerza 

reactiva) 


—mx 
(fuerza 
de inercia) 


(b) Diagrama de cuerpo libre 


Figura 2.6 Masa sometida a un desplazamiento virtual. 
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Cuando el trabajo virtual total realizado por todas las fuerzas se hace igual a cero, obtenemos 


—mxSx — kxSx = 0 (2.5) 

Como el desplazamiento virtual puede tener un valor arbitrario, Sx = 0, la ecuación (2.5) da la 
ecuación de movimiento del sistema de resorte-masa como 


mx + kx = 0 (2.3) 

Principio de conservación de la energía. Se dice que un sistema es conservador si no se pierde 
energía debido a fricción o a miembros no elásticos que disipan energía. Si otras fuerzas externas 
no realizan trabajo en un sistema conservador (aparte de la gravedad u otras fuerzas potenciales), 
entonces la energía total del sistema permanece constante. Como la energía de un sistema vibra¬ 
torio es parcialmente potencial y parcialmente cinética, la suma de estas dos energías permanece 
constante. La energía cinética T se almacena en la masa por efecto de su velocidad y la energía 
potencial U se almacena en el resorte a causa de su deformación elástica. Por lo tanto el principio 
de conservación de energía se expresa como: 

T + U = constante 


o 


í(T + U)-0 

Las energías cinética y potencial resultan de 

1-2 
1 = o mx 


( 2 . 6 ) 


(2.7) 


y 


U = \kx 2 (2.8) 

La sustitución de las ecuaciones (2.7) y (2.8) en la ecuación (2.6) da por resultado la ecuación 
deseada 


mx + kx = 0 


(2.3) 


Ecuación del 
movimiento de 
un sistema de 
resorte-masa 
en posición 
vertical 


Consideremos la configuración del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 2.7(a). La 
masa cuelga en el extremo inferior del resorte, el cual a su vez está fijo por su extremo superior a un 
soporte rígido. En reposo, la masa colgará en una posición llamada posición de equilibrio estático, 
en la cual la fuerza del resorte dirigida hacia arriba balancea con exactitud la fuerza de gravedad 
dirigida hacia abajo que actúa en la masa. En esta posición la longitud del resorte es l 0 + S esV donde 
S est es la deflexión estática, el alargamiento producido por el peso de la masa m. En la figura 2.7(a), 
vemos que, para equilibrio estático, 


W = mg = k8 est 


(2.9) 
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Fuerza del resorte 



Figura 2.7 Un sistema de resorte-masa en posición vertical. 


donde g es la aceleración de la gravedad. Si la masa se deflexiona una distancia +x con respecto a 
su posición de equilibrio estático, entonces la fuerza del resorte es —k(x + S est ), como se muestra en 
la figura 2.7(c). La aplicación de la segunda ley del movimiento de Newton a la masa m da 

mx = —k(x + 5 est ) + W 


y como kS est = W, obtenemos 


mx + kx = 0 


( 2 . 10 ) 


Vemos que las ecuaciones (2.3) y (2.10) son idénticas. Esto indica que cuando una masa se mueve 
en dirección vertical, podemos ignorar su peso, siempre que midamos x a partir de su posición 
de equilibrio estático. 

Nota: La ecuación (2.10), la ecuación de movimiento del sistema que se muestra en la figura 
2.7, también puede derivarse aplicando el principio de D’Alembert, el principio de desplazamientos 
virtuales, o bien el principio de conservación de la energía. Si utilizamos el último, por ejemplo, 
notamos que la expresión para la energía cinética, T, permanece igual que la ecuación (2.7). Sin 
embargo, la expresión para la energía potencial, U , se tiene que derivar al considerar el peso de 
la masa. Por eso observamos que la fuerza del resorte en la posición de equilibrio estático (x = 0) 
es mg. Cuando el resorte se deforma una cantidad x, su energía potencial es (vea la figura 2.7(d)): 


mgx + ~^kx 2 
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Además, la energía potencial del sistema debido al cambio de elevación de la masa (observemos 
que +x está dirigida hacia abajo) es —mgx. Por lo tanto la energía potencial neta del sistema res¬ 
pecto de la posición de equilibrio estático es 

U = energía potencial del resorte 

+ cambio de la energía potencial debido al cambio de elevación de la masa m 

1 2 1 , 2 

= mgx + — o: — mgx = —o: 


Como las expresiones de T y U no cambian, la aplicación del principio de conservación de la ener¬ 
gía da la misma ecuación de movimiento, ecuación (2.3). 


Solución 


La solución de la ecuación (2.3) se obtiene suponiendo que 

x(t) = Ce est (2.11) 

donde C y s son constantes que deben determinarse. La sustitución de la ecuación (2.11) en la 
ecuación (2.3) da por resultado 

C(ms 2 + k) = 0 


Puesto que C no puede ser cero, tenemos 

ms 2 + k = 0 


y por consiguiente 



donde i = (— \) m y 



( 2 . 12 ) 


(2.13) 


(2.14) 


La ecuación (2.12) se conoce como ecuación auxiliar o característica correspondiente a la ecuación 
diferencial (2.3). Los dos valores de .v dados por la ecuación (2.13) son las raíces de la ecuación ca¬ 
racterística, también conocidas como valores eigen o valores característicos del problema. Como 
ambos valores de s satisfacen la ecuación (2.12), la solución general de la ecuación (2.3) puede 
expresarse como 

x(t) = C 1 e itü " t + C 2 e~ i,ü ’' , (2.15) 

donde C¡ y C 2 son constantes. Utilizando identidades 

e ±tat _ cos af _|_ ■ senaí 

La ecuación (2.15) se puede volver a escribir como 

x(t) = A\ cos (o„t + A 2 sen a> n t 


(2.16) 
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donde A í y A 2 son constantes nuevas. Las constantes C¡ y C 2 o A¡ y A 2 se determinan a partir de 
las condiciones iniciales del sistema. Se tienen que especificar dos condiciones para evaluar estas 
constantes de forma única. Observemos que el número de condiciones que se tiene que especificar 
es igual al orden de ecuación diferencial regente. En este caso, si los valores de desplazamiento 
x(t) y velocidad x(t) = ( dx/dt)(t) se especifican como x 0 y x 0 en t = 0, tenemos, de acuerdo con 
la ecuación (2.16), 

x(t = 0) = Ai = x 0 

x(t = 0) = «„A 2 = io (2-17) 

Por consiguiente, A] = io y ^2 = xq/&>„. Por lo tanto la solución de la ecuación (2.3) sujeta alas 
condiciones iniciales de la ecuación (2.17) está dada por 


x(t) 


Xq eos Cú n t + 


x 0 

— sen u> n t 


(2.18) 


Movimiento 

armónico 


Las ecuaciones (2.15), (2.16) y (2.18) son funciones de tiempo armónicas. El movimiento es si¬ 
métrico con respecto a la posición de equilibrio de la masa m. La velocidad es un máximo y la 
aceleración es cero cada vez que la masa pasa por esta posición. En los desplazamientos extremos, 
la velocidad es cero y la aceleración es un máximo. Como esto representa movimiento armónico 
simple (vea la sección 1.10), el sistema de resorte-masa se conoce como oscilador armónico. La 
cantidad a> n dada por la ecuación (2.14) representa la frecuencia natural de vibración del sistema. 

La ecuación (2.16) se puede expresar en una forma diferente si introducimos la notación 

A¡ = A eos (f> 

A 2 = A sen cf> (2.19) 


donde Ay (f> son las constantes nuevas, las cuales se pueden expresar en función de A! y A 2 como 


A= (A? + 4) 1 / 2 = x§ + 1 — 


1/2 


= amplitud 


cf> = tan 


I a ! _ í J[0_\ _ , 


= tan 


x 0 co„ 


= ángulo de fase 


( 2 . 20 ) 


Si introducimos la ecuación (2.19) en la ecuación (2.16), la solución puede escribirse como 

x(f) = A eos (co n t — (¡y) (2.21) 


Utilizando las relaciones 


Ai = A 0 sen (f> 0 

A 2 = A 0 eos c¡) 0 (2.22) 

La ecuación (2.16) también puede expresarse como 


x(f) = A 0 sen(w„í + <f > 0 ) 


(2.23) 
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donde 


y 


An = A = 


r 2 + I X ° 

Xo ' 


1/2 


4 ,, - 


(2.24) 


(2.25) 


La naturaleza de la oscilación armónica se puede representar gráficamente como en la figura 2.8(a). 
Si A implica un vector de magnitud A, el cual forma un ángulo a) n t — (f> con respecto al eje vertical 
(x), entonces se ve que la solución, la ecuación (2.21), es la proyección del vector A sobre el eje x. Las 
constantes A ¡ y A 2 de la ecuación (2.16), dadas por la ecuación (2.19), son simplemente los compo¬ 
nentes rectangulares de A a lo largo de dos ejes ortogonales que forman los ángulos cf> y — (f — <!>) 
con respecto al vector A. Como el ángulo co n t — ó es una función lineal de tiempo, se incrementa li¬ 
nealmente con el tiempo; por lo tanto todo el diagrama gira en sentido contrario al de las manecillas 
del reloj a una velocidad angular u> n . A medida que gira el diagrama (figura 2.8a), la proyección de A 


x{t) 




(c) 

Figura 2.8 Representación gráfica del movimiento de un oscilador armónico. 
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sobre el eje x varía armónicamente de modo que el movimiento se repite cada vez que el vector A 
describe un ángulo de 2tí. La proyección de A, es decir x(t), se muestra en la figura 2.8(b) como una 
función de u> n t, y como una función de t en la figura 2.8(c). El ángulo de fase <fi también puede inter¬ 
pretarse como el ángulo entre el origen y el primer pico. 

Observemos los siguientes aspectos del sistema de resorte-masa. 


1. Si el sistema de resorte-masa está en una posición vertical, como se muestra en la figura 2.7(a), 
la frecuencia circular natural puede expresarse como 


co n 



(2.26) 


La constante de resorte k puede expresarse en función de la masa m de acuerdo con la ecuación 
(2.9) como 


W _ mg 

^est ^est 


(2.27) 


La sustitución de la ecuación (2.27) en la ecuación (2.14) da 



(2.28) 


De aquí que la frecuencia natural en ciclos por segundo y el periodo natural los den 

(2.29) 

(2.30) 

Por lo tanto, cuando la masa vibra en una dirección vertical, podemos calcular la frecuencia na¬ 
tural y el periodo de vibración con sólo medir la deflexión estática á est . No tenemos que conocer 
la rigidez k del resorte ni la masa m. 

2. Según la ecuación (2.21) la velocidad x (t) y la aceleración x(t) de la masa m en el instante t 
puede obtenerse como 


1 [ g 




\l/2 


'est/ 


= — = 2tt 

fn 


u est 

g 


1/2 


dx 

i(t) = — (f) = — u>„A sen (co n t — </>) = <w„Acos[ a> n t — cf> + 


d 2 x 

x(t) = —^(t) = —u> 2 A eos (a> n t ~ 4>) = (o 2 A eos (co„t - 4> + ir) (2.31) 


La ecuación (2.31) muestra que la velocidad se adelanta un ángulo tt/2 al desplazamiento y que 
la aceleración se adelanta un ángulo i t al desplazamiento. 

3. Si el desplazamiento inicial (x 0 ) es cero, la ecuación (2.21) se vuelve 


x(t) 


x 0 

—eos 



Xo 

— sen<w„í 


(2.32) 
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Sin embargo, si la velocidad inicial (x 0 ) es cero, la solución es 

x(t) = x 0 eos (x) n t (2.33) 


4. La respuesta de un sistema de un solo grado de libertad se puede representar en el plano de 
desplazamiento (x)-velocidad, conocido como espacio de estado o plano de fase. Para esto 
consideramos el desplazamiento dado por la ecuación (2.21) y la velocidad correspondiente: 

x(t) = A eos (co„t — cf>) 


o 


o 


COS (&)„í — 4>) 


X 

A 


x(t) = —Aa) n sen(a> n t — <f>) 


(2.34) 


sen(w„í — c p) 


x _ y 
Aui n A 


(2.35) 


donde y = x/w n . Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones (2.34) y (2.35), obtenemos 
eos 2 (cü„t — <f>) + sen 2 (u>„t — </>) = ! 


o 



(2.36) 


La gráfica de la ecuación (2.36) en el plano ( x , y) es un círculo, como se muestra en la figura 
2.9a, y constituye la representación en el plano de fase o espacio de estado del sistema no amor¬ 
tiguado. El radio del círculo, A, se determina a partir de las condiciones iniciales de movimiento. 
Observemos que la gráfica de la ecuación (2.36) en el plano (x, x ) será una elipse, como se 
muestra en la figura 2.9(b). 


x 




(a) (b) 


Figura 2.9 Representación del plano de fase de un sistema no amortiguado. 
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Ejemplo 2.1 


Respuesta armónica de un tanque de agua 


La columna del tanque de agua que se muestra en la figura 2.10(a) tiene 300 pies de altura y es de concreto 
reforzado con una sección transversal tubular de 8 pies de diámetro interno y de 10 pies de diámetro externo. 
El tanque pesa 6 X 10 5 Ib cuando está lleno de agua. Ignorando la masa de la columna y suponiendo el módulo 
de Young del concreto reforzado como 4 X 10 6 lb/pulg 2 , determine lo siguiente: 

a. La frecuencia natural y el periodo natural de la vibración transversal del tanque de agua. 

b. La respuesta de vibración del tanque de agua debido a un desplazamiento transversal inicial de 10 pulg. 

c. Los valores máximos de la velocidad y aceleración experimentadas por el tanque de agua. 

Solución: Suponiendo que el tanque de agua es una masa puntual, que la columna tiene una sección trans¬ 
versal uniforme, y que la masa de la columna es insignificante, el sistema puede modelarse como una viga en 
voladizo con una carga concentrada (peso) en el extremo libre como se muestra en la figura 2.10(b). 

a. La deflexión transversal de la viga, S, producida por una carga P está dada por donde / es la longitud, 
E es el módulo de Young, e 1 es el momento de inercia del área de la sección transversal de la viga. La 
rigidez de la viga (columna del tanque) está dada por 


k = 


P 

J 


3 El 



Figura 2.10 Tanque elevado. (Fotografía cortesía de West Lafayette Water Company). 
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En este caso, l = 3600 pulg, E = 4 X 10 6 lb/pulg 2 


1 = J 7 , {dt) ~ df) = 77(120 4 - 96 4 ) = 600.9554 X 10 4 pulg 4 
64 64 


y por consiguiente 

3(4 X 10 6 )(600.9554 X 10 4 ) 

k =--- = 1545.6672 lb/pulg 

3600 3 

la frecuencia natural del tanque de agua en la dirección transversal está dada por 

lk 1 1545.6672 X 386.4 

I ---= 0.9977 rad/s 

6 X 10 5 

El periodo natural de la vibración transversal del tanque está dado por 

2-77 2tt 

t„ = — =-= 6.2977 sec 

oj„ 0.9977 

b. Utilizando el desplazamiento inicial de x 0 = 10 pulg y la velocidad inicial del tanque de agua (i 0 ) como 
cero, la respuesta armónica del tanque de agua puede expresarse, utilizando la ecuación (2.23), como 

x(t) = A 0 sen ( co„t + 4> 0 ) 

donde la amplitud del desplazamiento transversal (A 0 ) está dado por 

” 1/2 


An — 


2 , I x ° 

Xq + 


= x 0 = 10 pulg 


y el ángulo de fase (<¡> 0 ) por 


<t>Q = tan 


-J 

V o J 


Por lo tanto 


x(t) = 10 sen ( 0.9977 1 + — ) = 10 eos 0.9977 1 pulg 


c. La velocidad del tanque de agua se determina diferenciando la ecuación (E. 1) como 


x(t) = 10(0.9977) eos ( 0.9977 1 + 

y por consiguiente 

x m áx = Ao&)„ = 10(0.9977) = 9.977 pulg/s 
La aceleración del tanque de agua se determina diferenciando la ecuación (E.2) como 


x(t) = —10(0.9977) 4 senl 0.9977 1 + — 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 
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Ejemplo 2.2 


y por consiguiente el valor máximo de la aceleración está dado por 

*rnáx = A 0 (co n ) 2 = 10(0.9977) 2 = 9.9540 pulg/s 2 


Respuesta de vibración libre debido a impacto 

Una viga en voladizo soporta una masa M en el extremo libre como se muestra en la figura 2.11 (a). Una masa 
m cae desde una altura h sobre la masa M y se adhiere a ella sin rebotar. Determine la vibración transversal 
resultante de la viga. 

Solución: Cuando la masan; caiga desde una altura/?, chocará con la masa M a una velocidad de v,„ = V / 2 gh, 
donde g es la aceleración por la gravedad. Como la masa m se adhiere a M sin rebotar, la velocidad de la masa 
combinada (M + m) inmediatamente después del impacto (i 0 ) se puede hallar aplicando el principio de con¬ 
servación de momento: 


o 


mv m — (M + hi)xq 


x 0 = 


m \ 

M + mj m 


m 


M + m 



(E.l) 


La posición de equilibrio estático de la viga con la nueva masa (M + m) se encuentra a una distancia de ^ 
debajo de la posición de equilibrio estático de la masa original ( M ) como se muestra en la figura 2.11 Ce). Aquí 
k denota la rigidez de la viga en voladizo, dada por 


k = 


3 El 


m — - m 


Módulo de Young, E 
Momento de inercia, I 


{ 

/ 



M 

--/-*- 



Y- 


r —- Y 

M 


k = 


3EI 


x(f) 


(a) 


(b) 



YY = posición de equilibrio estático de M 
ZZ = posición de equilibrio estático de M + m 

Figura 2.11 Respuesta por impacto. 
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Ejemplo 2.3 


Como la vibración de la viga con la nueva masa (M + m) ocurre en torno a su propia posición de equilibrio 
estático, las condiciones iniciales del problema se pueden formular como 


x Q = - 


mg 
k ’ 



(E.2) 


Por lo tanto, la vibración transversal libre resultante de la viga se puede expresar como (vea la ecuación (2.21)): 

x(t) = A eos (io„t — 4>) 

donde 

11/2 

íu„ 


A = 


*§ + [- 


< f> = tan 1 


x 0 

X 0 (O n 


3 El 


M + m V l 3 (M + m) 


con x 0 y xo dadas por la ecuación (E.2). 


Módulo de Young obtenido con una medición de la frecuencia natural 


Se encontró que la frecuencia natural de vibración transversal de una viga de sección transversal cuadrada de 
5 mm X 5 mm y longitud de 1 m, simplemente apoyada que soporta una masa de 2.3 kg en su parte media, es 
de 30 rad/s. Determine el módulo de Young de elasticidad de la viga. 


Solución: Ignorando el peso propio de la viga, la frecuencia natural de vibración transversal de la viga se 
expresa como 

(E.l) 



donde 


192 El 


(E.2) 


donde E es el módulo de Young, / es la longitud, e / es el momento de inercia de área de la viga: 

/ = ^(5 X 10 _3 )(5 X 10“ 3 ) 3 = 0.5208 X 10 _l ° m 4 


Como m = 2.3 kg, 1 = 1.0 m y co n = 30.0 rad/s, las ecuaciones (E.l) y (E.2) dan 


k = 


192£7 


/ 3 


m^/ 3 2.3(30.0) 2 (1.0) 3 

E =-— = -— = 207.0132 X 10 9 N/m 2 

192/ 192(0.5208 X 10“'°) 


Esto indica que probablemente el material de la viga es acero al carbón. 
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Ejemplo 2.4 


Frecuencia natural del cubo de un camión de bomberos 


El cubo de un camión de bomberos se encuentra en el extremo de una pluma telescópica, como se muestra en 
la figura 2.12(a). El cubo, junto con el bombero, pesa 2000 N. Encuentre la frecuencia natural de vibración del 
cubo en la dirección vertical. 

Datos: Módulo de Young del material: £ = 2.1 X 10 11 N/m 2 ; longitudes: /¡ = Z 2 = / 3 = 3 m; áreas de sección 
transversal: A í = 20 cm 2 , A 2 = 10 cm 2 ; A 3 = 5 cm 2 . 

Solución: Para determinar la frecuencia natural de vibración del sistema, encontramos la rigidez equivalente 
de la pluma en la dirección vertical y utilizamos una idealización de un sistema de un solo grado de libertad. 
Para esto asumimos que la masa de la pluma telescópica es insignificante y que la pluma se deforma sólo 
en la dirección axial (sin deformarse). Como la fuerza inducida en cualquier sección transversal O 1 0 2 es igual 
a la carga axial aplicada en el extremo de la pluma, como se muestra en la figura 2.12(b), la rigidez axial de 
la pluma ( k b ) está dada por 


1 

h 


1 



+ 


1 

h. 


+ 


1 



donde k b¡ simboliza la rigidez axial del iésimo segmento de la pluma: 


k b¡ 


AjEj 

li ’ 


i = 1, 2, 3 


(E.l) 


(E.2) 


Con los datos conocidos (l Y = / 2 = / 3 = 3 m, A[ = 20 cm 2 , A 2 = 10 cm 2 , A 3 = 5 cm 2 , E¡ = E 2 
=E 3 = 2.1 XI0 11 N/m 2 ), 


(20 X 10“ 4 )(2.1 X 10 11 ) 

ku = -= 14 X 10 7 N/m 

1 3 

(10 X 10“ 4 )(2.1 X 10 11 ) 
k bl = ---= 7 X 10 7 N/m 

(5 X 10“ 4 )(2.1 X 10 11 ) 

k bl = --- = 3.5 X 10 7 N/m 


Por lo tanto, la ecuación (E. 1) da 

J_ _ 1 1 1 _ _1_ 

kb 14 X 10 7 7 X 10 7 3.5 X 10 7 2 X 10 7 


O 


k b = 2 X 10 7 N/m 


La rigidez, k, de la pluma telescópica en la dirección vertical es 


k = k b eos 2 45° = 10 7 N/m 
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Ejemplo 2.5 



p~* 


\°x 



- 1 - 



i 

x U y 

¡o 2 

x 1 , y 



< íi > 


(b) 


Figura 2.12 Pluma telescópica de un 
camión de bomberos. 


La frecuencia de la vibración natural del cubo en la dirección vertical está dada por 


(O 


n 



(10')(9.81) 

2000 


221.4723 rad/s 


Frecuencia natural de un sistema de poleas 

Determine la frecuencia natural del sistema que se muestra en la figura 2.13(a). Suponga que las poleas no 
tienen fricción y que su masa es insignificante. 

Solución: Para determinar la frecuencia natural encontramos la rigidez equivalente del sistema y lo resolve¬ 
mos como un problema de un solo grado de libertad. Como no hay fricción en las poleas y su masa es insigni¬ 
ficante, la tensión en la cuerda es constante y es igual al peso W de la masa m. Por el equilibrio estático de las 
poleas y la masa (vea la figura 2.13(b)), se puede ver que la fuerza dirigida hacia arriba que actúa en la polea 1 
es 2W y que la fuerza dirigida hacia abajo que actúa en la polea 2 es 2 W. El centro de la polea 1 (punto A) sube 
una distancia 2W/k l y el centro de la polea 2 (punto B ) baja una distancia 2W% 9 . Por lo tanto, el movimiento 
total de la masa m (punto O) es 

( 2W 2 W 

2 - + - 

\ h k 2 

cuando la cuerda a ambos lados de la polea permite que la masa baje. Si k eq denota la constante de resorte 
equivalente del sistema, 


Peso de la masa 

-= Desplazamiento neto de la masa 

Constante de resorte equivalente 
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(a) 



fcjjcj = 2 W 
2 W 


Figura 2.13 Sistema de poleas. 



k 2 x 2 = 2 W 
2 W 

X 2=T7 


LVF 


O» 

W = ing I 

4_ 


x = 2(xj + x 2 ) 


O'* 


(b) 


W ( 1 1 \ 4VF(*; 1 + k 2 ) 

— = 4W\ -1-=--- 

k e q \k\ k 2 j k\k 2 

k\k 2 

eq 4 (fc[ + k 2 ) 


(E.l) 


Si la masa m se desplaza una distancia x de la posición de equilibrio estático, la ecuación de movimiento de 
la masa se escribe como 


mx + k e q x = 0 


(E.2) 


y por consiguiente, la frecuencia natural está dada por 


co 


n 


ÍK qV/ 2 

1 

CN 

1_ 

\ m J 

4m(ki + k 2 ) 


rad/s 


(E.3) 


o 


fn 


2tt 


1 

4i t 


k\k 2 


1/2 


m(k l + k 2 ) 


ciclos/s 


(E.4) 


























2.3 Vibración libre de un sistema torsional no amortiguado 135 


2.3 Vibración libre de un sistema torsional 
no amortiguado 


Si un cuerpo rígido oscila con respecto a un eje de referencia específico, el movimiento resultante se 
conoce como vibración torsional. En este caso, el desplazamiento del cuerpo se mide en función de 
una coordenada angular. En un problema de vibración torsional, el momento de restauración puede ser 
el resultado de la torsión de un miembro elástico o del momento desbalanceado de una fuerza o par. 

La figura 2.14 muestra un disco, el cual tiene un momento polar de inercia de masa J 0 , monta¬ 
do en un extremo de una flecha circular sólida, el otro extremo del cual está fijo. Sea 6 la rotación 
angular del disco alrededor de la flecha; 9 también representa el ángulo de torsión de la flecha. Por 
la teoría de torsión de flechas circulares [2.1], tenemos la relación 

GIq 

M, = -y 6 (2.37) 

donde M t es el par de torsión que produce la torsión 0 , G es el módulo de cortante, / es la longitud 
de la flecha, I 0 es el momento polar de inercia de la sección transversal de la flecha, dado por 


¡o - 


ird 4 

32 


(2.38) 


y d es el diámetro de la flecha. Si el disco se desplaza un ángulo 9 a partir de su posición de equi¬ 
librio, la flecha produce un par de torsión de restauración de magnitud M t . Por lo tanto, la flecha 
actúa como un resorte torsional con una constante de resorte torsional 


K 


_ GIq 
9 l 


7 rGd 4 
32/ 


(2.39) 



Disco 



Figura 2.14 Vibración torsional de un disco. 
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Ecuación de 
movimiento 


La ecuación del movimiento angular del disco alrededor de su eje se deriva aplicando la segunda 
ley de Newton o cualquiera de los métodos mencionados en la sección 2.2.2. Considerando el 
diagrama de cuerpo libre del disco (figura 2.14b), podemos derivar la ecuación de movimiento si 
aplicamos la segunda ley del movimiento de Newton: 


j 0 é + k,0 = 0 


(2.40) 


la cual es idéntica a la ecuación (2.3) si el momento polar de inercia de masa J 0 , el desplazamiento 
angular 9 y la constante de resorte torsional k t , se reemplazan con la masa m, el desplazamiento x 
y la constante de resorte lineal k, respectivamente. Por lo tanto, la frecuencia circular natural del 
sistema torsional es 


Cü 


n 



(2.41) 


y el periodo y frecuencia de vibración en ciclos por segundo son 


T„ = 27 T 


j A y- 

k, 


1 k, ’/2 
27 T Jq 


(2.42) 

(2.43) 


Observemos los siguientes aspectos de este sistema: 

1. Si la sección transversal de la flecha que soporta el disco no es circular, se tiene que utilizar una 
constante de resorte torsional adecuada [2.4, 2.5]. 

2. El momento polar de inercia de masa de un disco está dado por 


plnrD 4 W D 2 

J ° ~ 32 ~~ 8g 

donde p es la densidad de masa, h es el espesor, D es el diámetro y W es el peso del disco. 

3. El sistema torsional de resorte-inercia mostrado en la figura 2.14 se conoce como péndulo tor¬ 
sional. Una de las aplicaciones más importantes de un péndulo torsional es un reloj mecánico, 
donde una rueda de trinquete convierte la oscilación regular de un pequeño péndulo torsional 
en los movimientos de las manecillas. 


Solución 


La solución general de la ecuación (2.40) se obtiene, como en el caso de la ecuación (2.3): 

9(t) = Ai eos w n t + A 2 sen u> n t (2.44) 


donde la ecuación (2.41) da co n y A t y A 2 se determinan a partir de las condiciones iniciales. Si 

dd 

0(t = 0) = 6>o y 6{t = 0) = — (t = 0) = 00 

dt 


(2.45) 
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Las constantes A { y A 2 se determinan como sigue: 


Ai - 6 0 

A 2 = 6 0 /w n 


(2.46) 


Se ve que la ecuación (2.44) también representa un movimiento armónico simple. 



Ejemplo 2.6 Frecuencia natural de un péndulo compuesto 


Cualquier cuerpo rígido con su pivote en un punto que no es su centro oscilará alrededor del pivote por su pro¬ 
pia fuerza de gravedad. Tal sistema se conoce como péndulo compuesto (figura 2.15). Determine la frecuencia 
natural del sistema. 

Solución: Sean O el punto de suspensión y G el centro de masa del péndulo compuesto como se muestra en 
la figura 2.15. Deje que el cuerpo rígido oscile en el plano xy de modo que se pueda usar la coordenada 9 para 
describir su movimiento. Sea d la distancia entre O y G y J 0 el momento de inercia de masa del cuerpo con res¬ 
pecto al eje z (perpendicular tanto a x como a v). Con un desplazamiento 9, el par de torsión de restauración 
(debido al peso del cuerpo W) es (Wd sen 9) y la ecuación de movimiento es 


J 0 9 + Wd sen 9 = 0 


(E.l) 


Observe que la ecuación (E.l) es una ecuación diferencial ordinaria no lineal de segundo grado. Aunque es 
posible determinar una solución exacta de esta ecuación (vea la sección 13.3, en inglés, en el sitio Web), 
las soluciones exactas no se pueden encontrar con la mayoría de las ecuaciones diferenciales no lineales. Una 
solución aproximada de la ecuación (E.l) se puede encontrar por uno de dos métodos. Se puede utilizar un 
procedimiento numérico para integrar la ecuación (E.l). Por otra parte, la ecuación (E.l) puede ser aproxima¬ 
da por una ecuación lineal cuya solución exacta es fácil de determinar. Para utilizar el último procedimiento, 
suponemos desplazamientos angulares pequeños de modo que 9 sea pequeño y sen Por consiguiente, la 

ecuación (E.l) se puede representar de forma aproximada por la ecuación lineal: 


J 0 9 + Wd9 = 0 


(E.2) 



I 


X 


y 


Figura 2.15 Péndulo compuesto. 
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Esta ecuación da la frecuencia natural del péndulo compuesto: 

'wd 


*/ 2 / mgd\ 1 / 2 


(E.3) 


Comparando la ecuación (E.3) con la frecuencia natural de un péndulo simple, co n = (g//) 1/2 (vea el problema 
2.61), podemos determinar la longitud del péndulo simple equivalente: 


/ = 


Jo 

md 


(E.4) 


Si mkQ reemplaza a J 0 , donde k 0 es el radio de giro del cuerpo alrededor de O, las ecuaciones (E.3) y (E.4) se 
escriben como 


gd\l 2 


'"7 


Si k G indica el radio de giro del cuerpo alrededor de G, tenemos 

k 2 0 = kl + d 2 


y la ecuación (E.6) se escribe como 




Si la línea OG se extiende hasta el punto A de modo que 

k,Q 

GA — — 
d 

La ecuación (E.8) se vuelve 

l = GA + d = O A 

Por consiguiente, de acuerdo con la ecuación (E.5), a> n está dada por 


g 

(k 2 0 /d)i 


y 1/2 = fiY 2 _ (_g 


\OA 


1/2 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 


(E.10) 


(E.ll) 


Esta ecuación demuestra que no importa si el cuerpo gira alrededor de O o A, su frecuencia natural es la misma. 
El punto A se conoce como centro de percusión. 


Centro de percusión. Los conceptos de péndulo compuesto y centro de percusión se pueden uti¬ 
lizar en muchas aplicaciones prácticas: 

1. Se le puede dar forma a un martillo de modo que el centro de percusión quede en la cabeza y el 
centro de rotación en el mango. En este caso, la fuerza de impacto en la cabeza del martillo no 
provocará ninguna reacción normal en el mango (figura 2.16(a)). 
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Figura 2.16 Aplicaciones del centro de percusión. 


2. En un bate de béisbol, si por un lado se hace que la pelota choque en el centro de percusión 
mientras que el centro de rotación está en las manos, el bateador no experimentará ninguna 
reacción perpendicular al bate (figura 2.16(b)). Pero si por otro lado la pelota choca con el bat 
cerca del extremo o cerca de las manos, el bateador experimentará dolor en las manos debido a 
la reacción perpendicular al bate. 

3. En la prueba Izod (impacto) de materiales, el espécimen se inserta en un tornillo de banco fijo 
en la base de la máquina (vea la figura 2.16(c)). Se libera un péndulo desde una altura estándar, 
y el péndulo al pasar por su posición más baja golpea el extremo libre del espécimen. La defor¬ 
mación y flexión del péndulo se pueden reducir si el centro de percusión se localiza cerca del 
borde de golpeo. En este caso, el pivote se libera de cualquier reacción impulsiva. 

4. En un automóvil (mostrado en la figura 2.16(d)), si las ruedas delanteras golpean un tope, 
los pasajeros no sentirán ninguna reacción si el centro de percusión del vehículo se localiza 
cerca del eje trasero. Asimismo, si las ruedas traseras golpean un tope en el punto A, no se sen¬ 
tirá ninguna reacción en el eje delantero (punto O) si el centro de percusión se localiza cerca 
del eje delantero. Lo deseable, por consiguiente, es tener el centro de oscilación del vehículo en 
un eje y el centro de percusión en el otro eje [2.2]. 


2.4 Respuesta de sistemas de primer orden 
y constante de tiempo 


Consideremos un rotor de turbina montado sobre cojinetes como se muestra en la figura 2.17(a). El 
fluido viscoso (lubricante) en los cojinetes produce un par de torsión de amortiguamiento viscoso du¬ 
rante la rotación del rotor de la turbina. Suponiendo que el momento de inercia de masa del rotor con 
respecto al eje de rotación como / y la constante de amortiguamiento rotacional de los cojinetes 
como c t , la aplicación de la segunda ley de movimiento de Newton da la ecuación de movimiento 
del rotor como 


J¿ú + c,co = 0 


(2.47) 
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du> 

donde co es la velocidad angular del rotor, u> = —— es la velocidad de cambio de la velocidad an- 

dt 

guiar, y se supone que el par de torsión externo aplicado al sistema es cero. Suponemos la velocidad 
angular inicial, co(t = 0) = co 0 como la entrada y la velocidad angular del rotor como la salida del 
sistema. Observemos que se considera la velocidad angular, en lugar del desplazamiento angular, 
como la salida para obtener la ecuación de movimiento como una ecuación diferencial de primer 
grado. 

La solución de la ecuación de movimiento del rotor, la ecuación (2.47), se encuentra al 
considerar las solución de prueba como 


u>(t) = Ae e 


(2.48) 


donde Ayj son constantes desconocidas. Utilizando las condiciones iniciales, u>(t = 0) = oj 0 , la 
ecuación (2.48) se escribe como 

w(t) = co 0 e est (2.49) 



Rotor en los cojinetes 

(a) 


io(t) 



Figura 2.17 


Variación de la velocidad angular 

(b) 





























2.5 Método de la energía de Rayleigh 141 


Si sustituimos la ecuación (2.49) en la ecuación (2.47), obtenemos 

co 0 e est {Js + c t ) = 0 (2.50) 

Como o¡) 0 = 0 no hace que se “mueva” el rotor, suponemos que oj () ¥= 0 y la ecuación se satisface 
sólo si 


Js + c t = 0 (2.51) 

c, 

La ecuación (2.51) se conoce como ecuación característica de la cual reulta s =-. Por lo tanto 

la solución, ecuación (2.49), se escribe como 


(o(t) = cü 0 e jt 


(2.52) 


La variación de la velocidad angular, dada por la ecuación (2.52), con el tiempo se muestra en 
la figura 2.17(b). La curva se inicia en oj () , mengua y tiende a cero a medida que t se incrementa 
sin límite. Cuando se manejan respuestas exponencialmente menguantes, como las dadas por la 
ecuación (2.52), es conveniente describir la respuesta en función de una cantidad conocida como 
constante de tiempo (r). La constante de tiempo se define como el valor de tiempo que hace el ex¬ 
ponente en la ecuación (2.52) igual a -1. Como se sabe que el exponente de la ecuación (2.52) es 
c t 

-í,la constante de tiempo será igual a 


T 


J_ 

Ct 


(2.53) 


de modo que, para t = r, la ecuación (2.52) da, 

co(t) = a) 0 e~7 T = w 0 e~ l = 0.368u>o (2.54) 

Por lo tanto, la respuesta se reduce a 0.368 veces su valor inicial en un tiempo igual a la constante 
de tiempo del sistema. 


2.5 Método de la energía de Rayleigh 


Para un sistema de un solo grado de libertad, la ecuación de movimiento se derivó con el método 
de energía de la sección 2.2.2. En esta sección lo utilizaremos para determinar las frecuencias na¬ 
turales de sistemas de un solo grado de libertad. El principio de conservación de la energía, en el 
contexto de un sistema vibratorio no amortiguado, se puede volver a formular como 

Tl+Ul = T 2 + U 2 (2.55) 

donde los subíndices 1 y 2 implican dos instantes de tiempo diferentes. Específicamente, utiliza¬ 
mos el subíndice 1 para indicar el tiempo en que la masa pasa por su posición de equilibrio estático 
y elegimos U l = 0 como referencia para la energía potencial. Si el subíndice 2 indica el tiempo co¬ 
rrespondiente al desplazamiento máximo de la masa, tenemos T 2 = 0. Por consiguiente, la ecuación 
(2.55) se escribe como 


7\ + 0 = 0 + U 2 


(2.56) 
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Ejemplo 2.7 


Si el sistema está experimentando movimiento armónico, entonces 7j y U 2 indican los valores 
máximos de T y U, respectivamente, y la ecuación se vuelve 


T - = U - 

1 max '-'max 


(2.57) 


La aplicación de la ecuación (2.57), conocida también como método de energía de Rayleigh, da la 
frecuencia natural del sistema directamente, como se ilustra en los siguientes ejemplos. 


Manómetro de motor diesel 


El escape de un motor diesel de cuatro tiempos de un cilindro se tiene que conectar a un silenciador, y la 
presión en ese lugar se tiene que medir con un manómetro de tubo en U simple (vea la figura 2.18). Calcule 
la longitud mínima del tubo del manómetro de modo que la frecuencia natural de oscilación de la columna 
de mercurio sea 3.5 veces más lenta que las frecuencias de las fluctuaciones de presión en el silenciador a 
una velocidad del motor de 600 rpm. La frecuencia de fluctuación de la presión en el silenciador es igual a 

Cantidad de cilindros X Velocidad del motor 

2 


Solución: 

1. Frecuencia natural de oscilación de la columna de líquido: Considere el nivel de referencia mostrado en 
la figura 2.18 como la posición de equilibrio del líquido. Si x denota el desplazamiento de la columna de 
líquido a partir de la posición de equilibrio, el cambio de la energía potencial es 

U = energía potencial de la columna de líquido expandido + energía potencial de la columna de líquido 
contraído 

= (peso del mercurio expandido X desplazamiento del C.G. del segmento) + (peso del mercurio 
contraído X desplazamiento del C.G. del segmento) 

= (Ary)| + (Axy)^ = Ayx * 2 (E.l) 



Nivel de referencia 


Figura 2.18 Manómetro de tubo en U. 
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donde A es el área de sección transversal de la columna de mercurio y -y es el peso específico del mercurio. 
El cambio de la energía cinética está dado por 

T = 

donde 1 es la longitud de la columna 

x[t ) = X eos co n t (E.3) 

donde X es el desplazamiento máximo y co n es la frecuencia natural. Si sustituimos la ecuación (E.3) en las 
ecuaciones (E. 1) y (E.2), obtenemos 


1 


(masa de mercurio)(velocidad) 2 


1 Aly 

- x 

2 g 


(E.2) 


de mercurio. Suponiendo movimiento armónico, podemos escribir 


donde 


Í4áx = AyX ¿ 


(E.4) 

(E.5) 

(E.6) 


1 Aylio n 

' máx n. ^ 

2 g 


(E.7) 


Igualando t/ máx a T mix , obtenemos la frecuencia natural: 


2gV /2 

/ 


(E.8) 


2. Longitud de la columna de mercurio: La frecuencia de las fluctuaciones de la presión en el silenciador 

1 X 600 


= 300 rpm 
_ 300 X 2 tt 
60 


= 10t t rad/s 


(E.9) 


Por lo tanto, la frecuencia de las oscilaciones de la columna de líquido en el manómetro es 107T/3.5 = 
9.0 rad/s. Aplicando la ecuación (E.8), obtenemos 


2 gV /2 


= 9.0 


(E. 10) 


2.0 X 9.81 

/ = -— = 0.243 m 

(9.0) 2 


(E.l 1) 






144 Capítulo 2 Vibración libre de sistemas de un solo grado de libertad 


Ejemplo 2.8 


Efecto de la masa en a> n de un resorte 


Determine el efecto de la masa del resorte en la frecuencia natural del sistema resorte-masa que se muestra en 
la figura 2.19. 

Solución: Para determinar el efecto de la masa del resorte en la frecuencia natural del sistema resorte-masa, su¬ 
mamos la energía cinética del sistema a la de la masa adjunta y utilizamos el método de energía para determinar 
la frecuencia natural. Sea I la longitud total del resorte. Si x indica el desplazamiento del extremo inferior del 
resorte (o masa m), el desplazamiento a la distancia y del soporte es y(xII). Asimismo, si x denota la velocidad 
de la masa m, la velocidad de un elemento de resorte situado a una distancia y del soporte es y (i //). La energía 
cinética del elemento de resorte de longitud dy es 




donde m s es la masa del resorte. La energía cinética total del sistema se expresa como 

T = energía cinética de la masa (T m ) + energía cinética del resorte (T s ) 
1 


* 2" i2 + 


1 1 m j , 

= mx H-jc 


(E.l) 


2 3 


(E.2) 


La energía potencial total del sistema está dada por 

U = \kx 2 


(E.3) 


Suponiendo un movimiento armónico 


x(t) = X eos co n t 


(E.4) 


donde X es el desplazamiento máximo de la masa y <o n es la frecuencia natural, las energías cinética y potencial 
se expresan como 


1 / «t, 

m -1 - 

3 


X~a¿ 


(E.5) 

(E.6) 


///////// 


y 

i 

T 

dy 


x(t) Figura 2.19 Masa equivalente de un resorte. 
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Ejemplo 2.9 


Igualando T máx y U máx , obtenemos la expresión para la frecuencia natural: 


(O 


n 



(E.7) 


Así se contiene el efecto de la masa del resorte al agregar un tercio de su masa a la masa principal [2.3]. 


Efecto de la masa de la columna sobre la frecuencia natural 
del tanque de agua 

Encuentre la frecuencia de vibración transversal del tanque de agua considerado en el ejemplo 2.1 y la figura 
2.10 con la masa de la columna incluida. 

Solución: Para incluir la masa de la columna, determinamos la masa equivalente de la columna en el extremo 
libre mediante la equivalencia de energía cinética y utilizamos un modelo de un solo grado de libertad para 
hallar la frecuencia natural de vibración. La columna del tanque se considera como una viga en voladizo con 
un extremo empotrado (suelo) y una masa M (tanque de agua) en el otro extremo. La deflexión estática de una 
viga en voladizo producida por una carga concentrada es (vea la figura 2.20): 

= (3x 2 / - x 3 ) (E.l) 

2/ 3 

La energía cinética máxima de la viga (T máx ) es 

/ 

r máx = ~J j{y { x )} 2 dx (E.2) 

0 

donde m es la masa total y {mil) es la masa por unidad de longitud de la viga. Se puede utilizar la ecuación (E.l) 
para expresar la variación de la velocidad y(x), como 


y(x) 


^máx 

2/ 3 


(3 x 2 l — x 3 ) 


y por consiguiente la ecuación (E.2) se escribe como 


T ■ 

x max 


mí y m áx V í 

21{ 21 3 J J 


(3 x 2 l 


x 3 ) 2 dx 


1 m V'máx í 33 

2T^V35 ) 


1 í 33 

— - 1 

2 y 140 


• 2 

^máx 


(E.3) 


(E.4) 
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pi 3 

3 El 


Figura 2.20 Masa equivalente de la columna. 


Si íM eq indica la masa equivalente de la viga en voladizo (tanque de agua) en el extremo libre, su energía ciné¬ 
tica máxima se expresa como 


T — — ' 2 

‘ máx 2 mÁx 


Si igualamos las ecuaciones (E.4) y (E.5), obtenemos 


33 


m en — - m 

eq 140 


Por lo tanto, la masa efectiva total que actúa en el extremo de la viga en voladizo es 


M efec 4/ m c 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


donde M es la masa del tanque de agua. La frecuencia natural de vibración transversal del tanque de agua es 

/ *33 (0) 

M -t - m 

140 


M c |cc 


2.6 Vibración libre con amortiguamiento viscoso 


Como se manifestó en la sección 1.9, la fuerza de amortiguamiento viscoso F es proporcional a la 
velocidad i o v y se expresa como 

F = — ex (2.58) 

donde c es la constante de amortiguamiento o coeficiente de amortiguamiento viscoso y el signo 
indica que la fuerza de amortiguamiento se opone a la dirección de la velocidad. En la figura 2.21 
se muestra un sistema de un solo grado de libertad con un amortiguador viscoso. Si x se mide a 
partir de la posición de equilibrio de la masa m, la aplicación de la ley de Newton da por resultado 
la ecuación de movimiento: 


Ecuación de 
movimiento 


mx = —ex — kx 


o 


mx + ex + kx = 0 


(2.59) 
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Sistema 


Diagrama de cuerpo libre 


(a) 


(b) 


Figura 2.21 Sistema de un solo grado de 
libertad con amortiguador viscoso. 


Solución 


Para resolver la ecuación (2.59), suponemos una solución en la forma 

x(t) = Ce st 


(2.60) 


donde C y s son constantes indeterminadas. La inserción de esta función en la ecuación (2.59) nos 
lleva a la ecuación característica 


ms ¿ + es + k = 0 


cuyas raíces son 


s l,2 


c ± Ve— 4mA: 
2 m 


—± I—)-— 

2 m V \2m) m 


Estas raíces dan dos soluciones a la ecuación (2.59): 

x\ (í) = C\e Slt y x 2 (t) = C 2 e s - 


(2.61) 


(2.62) 


(2.63) 


Por lo tanto, la solución general de la ecuación (2.59) es una combinación de las dos soluciones 
*i (t) y x 2 (t): 

x(t) = Cie Slt + C 2 e Slt 


= + Coe^- M(2 


+ C 2 et 


(2.64) 


donde C¡ y C 2 son constantes arbitrarias que se tienen que determinar a partir de las condiciones 
iniciales del sistema. 

Constante de amortiguamiento crítico y la relación de amortiguamiento. El amortiguamiento 
crítico c c se define como el valor de la constante de amortiguamiento c con la cual el radical en la 
ecuación (2.62) se vuelve cero: 
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o 


c c = 



= 2 VA'»; = 2 ma>„ 


(2.65) 


Para cualquier sistema amortiguado, la relación de amortiguamiento £ se define como la relación de 
la constante de amortiguamiento a la constante de amortiguamiento crítico: 

’C = c/c c (2.66) 


Utilizando las ecuaciones (2.66) y (2.65), podemos escribir 


c 

2/71 


c c c 
c c 2m 




y por consiguiente 

ri,2 = (~£± Ve 2 - l)co„ 


(2.67) 


( 2 . 68 ) 


Así, la solución, ecuación (2.64), se escribe como 

x(f) = C 1 e (_í+v/ ? rT) "" r + C 2 e {rí ~^~ x)í °'' t (2.69) 

La naturaleza de las raíces y s 1 y por consiguiente el comportamiento de la solución, ecuación 
(2.69), dependen de la magnitud del amortiguamiento. Se ve que el caso £ = 0 conduce a las vibra¬ 
ciones no amortiguadas que se analizan en la sección 2.2. Por consiguiente, suponemos que £ A 0 
y ponemos a consideración los tres casos siguientes. 

Caso 1. Sistema no amortiguado (£ < 1 o c < c c o c/2m < \' k /m ). En esta condición (£ 2 — 1 ) es 
negativa y las raíces ,v, y s 2 se expresan como 

•si= (~£ + ¿VT - £ 2 )o>„ 

32 = (-£- ¿v'i - <r 2 K 


y la solución, la ecuación (2.69), se puede escribir de diferentes formas: 
x(t) = cV-f +iVl V>» r + c 2 e(-í- iVlZ ?)^ 


= e~^ J { Cie ív/l VW + C 2 e _ 


= (Cj + C 2 )cosV / l - £ 2 « n í + i(Ci - C 2 ) sen V1 - £ 2 ú)„t 


e ^""'IcjcosV 7 ! — £ 2 o/„f + C 2 sen V 1 — £ 2 cü„I | 
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X 0 e ^"' ,f sen^Vl — £ 2 co n t + </> 0 
Xe~ í """ , eos ^ Vi — £ 2 &>„í ~ 4^j 


(2.70) 


donde (C|, C 2 ), (X, <!>) y (Zq, cf> 0 ) son constantes arbitrarias que se tienen que determinar a partir 
de las condiciones iniciales. 

En las condiciones iniciales x(t = 0) = x 0 y x(f = 0) = xq,C[ y C 2 , se determinan como 
sigue: 


C¡ — x 0 y C' 2 


x 0 + £co n x 0 

Vi - ?w n 


(2.71) 


y por consiguiente la solución es 


x(t) 



Xq COS 


Vi - V oj n t 


+ 


x Q + £a) n x 0 

Vi - fcO,, 


sen VI 



(2.72) 


Las constantes ( X , (f>) y (X 0 , (f> 0 ) se expresan como 


Z= Z 0 = V(C)) 2 + (C' 2 ) 2 = 


VxqW 2 + xq + 2xq Xq 


0° = tan 1 ( ^7 ) = tan 


C 2 


0 = tan ( ^7 ) = tan 


Vi - £ 2 OJ 
1 / x 0 ta„ Vi ^ í 2 

\ x 0 + £a) n x 0 
x 0 + £w„x 0 


-1 




v'i - c 


(2.73) 

(2.74) 

(2.75) 


El movimiento descrito por la ecuación (2.72) es un movimiento armónico amortiguado de frecuen¬ 
cia angular V 1 — £ 2 a>„, pero porque del factor la amplitud disminuye exponencialmente 

con el tiempo, como se muestra en la figura 2.22. La cantidad 

o> d = Vi - i 1 a>„ (2.76) 


se conoce como frecuencia de vibración amortiguada. Se ve que la frecuencia de vibración amor¬ 
tiguada u> d siempre es menor que la frecuencia natural no amortiguada a> n . La disminución en la 
frecuencia de vibración amortiguada con la cantidad creciente de amortiguamiento, dada por 
la ecuación (2.76), se muestra gráficamente en la figura 2.23. El caso subamortiguado es muy 
importante en el estudio de vibraciones mecánicas, ya que es el único caso que conduce a un mo¬ 
vimiento oscilatorio [2.10]. 
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x(t) 




Figura 2.23 Variación de co d con amortiguamiento. 


Caso 2. Sistema críticamente amortiguado (£ = 1, c c o c!2m = vk/m). En este caso las dos 
raíces y s 2 en la ecuación (2.68) son iguales: 

s¡ = s 2 = = ~cü n (2.77) 

2 m 

Por las raíces repetidas, la ecuación (2.6) 1 da la solución de la ecuación (2.59) como sigue: 

x(t) = (Ci + C 2 í)e“""' (2.78) 


también se puede obtener la ecuación (2.78) si se hace que £ tienda a la unidad en el límite en la ecuación (2.72). A medida 
que £ — i ► 1, o) n —> 0;, de ahí que eos o )¿t —■► 1 y sen oj^t —■► cd^í. Por lo tanto, la ecuación (2.72) da por resultado 

x(t) = e ^(Ci + C^cüjt) = (Q + C 2 t)e Mnt 


donde C\ = C[ y C 2 = C' 2 (x)¿ son constantes nuevas. 
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Figura 2.24 Comparación del movimiento con diferentes tipos de amortiguamiento. 


La aplicación de las condiciones iniciales x(t = 0) = x 0 y x(t = 0) = x 0 en este caso resulta 

C\ = x 0 

C 2 = x 0 + co n x 0 (2.79) 


y la solución es 


x(t) = [xq + (x 0 + co n x 0 )t]e "" r 


(2.80) 


Se ve que el movimiento representado por la ecuación (2.80) es aperiódico (es decir, no periódico). 
Como e~ w "' -^0a medida que t —* oo ; el movimiento finalmente se reduce a cero, como se indica 
en la figura 2.24. 

Caso 3. Sistema sobreamortiguado (£ > 1 o c > c c o c/2m \/k/m ). Cuando \/— 1 > 0, la 
ecuación (2.68) muestra que las raíces ,V| y s 2 son reales y distintas y están dadas por 

51 = {-i + v? - 1K < o 

52 = {-£ ~ V ¿- 2 - 1 K < o 

con s 2 íj. En este caso, la solución, ecuación (2.69), se expresa como 

x(t) = C 1 e (_í+V ? r ' ) "" r + C 2 e ( " í-V ^ )<ü "' (2.81) 

En las condiciones iniciales x(t = 0) = x 0 y x(t = 0) = i 0 , las constantes C x y C 2 se obtienen como 
sigue: 

r _ XQ(ú n {£ + Ve 2 - i) + ip 

2<w„V¿- 2 - 1 
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-Xpco^-Vz 2 - 1) - Íq 

2w„V£ 2 - 1 


(2.82) 


La ecuación (2.81) muestra que el movimiento es aperiódico independientemente de las condicio¬ 
nes iniciales impuestas en el sistema. Como las raíces y ,v 2 son negativas, el movimiento se reduce 
exponencialmente con el tiempo, como se muestra en la figura 2.24. 

Observe los siguientes aspectos de estos sistemas: 

1. La representación gráfica de los diferentes tipos de raíces características y s 2 , así como las 
respuestas correspondientes (soluciones) del sistema se presentan en la sección 2.7. La repre¬ 
sentación de las raíces y s 2 con valores variables de los parámetros del sistema c, k y m en el 
plano complejo (conocidas como gráficas del lugar geométrico de las raíces) se considera en 
la sección 2.8. 

2. Un sistema críticamente amortiguado tendrá el amortiguamiento mínimo requerido para movi¬ 
miento aperiódico; por consiguiente la masa regresa a la posición de reposo en el tiempo más 
corto posible sin sobrepaso. La propiedad de amortiguamiento crítico se utiliza en muchas apli¬ 
caciones prácticas. Por ejemplo, las armas de fuego grandes tienen amortiguadores hidráulicos 
con valor de amortiguamiento crítico, de modo que regresen a su posición original después de 
recular en un tiempo mínimo sin vibrar. Si el amortiguamiento fuera mayor que el valor crítico, 
se presentaría una demora antes del siguiente disparo. 

3. La respuesta de un sistema libre amortiguado de un solo grado de libertad se puede representar 
en el plano de fase o espacio de estado como se indica en la figura 2.25. 


Decremento 

logarítmico 


El decremento logarítmico representa la velocidad a la cual se reduce la amplitud de una vibración 
libre amortiguada. Se define como el logaritmo natural de la relación de cualquiera de las dos 
amplitudes sucesivas. Sean t¡ y t 2 los tiempos correspondientes a dos amplitudes sucesivas (des¬ 
plazamientos), medidas un ciclo aparte para un sistema subamortiguado, como en la figura 2.22. 
Utilizando la ecuación (2.70), podemos formar la relación 

xj _ X 0 e~^ nh cos(tVi - </> 0 ) 

y (2.83) 

x 2 X Q e~ (u, " t2 eos (co d t 2 ~ 0o) 



Críticamente amortiguado 


Sobreamortiguado 
x(t) 


Subamortiguado 


Figura 2.25 Plano de fase de un sistema 
amortiguado. 
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Pero t 2 = Ti + r d , donde t d = 2 r n/u> d es el periodo de vibración amortiguada. Por consiguiente eos 
((o d t 2 ~ 4>o) = cos(2tt + a> d t\ — <f> 0 ) = eos {u> d t\ — y la ecuación (2.83) se escribe como 


x\ 


0 -Chl n t\ 


X 2 e ~i ío n(H +T i) 


= e ÍM„T d 


(2.84) 


El decremento logarítmico 8 se obtiene por la ecuación (2.84): 


x i 

8 = ln = £(ú n T d = £cú n 
x 2 


2tt 2tt £ 2tt c 

Vi - (T 2 w„ Vi - í 2 w d 2»j 


(2.85) 


Para amortiguamiento pequeño, la ecuación (2.85) se puede escribir como 

8 - 2tt£ si C « 1 (2-86) 


La figura 2.26 muestra la variación del decremento logarítmico 8 con la £ dada por las ecuaciones 
(2.85) y (2.86). Se observa que con valores hasta ( = 0.3, las dos curvas son difíciles de distinguir. 

El decremento logarítmico no tiene unidades y en realidad es otra forma de la relación de amor¬ 
tiguamiento £ sin unidades. Una vez conocida 8, £ se determina resolviendo la ecuación (2.85): 


c = 


V(2t t) 2 + 8 2 


Si utilizamos la ecuación (2.86) en lugar de la ecuación (2.85), tenemos 


8 


(2.87) 


( 2 . 88 ) 



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 



Figura 2.26 Variación del decremento logarítmico con 
amortiguamiento. 
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Si no se conoce el amortiguamiento en el sistema dado, podemos determinarlo experimentalmente 
midiendo cualquiera de los dos desplazamientos consecutivos x l y x 2 . Tomando el logaritmo natu¬ 
ral de la relación de .r¡ y x 2 , obtenemos 8 . Si utilizamos la ecuación (2.87), podemos calcular la re¬ 
lación de amortiguamiento De hecho, la relación de amortiguamiento también se puede determi¬ 
nar midiendo dos desplazamientos separados por cualquier número de ciclos completos. Si x { y 
x m+i indican las amplitudes correspondientes a los tiempos t { y t m+l = íj + mr d , donde m es un 
entero, obtenemos 


■V _ i x 2 x 2 x m 

V/v +1 -D X 3 r .4 x m +1 


(2.89) 


Como cualquiera de los dos desplazamientos sucesivos separados por un ciclo satisfacen la 
ecuación 


x¡ 

_ — e Z“>„Td 

X j +1 


(2.90) 


La ecuación (2.89) se vuelve 


*1 

^m + l 


í e C íú n r d\m = e mÍM„T d 


Las ecuaciones (2.91) y (2.85) dan por resultado 


8 = 



(2.91) 


(2.92) 


las cuales se pueden sustituir en la ecuación (2.87) o en la (2.88) para obtener la relación de amor¬ 
tiguamiento viscoso £. 


Energía 
disipada en 
amortigua¬ 
miento viscoso 


En un sistema viscosamente amortiguado, la velocidad de cambio de energía con el tiempo 
( dWldt) es 

dW ? (dx\ 2 

- = fuerza X velocidad = Fv = —cv 2 = —c — (2.93) 

dt y dt J 

utilizando la ecuación (2.58). El signo negativo en la ecuación (2.93) denota que la energía se disipa 
con el tiempo. Suponga que un movimiento armónico simple como x(t) = X sen a> d t, donde X es la 
amplitud del movimiento y la energía disipada en un ciclo completo está dada por 2 


AIV 


^ /Wd) (dx\ 2 


/f=0 


dt 


r*27 T 


dt = 


cX 2 a> d eos 2 co d t • d(co d t) 


= TTCW d X 2 


(2.94) 


2 En el caso de un sistema amortiguado, el movimiento armónico simple x(t ) = X eos cú d t es posible sólo cuando se considera 
la respuesta de estado estable bajo una fuerza armónica de frecuencia a) d (vea la sección 3.4). La pérdida de energía por el 
amortiguador es el resultado de la excitación bajo una vibración forzada de estado estable [2.7]. 
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Esto demuestra que la energía disipada es proporcional al cuadrado de la amplitud del movimiento. 
Observe que no es una constante para valores dados de amortiguamiento y amplitud, puesto que 
A W también es una función de la frecuencia w d . 

La ecuación (2.94) es válida aun cuando haya un resorte de rigidez k paralelo al amortiguador 
viscoso. Para ver esto, considere el sistema de la figura 2.27. La fuerza total que resiste el movi¬ 
miento se expresa como 

F = ~kx — cv = —kx — ex (2.95) 

Si suponemos movimiento armónico simple 

x(t) = X sen co d t (2.96) 

como antes, la ecuación (2.95) se escribe como 

F = —kX sen u> d t — cu> d X eos co d t (2.97) 


La energía disipada en un ciclo completo será 

/* 2tt / (x)¿ 


AIV = 


Fv dt 


lt =o 

lo 


kX 2 a> d sen w d t • eos u> d t • d(co d t) 


j-2TT¡M d 

+ / cw d X 2 eos 2 oj d t • d(a> d t) = 7 TC(ü d X 2 

Jo 


(2.98) 


la cual es idéntica a la ecuación (2.94). Este resultado es de esperarse, puesto que la fuerza de resor¬ 
te no realizará ningún trabajo neto en un ciclo completo o en cualquier número integral de ciclos. 

Podemos calcular la fracción de la energía total del sistema vibratorio que se disipa en cada 
ciclo de movimiento (A W/W) como sigue. La energía total W del sistema se puede expresar tan¬ 
to como la energía potencial máxima (', inv 2 ríx = \mX 2 ur d ), o como la energía cinética máxima 
(; \kX 2 ), las cuales son aproximadamente iguales con valores pequeños de amortiguamiento. Por 
lo tanto 


AIV _ 7 TCCÜ d X 2 _ ( 27jA/ c \ 

W 2 mco d X 2 \u d )\2m) 


28 — 4tt£ = constante 


(2.99) 


V///////////Z 




X 


Figura 2.27 Resorte y amortiguador en paralelo. 
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utilizando las ecuaciones (2.85) y (2.88). La cantidad A W/W se llama cantidad de amortiguamiento 
específica y es útil al comparar la capacidad de amortiguamiento de materiales de ingeniería. Tam¬ 
bién se utiliza otra cantidad conocida como coeficiente de pérdida para comparar la capacidad de 
amortiguamiento de materiales de ingeniería. El coeficiente de pérdida se define como la relación 
de la energía disipada por radián y la energía de deformación total: 

(AW/2tt) A W 

coeficiente de pérdida = -=- (2.100) 

W 2ttW 


Sistemas 
torsionales 
con amortigua¬ 
miento viscoso 


Los métodos presentados en las secciones 2.6.1 a 2.6.4 para vibraciones lineales con amortigua¬ 
miento viscoso se pueden extender directamente a vibraciones torsionales (angulares) viscosamen¬ 
te amortiguadas. Para esto, considere un sistema torsional de un solo grado de libertad con un 
amortiguador viscoso, como se muestra en la figura 2.28(a). El par de torsión de amortiguamiento 
viscoso es (figura 2.28(b): 


T = -c,0 


( 2 . 101 ) 


donde c, es la constante de amortiguamiento torsional viscoso, 6 = dO /dt es la velocidad angular 
del disco, y el signo negativo denota que el par de torsión de amortiguamiento se opone a la direc¬ 
ción de la velocidad angular. La ecuación de movimiento se deriva como 

J 0 6 + c,Ó + k,0 = 0 (2.102) 


donde J 0 = momento de inercia de masa del disco, k, = constante de resorte del sistema (par de 
torsión de restauración por unidad de desplazamiento angular), y 9 = desplazamiento angular del 


e 


Flecha, k, 



Fluido, c, 


(a) 



(b) 


Figura 2.28 Amortiguador viscoso torsional. 
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Ejemplo 2.10 


disco. La solución de la ecuación (2.102) se determina con exactitud como en el caso de vibración 
lineal. Por ejemplo, en el caso subamortiguado, la frecuencia de vibración amortiguada es 

<o d = Vi - (T 2 ot„ (2.103) 


donde 


co 


n 



y 


c t _ c t _ c t 

c, c 2 J 0 co„ 2 VkJ 0 


donde c tc es la constante de amortiguamiento torsional crítica. 


(2.104) 


(2.105) 


Respuesta del yunque de un martillo de forja 

El yunque de un martillo de forja pesa 5000 N y está montado sobre una base con una rigidez de 5 X 10 6 N/m y 
constante de amortiguamiento viscoso de 10,000 N-s/m. Durante una operación de forja particular, se hace que 
el mazo (es decir, el peso que cae o el martillo), cuyo peso es de 1000 N, caiga desde una altura de 2 m sobre el 
yunque (figura 2.29(a)). Si el yunque está en reposo antes del impacto del mazo, determine la respuesta 
del yunque después del impacto. Suponga que el coeficiente de restitución entre el yunque y el mazo es de 0.4. 

Solución: Primero aplicamos el principio de conservación de la cantidad de movimiento y la definición del 
coeficiente de restitución para encontrar la velocidad inicial del yunque. Sean v ñ y v (2 , respectivamente, las 
velocidades del mazo justo antes y después del impacto. Asimismo, sean v al y v a2 las velocidades del yunque 
justo antes y después del impacto, respectivamente (figura 2.29(b)). Observe que el desplazamiento del yun¬ 
que se mide a partir de su posición de equilibrio estático y que todas las velocidades se consideran positivas 
cuando actúan en descenso. El principio de conservación de la cantidad de movimiento (momento) da 


4í(v a2 - v al ) = m(v n - v ;2 ) 


(E.l) 



*Vl 


M 


i 


"al 


77 ^ 777777777 . 


\ 

v , 2 

\ 


(b) 


Figura 2.29 Martillo de forja. 
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donde v al = 0 (el yunque está en reposo antes del impacto) y v ñ se determina igualando su energía cinética 
justo antes del impacto a su energía potencial antes de que caiga desde una altura h — 2 m: 


-mvfi = tngh 


(E.2) 


O 


Vfi = V2gh = V2 X 9.81 X 2 = 6.26099 m/s 


Por lo tanto, la ecuación (E.l) se hace 


5000 
9.81 '“ 2 


0) 


1000 

9.81 


(6.26099 


V;2) 


es decir, 


510.204082 v a2 = 638.87653 - 102.040813 v t2 


La definición del coeficiente de restitución ( r ) produce 


v a2 ~ Ví2 
Val - V,1 


es decir, 


0.4 = - 


Va2 - Vq 

0 - 6.26099 


lo que implica, 


v a 2 = v, 2 + 2.504396 


La solución de las ecuaciones (E.3) y (E.5) da por resultado 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


v a2 = L460898 m/s; v f2 = —1.043498 m/s 


Por lo tanto, las condiciones iniciales del yunque están dadas por 


xq = 0; xq = 1.460898 m/s 


El coeficiente de amortiguamiento es igual a 


£ = 


1000 


2\4m 


2-vi (5 X 10 6 ) 


5000 

,o\ I 


V 9.81 


= 0.0989949 


Las frecuencias naturales no amortiguadas y amortiguadas del yunque son 
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Ejemplo 2.11 


(ú 


n 



' 5 X 10 6 

(!) 


98.994949 rad/s 


co d = co n Vl ~ C 2 = 98.994949Vi - 0.0989949 2 = 98.024799 rad/s 


La ecuación (2.72) da la respuesta del desplazamiento resultante del yunque: 


x(t) = e f r ^ — sen (o d t 


(j) d 


= e ~ 9/799995t (0.01490335 sen 98.024799 í}m 


Amortiguador para una motocicleta 

Se ha de diseñar un amortiguador subamortiguado para una motocicleta de 200 kg de masa (figura 2.30(a)). 
Cuando el amortiguador se somete a una velocidad inicial debido a un bache, la curva de desplazamiento- 
tiempo resultante debe ser como la que se muestra en la figura 2.30(b). Encuentre las constantes de rigidez 
y amortiguamiento necesarias del amortiguador si el periodo de vibración amortiguada es de 2 s y se ha de 
reducir la amplitud x l a un cuarto en un medio ciclo (es decir, x¡ s = jq/4). Encuentre también la velocidad 
inicial mínima que produce un desplazamiento máximo de 250 mm. 

Procedimiento: Utilizamos la ecuación para el decremento logarítmico en función de la relación de amorti¬ 
guamiento, la ecuación para el periodo de vibración amortiguada, el tiempo correspondiente al desplazamiento 
máximo para un sistema subamortiguado y la envolvente que pasa por los puntos máximos de un sistema 
subamortiguado. 




Figura 2.30 Amortiguador de una motocicleta. 
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Solución: Como jcj 5 = jq/4, — jcj 5 /4 = xy/16. Por consiguiente el decremento logarítmico es 

8 = ln ( — ) = ln(16) = 2.7726 = ^ 

W Vw 5 


(E.l) 


a partir del cual se encuentra el valor de £ como £ = 0.4037. El periodo de vibración amortiguada es de 2 s. 
Por consiguiente 

2 tt 2tt 

2 = T d = 



2 V 1 - (0.4037) 2 


= 3.4338 rad/s 


La constante de amortiguamiento crítico se obtiene como: 

c c = 2 mw n = 2(200)(3.4338) = 1373.54 N-s/m 
Por tanto, la constante de amortiguamiento resulta de: 

c = £c c = (0.4037) (1373.54) = 554.4981 N-s/m 

y la rigidez por 

k = mcül = (200)(3.4338) 2 = 2358.2652 N/m 
El desplazamiento de la masa alcanzará su valor máximo en el instante t { , dado por 

sen íojíi = V 7 1 — £ 2 

(Vea el problema 2.99). Esto da 

sen tojti = sen 77 -fi = V" 1 — (0.4037) 2 = 0.9149 


sen -1 (0.9149) 

t[ — -= 0.3678 seg 


La envolvente que pasa por los puntos máximos (vea el problema 2.99) está dado por 


= Vi - Z 2 Xe~ íw " t 


Como jc = 250 mrn, la ecuación (E.2) da en el instante l¡ 


(E.2) 


0.25 = Vi - (0.4037) 2 Z e -(°-4037)(3.4338)(0.3678) 
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o 


X = 0.4550 m 


La velocidad de la masa se obtiene diferenciando el desplazamiento 


x(t) = Xe sen (o d t 


como 


i(f) = Xe sen w d t + w d eos co d t) 


(E.3) 


Cuando t = 0, la ecuación (E.3) da 


x(t = 0) = x 0 = X(o d = Xw„Vl - í 2 = (0.4550)(3.4338) Vi - (0.4037) 2 
= 1.4294 m/s 



Ejemplo 2.12 Análisis de un cañón 


En la figura 2.31 [2.8] se muestra el diagrama de un cañón. Cuando se dispara, gases a alta presión en el in¬ 
terior del cañón aceleran el proyectil a una velocidad muy alta. La fuerza de reacción empuja el cañón en la 
dirección opuesta a la del proyectil. Como lo deseable es que el cañón esté en reposo en el más corto tiempo 
posible sin que oscile, se hace que retroceda hacia un sistema de resorte y amortiguador críticamente amorti¬ 
guado llamado mecanismo de retroceso. En un caso particular, el cañón y el mecanismo de retroceso tienen 
una masa de 500 kg con un resorte de retroceso de 10,000 N/m de rigidez. El cañón retrocede 0.4 m cuando 
se dispara. Encuentre (1) el coeficiente de amortiguamiento crítico del amortiguador, (2) la velocidad de 
retroceso inicial del cañón, y (3) el tiempo que requiere el cañón para regresar a 0.1 m de su posición inicial. 

Solución: 

1. La frecuencia natural no amortiguada del sistema es 



Proyectil 


Figura 2.31 Retroceso de un cañón. 



Mecanismo de retroceso 
(resorte y amortiguador) 
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y el coeficiente de amortiguamiento crítico (ecuación 2.65) del amortiguador es 
c c = 2 mco n = 2(500)(4.4721) = 4472.1 N-s/rn 
2. La ecuación (2.78) da la respuesta de un sistema críticamente amortiguado: 

x(t) = (Q + C 2 t)e~ a> " t (E.l) 


donde C¡ — xq y C 2 — io + oo n XQ. El tiempo t 1 en que x(f) alcanza un valor máximo se obtiene haciendo 
x(t) = 0. La diferenciación de la ecuación (E.l) da 

x(t) = C 2 e~ a " t - <u„(C| + C 2 t)e~ a "' 

Por consiguiente, x(t) = 0 da por resultado 


h ~ 



(E.2) 


En este caso, x 0 = C¡ = 0; por consiguiente, la ecuación (E.2) conduce a t l = 1 /co n . Como el valor máximo 
de x(t) o la distancia de retroceso deben ser x máx = 0.4 m, tenemos 


X máx h) 


C 2 t\e 


X 0 _! 

— e = 


Xq 

eco,, 


o 


x 0 = x máx co n e = (0.4) (4.4721)(2.7183) = 4.8626 m/s 

3. Si t 2 indica cuánto tiempo requiere el cañón para regresar a 0.1 m de su posición inicial, tenemos 

0.1 = C 2 í 2 e““"' 2 = 4.8626r 2 e“ 4 - 4721 ' 2 (E.3) 

La solución de la ecuación (E.3) da t 2 = 0.8258 s. 


2.7 Representación gráfica de raíces características 
y soluciones correspondientes+ 


2 . 7.1 


La ecuación (2.59) rige la vibración libre de un sistema de resorte-masa-amortiguador viscoso de 
un solo grado de libertad que se muestra en la figura 2.21: 


mx + ex + kx = 0 


(2.106) 


Raíces de la 

ecuación 

característica 


*Si es necesario, se pueden pasar por alto las secciones 2.7 y 2.8 sin que se pierda la continuidad. 
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cuya ecuación característica se expresa como (ecuación (2.61)): 

ms 2 + es + k = 0 


o 

s 2 + 2¿¡a) n s + cu 2 = 0 


(2.107) 

(2.108) 


Las raíces de esta ecuación característica, llamadas raíces características, o simplemente raíces, 
nos ayudan a entender el comportamiento del sistema. Las ecuaciones (2.62) y (2.68) dan las raíces 
de las ecuaciones (2.107) o (2.108): 


S2 


—c ± Ve 2 — 4mk 

2 m 


(2.109) 


o 

•V|, S 2 = ± ÍCO n Vi - í 2 


( 2 . 110 ) 


Representa¬ 
ción gráfica 
de raíces y 
soluciones 
correspon¬ 
dientes 


Las raíces dadas por la ecuación (2.110) se pueden trazar en un plano complejo, también conocido 

como plano s, indicando la parte real a lo largo del eje horizontal, y la parte imaginaria a lo largo 

del eje vertical. Es preciso observar que la respuesta del sistema está dada por 

x(t) = Cje s ‘ r + C 2 e Slt (2.111) 

donde C¡ y C 2 son constantes; si examinamos las ecuaciones (2.110) y (2.111) se pueden hacer las 

siguientes observaciones: 

1. Como el exponente de un número negativo real mayor (como e~ 2t ) decae más rápido que el ex¬ 
ponente de un número negativo real menor (como e~‘), las raíces que quedan más a la izquierda 
en el plano s indican que las respuestas correspondientes decaen más rápido que las asociadas 
con raíces más cercanas al eje imaginario. 

2. Si las raíces tienen valores reales positivos de s, es decir, las raíces quedan en la mitad dere¬ 
cha del plano s, la respuesta correspondiente crece exponencialmente y por consiguiente será 
inestable. 

3. Si las raíces quedan en el eje imaginario (con valor real cero), la respuesta correspondiente será 
naturalmente estable. 

4. Si la parte imaginaria de las raíces es cero, la respuesta correspondiente no oscilará. 

5. La respuesta del sistema presentará un comportamiento oscilatorio sólo cuando las partes ima¬ 
ginarias de las raíces sean no cero. 

6. Cuanto más a la izquierda queden las raíces en el plano s, más rápido decrecerá la respuesta 
correspondiente. 

7. Cuanto mayor sea la parte imaginaria de las raíces, más alta será la frecuencia de oscilación de 
la respuesta correspondiente del sistema. 


La figura 2.32 muestra algunas localizaciones representativas de las raíces características en el 
plano s y las respuestas correspondientes [2.15], Las características que describen el compor¬ 
tamiento de la respuesta de un sistema incluyen la naturaleza oscilatoria, la frecuencia de oscilación 
y el tiempo de respuesta. Estas características son inherentes al sistema (depende de los valores de 
m, cy k) y están determinadas por las raíces características del sistema pero no por las condiciones 
iniciales. Las condiciones iniciales determinan sólo las amplitudes y ángulos de fase. 
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Figura 2.32 Ubicaciones de raíces características (•) y la respuesta correspondiente del sistema. 


2.8 Variaciones de parámetros y representaciones 
_del lugar geométrico de las raíces_ 


Interpreta¬ 
ciones de w n , 
to d , £ y t en el 
planos 


Aunque las raíces .v, y s 2 aparecen como conjugados complejos, sólo consideramos las raíces en la 
mitad superior del plano s. La raíz .y, aparece como el punto A con el valor real como £a> n y el valor 
complejo oj n \/\ — £ 2 , de modo que la longitud O A es u> n (figura 2.33). Por lo tanto, las raíces que 
se encuentran en el círculo de radio u> n corresponden a la misma frecuencia natural (co n ) del sistema 
(PAQ significa un cuarto del círculo). Por lo tanto, los círculos concéntricos diferentes representan 
sistemas con frecuencias naturales diferentes, como se muestra en la figura 2.34. La línea horizontal 
que pasa por el punto A corresponde a la frecuencia natural amortiguada, co d = oj ;l V I — (' 2 . Así 
pues, las líneas paralelas al eje real indican sistemas con frecuencias naturales amortiguadas dife¬ 
rentes, como se muestra en la figura 2.35. 

Se puede ver, por la figura 2.33, que el ángulo formado por la línea OA con el eje imaginario 
lo da 


sen 6 = 




i 


( 2 . 112 ) 


O 


0 = sen -1 £ (2.113) 

Por lo tanto, las líneas radiales que pasan por el origen corresponden a relaciones de amorti¬ 
guamiento diferentes, como se muestra en la figura 2.36. Por consiguiente, cuando £ = 0, no 
hay amortiguamiento (6 = 0) y la frecuencia natural amortiguada se reducirá a la frecuencia natural 
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Im 


t 



Figura 2.33 Interpretaciones de w n , co d y 


Im 


t 



Re 


Figura 2.34 co n en el plano s. 
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Im 

"di = "«Vi - fj 2 


"rf 2 “ "«Vi - f 2 2 



Figura 2.35 en el plano i. 


Im 


t 



Re 


Figura 2.36 £ en el plano s. 


no amortiguada. Asimismo, cuando £ = 1, tenemos amortiguamiento crítico y la línea radial queda 
a lo largo del eje real negativo. La constante de tiempo, r, del sistema, se define como 

r = y~ (2.114) 

i 

y, por consiguiente, la distancia DO o AB representa el recíproco de la constante de tiempo <¡oj n = —. 
Por consiguiente, líneas diferentes paralelas al eje imaginario indican los recíprocos de constante de 
tiempo diferentes (figura 2.37). 
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Im 



Figura 2.37 r en el plano s. 


Lugar 

geométrico 
de las raíces 
y variaciones 
de parámetro 


Una gráfica que muestra cómo los cambios en uno de los parámetros del sistema modificarán las 
raíces de la ecuación característica del sistema se conoce como gráfica del lugar geométrico de 
las raíces. El método del lugar geométrico de las raíces es un poderoso método de análisis y diseño 
para determinar la estabilidad y respuesta transitoria de un sistema. Para un sistema vibratorio, 
el lugar geométrico de las raíces se puede usar para describir cualitativamente el desempeño del 
sistema a medida que cambian varios parámetros, como la masa, la constante de amortiguamiento 
o la constante de resorte. En el método del lugar geométrico de las raíces, la trayectoria o el lugar 
geométrico de las raíces de la ecuación característica se traza sin encontrar en realidad las raíces 
mismas. Esto se logra con un conjunto de reglas que conducen a una gráfica razonablemente pre¬ 
cisa en un tiempo relativamente corto [2.8]. Estudiamos el comportamiento del sistema variando 
un parámetro, entre la relación de amortiguamiento, la constante de resorte y la masa, a la vez en 
función de las ubicaciones de sus raíces características en el plano s. 


Variación de la relación de amortiguamiento: Variamos la constante de amortiguamiento desde 
cero hasta infinito y estudiamos la migración de las raíces características en el plano s. Para esto, 
utilizamos la ecuación (2.109). Observamos que no es necesario considerar los valores negativos 
de la constante de amortiguamiento (c < 0), porque producen raíces situadas en el semiplano real 
positivo que corresponden a un sistema inestable. Por lo tanto, iniciamos con c = 0 para obtener, a 
partir de la ecuación (2.109), 


s \,2 


\/—Amk 

i- 

2 m 



(2.115) 


Por lo tanto, las ubicaciones de las raíces características se inician en el eje imaginario. Como 
las raíces aparecen en pares conjugados complejos, nos concentramos en el semiplano imaginario 
superior y luego localizamos las raíces en el semiplano imaginario inferior como imágenes de es¬ 
pejo. Manteniendo constante la frecuencia natural no amortiguada (<w„), variamos la constante de 
amortiguamiento c. Se nota que las partes real e imaginaria de las raíces de la ecuación (2.109) se 
pueden expresar como 


c 

2 m 


\/4mk — c 2 


cú„V 1 - £ 2 = <o d 


— a 


-£«>„ y 


2 m 


(2.116) 
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para 0 < £ < 1, encontramos que 


a 2 + co 2 d = col (2.117) 

Como a> n se mantiene fija, la ecuación (2.117) representa la ecuación de un círculo con radio r = 
u> n en el plano cr (real) y plano a> d (imaginario). El vector radio r = a> n formará un ángulo 6 con el 
eje imaginario positivo con 


(ü d _ 

U)„ 

a 

(2.118) 

cr 


(2.119) 

— = 

— = £ 

co„ 

co„ 


- Vi 

~ £ 2 

(2.120) 


Por lo tanto, las dos raíces describen lugares geométricos o trayectorias en la forma de arcos circu¬ 
lares a medida que la relación de amortiguamiento se incrementa desde cero hasta la unidad, como 
se muestra en la figura 2.38. La raíz con parte imaginaria positiva se mueve en dirección contraria 
a la de las manecillas del reloj, mientras que la raíz con parte imaginaria negativa se mueve en 
la dirección de las manecillas del reloj. Cuando la relación de amortiguamiento CC ) es igual a 1, los 
dos lugares geométricos coinciden, lo que indica que las dos raíces coinciden, es decir, la ecuación 
característica tiene raíces repetidas. A medida que incrementamos la relación de amortiguamiento 
más allá de la unidad, el sistema se vuelve sobreamortiguado y, como se vio en la sección 2.6, las 


Eje imaginario 



Figura 2.38 Gráfica del lugar geométrico de las raíces con variación de la relación de amortiguamiento £. 
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Ejemplo 2.13 


dos raíces se vuelven reales. Por las propiedades de una ecuación cuadrática vemos que el pro- 

O 

ducto de dos raíces es igual al coeficiente de la menor potencia de s (la cual es co„ en la ecuación 

( 2 . 108 )). 

Como el valor de a> n se mantiene constante en este estudio, el producto de las dos raíces es una 
constante. Con valores crecientes de la relación de amortiguamiento (£) una raíz se incrementará y 
la otra se reducirá, con el lugar geométrico de cada raíz en el eje real negativo. Por lo tanto, una 
raíz tenderá a — oo y la otra tenderá a cero. Los dos lugares geométricos se unirán o coincidirán 
en un punto, conocido como punto de escape en el eje real negativo. Las dos partes de los lugares 
geométricos que quedan en el eje real negativo, una desde el punto P hasta — oo y la otra desde el 
punto P hasta el origen se conocen como segmentos. 


Estudio de las raíces con variación de c 


Trace el diagrama del lugar geométrico de las raíces del sistema regido por la ecuación 

3i 2 + es + 27 = 0 (E.l) 


variando el valor de c > 0. 


Solución: Las raíces de la ecuación (E.l) resultan de 

-c ± Ve 2 - 324 


(E.2) 


Iniciamos con un valor de c = 0. En c = 0, las raíces son 2 = ±3 i. Estas raíces se muestran como puntos en 
el eje imaginario de la figura 2.39. Al utilizar una secuencia creciente de valores de c, la ecuación (E.2) da las 
raíces como se indica en la tabla 2.1. 


Im 



Figura 2.39 Gráfica del lugar geométrico de las raíces con variación de la constante de amortiguamiento (c). 
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Se ve que las raíces permanecen como conjugados complejos a medida que c se incrementa hasta un va¬ 
lor de c = 18. En c = 18, las dos raíces se vuelven reales e idénticas con un valor de -3.0. A medida que c se 
incrementa más allá de un valor de 18, las raíces permanecen distintas con valores reales negativos. Una raíz 
se vuelve más y más negativa y la otra se vuelve menos y menos negativa. Por lo tanto, a medida que c —* oo, 
una raíz tiende a — oo en tanto que la otra tiende a 0. Estas tendencias de las raíces se muestran en la figura 2.39. 


Tabla 2.1 

Valor de c 

Valor de .v, 

Valor de s 2 

0 

+ 3 i 

-3 i 

2 

-0.3333 + 2.9814; 

-0.333 - 2.9814;' 

4 

-0.6667 + 2.9721;' 

-0.6667 - 2.9721; 

6 

-1.0000 + 2.8284;' 

-1.0000 - 2.8284;' 

8 

-1.3333 +2.6874;' 

-1.3333 - 2.6874; 

10 

-1.6667 + 2.4944;' 

-1.6667 - 2.4944;' 

12 

-2.0000 + 2.2361;' 

-2.0000 - 2.2361; 

14 

-2.3333 + 1.8856;' 

-2.3333 - 1.8856/ 

16 

-2.6667 + 1.3744;' 

-2.6667 - 1.3744/ 

18 

-3.0000 

-3.0000 

20 

-1.8803 

-4.7863 

30 

-1.0000 

-9.0000 

40 

-0.7131 

-12.6202 

50 

-5587 

-16.1079 

100 

-0.2722 

-33.0611 

1000 

-0.027 

-333.3063 


Variación de la constante de resorte: Como la constante de resorte no aparece explícitamente en 
la ecuación (2.108), consideramos una forma específica de la ecuación característica (2.107) como: 

í 2 + 16í + k = 0 (2.121) 


Las raíces de la ecuación (2.121) son 


■* 1,2 


-16 ± V256 - 4 k 
2 


-8 ± V64 - k 


( 2 . 122 ) 


Como la rigidez de resorte no puede ser negativa para sistemas vibratorios reales, consideramos 
la variación de los valores de k desde cero hasta infinito. La ecuación (2.122) muestra que para 
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0 < k < 64, las dos raíces son reales e idénticas. A medida que k se hace mayor que 64, las raíces 
se vuelven conjugados complejos. Las raíces correspondientes a valores diferentes de k se muestran 
en la tabla 2.2. Las variaciones de las dos raíces se trazan (como puntos) como se muestra en la 
figura 2.40. 

Variación de la masa: Para hallar la migración de las raíces con una variación de la masa m, con¬ 
sideramos una forma específica de la ecuación característica, la ecuación (2.107), como 

ms 2 + 14.v + 20 = 0 (2.123) 


cuyas raíces son 


•* 1,2 


-14 ± V196 - 80 m 
2 m 


(2.124) 


Como no es necesario considerar los valores negativos ni el valor cero de la masa para sistemas 
físicos, variamos el valor de m en el rango 1 < ni < oo. Algunos valores de m y las raíces corres¬ 
pondientes dadas por la ecuación (2.124) se muestran en la tabla 2.3. 

Se ve que ambas raíces son negativas con valores (—1.6148, —12.3852) para m = 1 y (— 2, — 5) 
para m = 2. Se observa que la raíz mayor se mueve hacia la izquierda y que la menor se mueve ha¬ 
cia la derecha, como se muestra en la figura 2.41. Se halla que las raíces mayor y menor convergen 
hacia el valor —2.8571 a medida que m se incrementa a un valor de 2.45. Más allá de este valor de m 
= 2.45, las raíces se vuelven conjugados complejos. A medida que el valor de m se incrementa des¬ 
de 2.45 hasta un valor grande ( —> oo), los lugares geométricos de los dos conjugados complejos 
(raíces) se muestran por medio de la curva (círculo) que se muestra en la figura 2.41. Para m —* oo, 
ambas raíces conjugadas complejas convergen a cero (s¡, s 2 —» 0). 


Tabla 2.2 

Valor de k 

Valor desj 

Valor de s 2 

0 

0 

-16 

16 

-1.0718 

-14.9282 

32 

-2.3431 

-13.6569 

48 

-4 

-12 

64 

-8 

-8 

80 

-8 + 4 i 

1 

OO 

1 

96 

-8 + 5.6569 i 

-8 - 5.65691 

112 

-8 + 6.9282; 

-8 - 6.9282; 

128 

-8 + 8 i 

1 

OO 

1 

oo 
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Im 



Figura 2.40 Gráfica del lugar geométrico de las raíces con variación de la constante de resorte (k). 


Tabla 2.3 

Valor de m 

Valor de v. 

Valor de s 2 

1 

-1.6148 

-12.3852 

2 

-2.0 

-5.0 

2.1 

-2.0734 

-4.5932 

2.4 

-2.5 

-3.3333 

2.45 

-2.871 

-2.871 

2.5 

-2.8 + 0.4000/ 

-2.8 + 0.4000/ 

3 

-2.3333 + 1.1055/ 

-2.3333 - 1.1055/ 

5 

-1.4 + 1.4283/ 

-1.4 - 1.4283/ 

8 

-0.8750 + 1.3169/ 

-0.8750 - 1.3169/ 

10 

-0.7000 + 1.2288/ 

-0.7000 - 1.2288/ 

14 

-0.5000 + 1.0856/ 

-0.5000 - 1.0856/ 

20 

-0.3500 + 09367/ 

-0.3500 - 09367/ 

30 

-0.2333 + 0.7824/ 

-0.2333 - 0.7824/ 

40 

-0.1750 + 06851/ 

-0.1750 - 06851/ 

50 

-0.1400 + 0.6167/ 

-0.1400 - 0.6167/ 

100 

-0.0700 + 0.4417/ 

-0.0700- 0.4417/ 

1000 

-0.0070 + 0.1412/ 

-0.0070 - 0.1412/ 
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2.9 Vibración libre con amortiguamiento de Coulomb 


En muchos sistemas mecánicos se utilizan amortiguadores de Coulomb o de fricción seca por su 
sencillez y comodidad mecánica [2.9]. Inclusive, en estructuras vibratorias, siempre que los com¬ 
ponentes se deslizan entre sí, el amortiguamiento de fricción seca aparece internamente. Como se 
manifestó en la sección 1.9, el amortiguamiento de Coulomb surge cuando los cuerpos se deslizan 
sobre superficies secas. La ley de Coulomb de fricción seca establece que, cuando dos cuerpos es¬ 
tán en contacto, la fuerza requerida para producir deslizamiento es proporcional a la fuerza normal 
que actúa en el plano de contacto. Por lo tanto, la fuerza de fricción F se expresa como 

F = ¡±N = ¡J.W = [JLmg (2.125) 

donde N es la fuerza normal, igual al peso de la masa (W = mg) y ¡jl es el coeficiente de desli¬ 
zamiento o fricción cinética. El valor del coeficiente de fricción (/ jl ) depende de los materiales en 
contacto y de la condición de las superficies en contacto. Por ejemplo, /r — 0.1 para metal sobre 
metal (lubricado), 0.3 para metal sobre metal (no lubricado), casi 1.0 para caucho sobre metal. La 
fuerza de fricción actúa en una dirección opuesta a la dirección de la velocidad. En ocasiones al 
amortiguamiento de Coulomb se le conoce como amortiguamiento constante, puesto que la fuerza 
de amortiguamiento es independiente del amortiguamiento del desplazamiento y la velocidad; de¬ 
pende sólo de la fuerza normal N entre las superficies deslizantes. 
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Ecuación de 
movimiento 


Considere un sistema de un solo grado de libertad con fricción seca como se muestra en la figura 
2.42(a). Como la fuerza de fricción varía con la dirección de la velocidad, tenemos que considerar 
dos casos, como se indica en las figuras 2.42(b) y (c). 

Caso 1. Cuando x y dx/dt son positivas o cuando x es negativa y dx/dt es positiva (es decir, en el 
semiciclo durante el cual la masa se mueve de izquierda a derecha), la ecuación de movimiento se 
obtiene aplicando la segunda ley del movimiento de Newton (vea la figura 2.42(b)): 

mx = —kx — ¡iN o mx + kx = —¡xN (2.126) 


Ésta es una ecuación diferencial no homogénea de segundo grado. La solución se verifica sustitu¬ 
yendo la ecuación (2.127) en la ecuación (2.126): 


x(t) = A] eos a>„t + A 2 sen«„f- (2.127) 

k 

donde a> n = V k/m es la frecuencia de vibración y A¡ y A 2 son constantes cuyos valores dependen 
de las condiciones iniciales de este semiciclo. 

Caso 2. Cuando x es positiva y dx/dt es negativa o cuando x es negativa y dx/dt es negativa (es 
decir, en el semiciclo durante el cual la masa se mueve de derecha a izquierda), la ecuación de mo¬ 
vimiento se deriva desde la ecuación 2.42(c) como 

—kx + ¡jlN = mx o mx + kx = ¡xN (2.128) 

La solución de la ecuación (2.128) es 

, , ¡xN 

x(t) = AjCosui n t + A^sencúnt H-— (2.129) 

k 

donde A 3 y A 4 son constantes que se tienen que hallar a partir de las condiciones iniciales de este 
semiciclo. El término fxN/k que aparece en las ecuaciones (2.127) y (2.129) es una constante que 
representa el desplazamiento virtual del resorte sometido a la fuerza ¡xN , aplicada como una fuerza 
estática. Las ecuaciones (2.127) y (2.129) indican que en cada semiciclo el movimiento es armóni¬ 
co, con la posición de equilibrio cambiando de ¡xN/k a— (¡xN/k) cada medio ciclo, como se muestra 
en la figura 2.43. 



Figura 2.42 Sistema de resorte y masa con amortiguamiento de Coulomb. 
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Solución 


Las ecuaciones (2.126) y (2.128) se pueden expresar como una sola ecuación (aplicando N = mg ): 

mx + iamg sgn(i) + kx = 0 (2.130) 

donde sgn(y) se conoce como función signum (o signo), cuyo valor se define como 1 para y > 0, — 1 
para y < 0, y 0 para y = 0. Se ve que la ecuación (2.130) es una ecuación diferencial no lineal para 
la cual no existe una solución analítica simple. Se pueden utilizar métodos numéricos para resolver la 
ecuación (2.130) de manera cómoda (vea el ejemplo 2.21). Sin embargo, la ecuación (2.130) se 
puede resolver analíticamente si dividimos el eje de tiempo en segmentos separados por i = 0 
(es decir, intervalos de tiempo con diferentes direcciones de movimiento). Para hallar la solución 
siguiendo este procedimiento, supongamos las condiciones iniciales como 

x(t = 0) = Xq 

x{t = 0) = 0 (2.131) 


Esto es, el sistema se inicia con velocidad y desplazamiento cero x 0 en el instante t = 0. Como 
x = x () en el instante t = 0, el movimiento se inicia de derecha a izquierda. Sean ,r 0 , x¡, x 2 , ... las 
amplitudes del movimiento en semiciclos sucesivos. Si utilizamos las ecuaciones (2.129) y (2.131), 
podemos evaluar las constantes A 3 y A 4 : 


^3 ~ -*o — 


¡iN 
k ’ 


A 4 = 0 



Figura 2.43 Movimiento de la masa con amortiguamiento de Coulomb. 
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Esta solución es válida sólo para el semiciclo dado, es decir para 0 < í < ir/a> n . Cuando t = tt/ u> n , 
la masa estará en su posición extrema izquierda y su desplazamiento con respecto a la posición de 
equilibrio se determina con la ecuación (2.132): 

( tt'\ ( /i N\ ( 2 fiN 

v» “ ir J™” + ' "V o “ ~r 


Como el movimiento se inició con un desplazamiento de x = x 0 y, en un semiciclo, el valor de x se 
volvió — [jc 0 — (2 ¡jiN/k)], la reducción de la magnitud de x en el tiempo 77 /a> n es 2 ¡iN/k. 

En el segundo semiciclo, la masa se mueve de izquierda a derecha, así que se tiene que utilizar 
la ecuación (2.127). Las condiciones iniciales en este semiciclo son 


x{t = 0) = valor de x en el instante t = — en la ecuación (2.132) = 

u> n 



2/jlN 

k 


y 


x(t = 0) = valor de x en el instante t = — en la ecuación. (2.132) 


¡xN \ 7r 

= valor de — <w„| x 0 -— I sen a>„t en t = — ( = 0 


Por lo tanto, las constantes en la ecuación (2.127) son 

3 ¡jlN 


-A! = —x 0 + 


k ’ 


-A?. — 


de modo que la ecuación (2.127) se escribe como 


i ^ N \ t 

X(t) = \ X 0 -— I eos <W„Í-— 


(2.133) 


Esta ecuación es válida sólo para el segundo semiciclo, es decir, para 7 r/w n < í < 2 tt /w n . Al final 
de este semiciclo el valor de x(t) es 




en la ecuación (2.133) = xq — 


4 ¡iN 
k 


y 




en la ecuación (2.133) = 0 


Éstas se convierten en las condiciones iniciales para el tercer semiciclo, y el procedimiento con¬ 
tinúa hasta que el movimiento se detiene. El movimiento cesa cuando x n s ¡iN/k , puesto que la 
fuerza de restauración ejercida por el resorte ( kx ) será entonces menor que la fuerza de fricción ¡jlN. 
Por lo tanto, el número de semiciclos (r) que transcurren antes de que el movimiento cese es 

2/jlN ¡jlN 

Xn — r - < - 
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es decir. 



Observe las siguientes características de un sistema con amortiguamiento de Coulomb: 

1. La ecuación de movimiento es no lineal con amortiguamiento de Coulomb, en tanto que es lineal 
con amortiguamiento viscoso. 

2. La frecuencia natural del sistema no se altera si se agrega el amortiguamiento de Coulomb, 
mientras se reduce con la adición de amortiguamiento viscoso. 

3. El movimiento es periódico con amortiguamiento de Coulomb, mientras que puede ser no perió¬ 
dico en un sistema viscosamente amortiguado (sobreamortiguado). 

4. El sistema entra en reposo después de un cierto tiempo con amortiguamiento de Coulomb, mien¬ 
tras que el movimiento teóricamente continúa por siempre (tal vez con una amplitud infinitesi¬ 
malmente pequeña) con amortiguamiento viscoso y de histéresis. 

5. La amplitud se reduce linealmente con amortiguamiento de Coulomb, mientras que se reduce 
exponencialmente con amortiguamiento viscoso. 

6. En cada ciclo sucesivo, la amplitud del movimiento se reduce en la cantidad 4 ¡lN /k, de modo 
que las amplitudes al final de cualquiera de los dos ciclos consecutivos están relacionadas: 

4/x/V 

^m ~ X, n — 1 — (2.135) 

A medida que la amplitud se reduce en una cantidad 4/iN/k en un ciclo (es decir, en el tiempo 
2tt/ u> n ), la pendiente de las líneas rectas envolventes (punteadas) en la figura 2.43 es 

__ / 4 ¡jlN \ / í 2tt\ _ _( 2 ¡jlN cj n \ 

Por lo común, la posición final de la masa se desplaza de su posición de equilibrio (x = 0) y 
representa un desplazamiento permanente en el cual la fuerza de fricción está enlazado. Un 
leve golpeteo hará que la masa llegue a su posición de equilibrio. 


Sistemas 
torsionales 
con amorti¬ 
guamiento 
de Coulomb 


Si un par de torsión de fricción constante actúa en un sistema torsional, la ecuación que rige las os¬ 
cilaciones angulares del sistema se deriva de una manera similar a las ecuaciones (2.126) y (2.128), 
como 

J 0 'Ó + k,6 = -T (2.136) 


y 


j 0 é + k t e = t 


(2.137) 


donde T indica el par de torsión de amortiguamiento constante (similar a ¡jlN para vibraciones linea¬ 
les). Las soluciones de las ecuaciones (2.136) y (2.137) son similares a las de las vibraciones lineales. 
En particular, la frecuencia de vibración es 

(2.138) 
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Ejemplo 2.14 


Ejemplo 2.15 


y la amplitud del movimiento al final del semiciclo r-ésimo (9 r ) es 

Or = 00 - r^~ (2.139) 

k t 

donde 9 0 es el desplazamiento angular inicial en t = 0 (con 6 = 0 en t = 0). El movimiento cesa 
cuando 


r > 





2 T 


k t 


(2.140) 


Coeficiente de fricción a partir de posiciones medidas de la masa 

Un bloque de metal, colocado sobre una superficie rugosa, se une a un resorte y se le imparte un desplazamien¬ 
to inicial de 10 cm a partir de su posición de equilibrio. Después de cinco ciclos de oscilación en 2 s, se ve que 
la posición final del bloque está a 1 cm de su posición de equilibrio. Encuentre el coeficiente de fricción entre la 
superficie y el bloque de metal. 

Solución: Como se observó que en 2 s ocurrieron cinco ciclos de oscilaciones, el periodo (r„) es 2/5 = 0.4 s, 
y por consiguiente la frecuencia de oscilación es cj n = \¡\ = (j? = jyj = 15.708 rad/s. Como la amplitud 
de oscilación se reduce en 

4fíN 4/xmg 
k k 

en cada ciclo, la reducción de amplitud en cinco ciclos es 


/ 4/xm g 

\“ 


= 0.10 - 0.01 


0.09 m 


o 


0.09 k 
20 mg 


0.09 col 

20 g 


0.09(15.708) 2 

20(9.81) 


0.1132 


Polea sometida a amortiguamiento de Coulomb 

Una flecha de acero de 1 m de largo y 50 mm de diámetro tiene un extremo fijo y en otro tiene una polea de 
momento de inercia de masa de 25 kg-m 2 . Un freno de mano ejerce un par de torsión de fricción constante 
de 400 N-m alrededor de la circunferencia de la polea. Si la polea se desplaza 6 o y luego se suelta, determine (1) 
la cantidad de ciclos antes de que la polea se detenga, y (2) la posición final de la polea. 
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Solución: 


1. La ecuación (2.140) da la cantidad de semiciclos que transcurren antes de que el movimiento angular de la 
polea cese: 

T 

0o - 


k t 


2 T 

k t 


(E.l) 


donde 0 o = desplazamiento angular inicial = 6 o = 0.10472 rad, k t = constante de resorte torsional de la 
flecha dada por 




(8 X 10 lu )<¡—(0.05) 


= 49,087.5 N-m/rad 


1 1 

y T = par de torsión de fricción constante aplicado a la polea = 400 N-m. La ecuación (E.l) da 

400 


0.10472 - 


49,087.5 


800 


49,087.5 


= 5.926 


Por lo tanto, el movimiento cesa después de seis semiciclos. 

2. La ecuación (2.120) da el desplazamiento angular después de seis semiciclos: 


6 = 0.10472 - 6 X 21 


400 

49,087.5 


= 0.006935 rad = 0.39734° 


Por lo tanto, la polea se detiene a 0.39734° desde la posición de equilibrio en el mismo lado del despla¬ 
zamiento inicial. 


2.10 Vibración libre con amortiguamiento histerético 


Considere el sistema de resorte y amortiguador viscoso de la figura 2.44(a). Para este sistema, la 
fuerza F necesaria para impartir un desplazamiento x(t) está dada por 

F = kx + ex (2.141) 

Para un movimiento armónico de frecuencia u> y amplitud X, 

x(t) = X sen u>t (2.142) 

Las ecuaciones (2.141) y (2.142) dan por resultado 

F(t) = kX sen cot + cXa> eos u>t 

= kx ± cwV X 2 — (X sen cot) 2 
= kx ± c<w\/ X 2 — x 2 


(2.143) 
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F 



Figura 2.44 Sistema de resorte y amortiguador viscoso. 


Cuando se traza F contra x, la ecuación (2.143) representa un lazo cerrado, como se muestra en la 
figura 2.44(b). El área del lazo indica la energía disipada por el amortiguador en un ciclo de movi¬ 
miento y se expresa como 


AW 


(*27t/ü 


F dx = 


(kX sen cot + cXa> eos cot)(aiX eos a>t)dt 


= TTCÚCX 2 


(2.144) 


La ecuación (2.144) también se derivó en la sección 2.6.4 (vea la ecuación (2.98)). 

Como se enunció en la sección 1.9, el amortiguamiento originado por la fricción entre los pla¬ 
nos intemos que deslizan o resbalan a medida que el material se deforma, se llama amortiguamiento 
de histéresis (o sólido o estructural). Éste hace que se forme un lazo de histéresis en la curva de 
esfuerzo-deformación o fuerza-desplazamiento (vea la figura 2.45(a)). La pérdida de energía en 
un ciclo de carga y descarga es igual al área encerrada por el lazo de histéresis [2.11-2.13]. La 
semejanza entre las figuras 2.44(b) y 2.45(a) se puede usar para definir una constante de amorti¬ 
guamiento de histéresis. Se encontró experimentalmente que la pérdida de energía por ciclo a causa 
de la fricción interna es independiente de la frecuencia pero aproximadamente proporcional al cua¬ 
drado de la amplitud. Para lograr este comportamiento observado a partir de la ecuación (2.144), se 
supone que el coeficiente de amortiguamiento c es inversamente proporcional a la frecuencia como 


c = 


h 

(O 


(2.145) 


donde h se conoce como constante de amortiguamiento de histéresis. Las ecuaciones (2.144) y 
(2.145) dan por resultado 

A W = 7 ThX 2 (2.146) 


Rigidez compleja. En la figura 2.44(a), el resorte y el amortiguador están conectados en paralelo, 
y para un movimiento armónico general, x = Xe i<ot , la fuerza es 


F = kXe l<út + cwiXe“° r = (k + iwc)x 


(2.147) 
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Esfuerzo (fuerza) 



(a) 





*(o m 


(b) 


Figura 2.45 Lazo de histéresis. 


Asimismo, si un resorte y un amortiguador de histéresis se conectan en paralelo, como se muestra 
en la figura 2.45(b), la relación fuerza-desplazamiento se expresa como 


donde 


F = (k + ih)x 


(2.148) 


k + ih 


. h 

1 + i — 
k 


k( 1 + i/3) 


(2.149) 


se conoce como rigidez compleja del sistema y [3 = h/kes una constante que indica una medida de 
amortiguamiento sin unidades. 

Respuesta del sistema. En función de /3, la pérdida de energía por ciclo se expresa como 

AW = Trk/3X 2 (2.150) 

Con amortiguamiento de histéresis se puede considerar que el movimiento es casi armónico (puesto 
que AVE es pequeño), y la reducción de la amplitud por ciclo se determina utilizando un balance 
de energía. Por ejemplo, las energías en los puntos P y Q (separadas por un semiciclo) en la figura 
2.46 están relacionadas como 


kXj irkfiXj TTkf3Xj +05 _ kXj +05 

2 ~ 4 4 2 


O 


X J 


X j+ 0.5 


2 + 77 
2 — 77 


P 

P 


(2.151) 
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x(t) 



Figura 2.46 Respuesta de un sistema histeréticamente amortiguado. 


Asimismo, las energías en los puntos Q y R resultan 

Xj+ 0.5 1 2 + 77 /3 

Xj+i ~ V 2 - tt(1 

La multiplicación de las ecuaciones (2.151) y (2.152) da 


Xj _ 2 + tt/3 
X^i ~ 2-77 ¡5 


2 — 7t/ 3 + 27r/3 
2-77/3 


1 + 77/3 = constante 


El decremento logarítmico histerético se define como 


8 = ln 


X j 


V +1 


— ln (1 + 77/3) — 77/3 


(2.152) 


(2.153) 


(2.154) 


Como se supone que el movimiento es aproximadamente armónico, la frecuencia correspondiente 
está definida por [2.10]: 


a> 



(2.155) 


La relación de amortiguamiento viscoso equivalente £ eq 
decremento logarítmico 5: 

8 =* 277£ eq ^ 77^3 = 

_ /3 _ h_ 

^ eq ~ 2 ~ 2k 


se determina igualando la relación del 

77 h 

k 

(2.156) 


Por lo tanto, la constante de amortiguamiento equivalente c eq está dada por 


£ eq = 2Vmf ■- = /3Vm& = — = — 

u> 


(2.157) 


Observe que el método de encontrar un coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente 
para un sistema estructuralmente amortiguado es válido sólo para excitación armónica. El análisis 
anterior supone que la respuesta del sistema es aproximadamente armónica a la frecuencia a>. 
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Ejemplo 2.16 


Estimación de la constante de amortiguamiento histerético 

Las mediciones experimentales en una estructura arrojaron los datos de fuerza-deflexión mostrados en la 
figura 2.47. A partir de estos datos, calcule la constante de amortiguamiento histerético /3 y el decremento 
logarítmico S. 

Solución: 

Método: Igualamos la energía disipada en un ciclo (área encerrada por el lazo de histéresis) a AW de la ecua¬ 
ción (2.146). 




(b) deflexión. 
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Ejemplo 2.17 


El área encerrada por la curva de histéresis proporciona la energía disipada en cada ciclo de carga completo. 
Cada cuadro de la figura 2.47 indica 100 X 2 = 200 N-mm. El área encerrada por el lazo se puede hallar como 
área ACB + área ABDE + área DFE — | (AB) ( CG ) + ( AB)(AE ) + \ ( DE)(FH) = \ (1.25)(1.8) + (1.25)(8) 
+ j (1.25)(1.8) = 12.25 unidades cuadradas. Esta área representa una energía de 12.25 X 200(1000 = 2.5 
N-m. A partir de la ecuación (2.146), tenemos 


\W = nhX 2 = 2.5 N-m (E.l) 

Como la deflexión máxima X es de 0.008 m y la pendiente de la curva fuerza-deflexión (dada aproximadamen¬ 
te por la pendiente de la línea OF ) es k = 400/8 = 50 N/rnm = 50,000 N/m, la constante de amortiguamiento 
histéretico h es 


y por consiguiente 


\W _ 2.5 

7 tX 2 7t(0.008) 2 


12,433.95 



12,433.95 

50,000 


0.248679 


El decremento logarítmico se puede hallar como 


8 — 7r/3 = 7r(0. 248679) = 0.78125 


(E.2) 


(E.3) 


Respuesta de una estructura de puente histeréticamente amortiguada 

La estructura de un puente se modela como un sistema de un solo grado de libertad con una masa equivalente 
de 5 X 10 5 kg y una rigidez equivalente de 25 X 10 6 N/m. Durante una prueba de vibración libre, se encontró 
que la relación de amplitudes sucesivas era de 1.04. Calcule la constante de amortiguamiento de la estructura 
(/3) y la respuesta de vibración libre del puente. 

Solución: Utilizando la relación de amplitudes sucesivas, la ecuación (2.154) produce el decremento logarít¬ 
mico de histéresis (8) como 


8 = 



ln(1.04) = ln(l + tt-jS) 


o 

0.04 

1 + 77,3 = 1.04 o ¡3 = - = 0.0127 

ir 


El coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente (c eq ) se determina a partir de la ecuación (2.157) como 


c 


eq 


¡3k 

ü) 



(E.l) 
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Aprovechando los valores conocidos de la rigidez equivalente (k) y la masa equivalente (m) del puente, la 
ecuación (E.l) da por resultado 


c eq = (0.0127)V(25 X 10 6 )( 5 X 10 5 ) = 44.9013 X 10 3 N-s/m 


La constante de amortiguamiento crítico equivalente del puente se calcula aplicando la ecuación (2.65) como 


c c = iVkm = 2V 7 (25 X 10 6 )(5 X 10 5 ) = 7071.0678 X 10 3 N-s/m 


Como c eq < c c , el puente está subamortiguado y por consiguiente la ecuación (2.72) da su respuesta de vibra¬ 
ción libre como 


x(t) 


e -<{ xq eos Vi — f 2 (o„t + 


i 0 + £(o„x 0 

Vi - f 2 ü>„ 


Vi - í 1 


to„t 


donde 


^eq _ 40.9013 X 10 3 
c c 7071.0678 X 10 3 


0.0063 


y x 0 y i 0 indican el desplazamiento y la velocidad iniciales al comenzar la vibración libre. 


2.11 Estabilidad de sistemas 


La estabilidad es una de las características más importantes de cualquier sistema vibratorio. Aun 
cuando el término estabilidad se puede definir de muchas maneras según la clase de sistema o 
el punto de vista, consideramos la definición de sistemas lineales e invariables con el tiempo (es 
decir, sistemas cuyos parámetros m, c y k no cambian con el tiempo). Un sistema se define como 
asintóticamente estable (llamado estable en literatura de controles) si su respuesta de vibración 
libre tiende a cero a medida que el tiempo tiende a infinito. Un sistema se considera inestable si su 
respuesta de vibración libre crece ilimitadamente (tiende a infinito) a medida que el tiempo tiende a 
infinito. Por último, se dice que un sistema es estable (llamado marginalmente estable en literatura 
de controles) si su respuesta de vibración libre ni decae ni crece, sino que permanece constante u 
oscila a medida que el tiempo tiende a infinito. Es evidente que un sistema inestable cuya respuesta 
de vibración libre crece sin límites puede dañar el sistema, las propiedades adyacentes y la vida 
humana. Usualmente, los sistemas dinámicos se diseñan con límites para impedir que las respuestas 
crezcan sin límite. 

Como se verá en los capítulos 3 y 4, la respuesta total de un sistema vibratorio, sometido a 
fuerzas y/o excitaciones externas, se compone de dos partes: la respuesta forzada y la respuesta de 
vibración libre. Para tales sistemas, las definiciones de sistemas asintóticamente estables, inestables 
y estables antes dadas siguen siendo válidas. Esto implica que, para sistemas estables, únicamente 
la respuesta forzada permanece a medida que la respuesta de vibración se acerca a cero al tender el 
tiempo a infinito. 
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La estabilidad se puede interpretar en función de las raíces características del sistema. Como se 
vio en la sección 2.7 las raíces situadas en el semiplano izquierdo dan o un decaimiento exponencial 
puro o respuestas de vibración libre sinusoidales amortiguadas. Estas respuestas decaen a cero a 
medida que el tiempo tiende a infinito. Por lo tanto, los sistemas cuyas raíces características quedan 
en la mitad izquierda del plano s (con una parte negativa real) serán asintóticamente estables. Las 
raíces que quedan en la mitad derecha del semiplano dan por resultado o respuestas de vibración li¬ 
bre puras exponencialmente crecientes, o respuestas de vibración libre senoidales exponencialmente 
crecientes. Estas respuestas de vibración tienden a infinito en cuanto el tiempo se acerca a infinito. 
Por lo tanto, los sistemas cuyas raíces características quedan en la mitad derecha del plano s (con 
una parte real positiva) serán inestables. Finalmente, las raíces que quedan en el eje imaginario del 
plano s producen oscilaciones enoidales puras como respuesta de vibración libre. La amplitud de 
estas respuestas ni se incrementa ni disminuye a medida que el tiempo se incrementa. Por lo tanto, 
los sistemas cuyas raíces características quedan en el eje imaginario del plano s (con parte real cero) 
serán estables. 3 

Notas: 

1. Es evidente, por la definición dada, que los signos de los coeficientes de la ecuación caracterís¬ 
tica, ecuación (2.107), determinan el comportamiento de estabilidad de un sistema. Si hay cual¬ 
quier cantidad de términos negativos o si falta cualquier término en el polinomio en s, entonces 
una de las raíces será positiva, lo que producirá un comportamiento inestable del sistema, por 
ejemplo. Este aspecto se considera más a fondo en las secciones 3.11 y 5.8 en la forma del cri¬ 
terio de estabilidad de Routh-Hurwitz. 

2. En un sistema inestable, la respuesta de vibración libre puede crecer sin límite, sin oscilaciones 
o sin límite con oscilaciones. El primer comportamiento se denomina inestabilidad divergente 
y al segundo se le llama inestabilidad de vibración. Estos casos también se conocen como vi¬ 
bración autoexcitada (vea la sección 3.11). 

3. Si un modelo lineal es asintóticamente estable, en ese caso no es posible encontrar un conjunto 
de condiciones iniciales con las cuales la respuesta tienda a infinito. Por otra parte, si el modelo 
lineal del sistema es inestable, es posible que ciertas condiciones iniciales pudieran hacer que 
la respuesta tienda a cero a medida que se incrementa el tiempo. Como un ejemplo, considere 
un sistema regido por la ecuación de movimiento x — x = 0 con raíces características dadas 
por Sj 2 = TI. Por lo tanto, la respuesta está dada por x(t) = Cjc - ' + C 2 e', donde C¡ y C 2 son 
constantes. Si las condiciones iniciales se especifican comox(O) = 1 y 4(0) = —1, vemos que 
C¡ = 1 y C 2 = 0 y por consiguiente la respuesta es x(t) = e~\ la cual tiende a cero a medida que 
el tiempo tiende a infinito. 

4. En las figuras 2.48(a) — (d) se muestran respuestas comunes correspondientes a diferentes tipos 
de estabilidad. 

5. La estabilidad de un sistema también se puede explicar respecto de su energía. Según su esque¬ 
ma, se considera que un sistema es asintóticamente estable, estable, o inestable si su energía se 
reduce, se mantiene constante o se incrementa con el tiempo. Esta idea constituye la base del 
criterio de estabilidad de Lyapunov [2.14, 2.15] 

6 . La estabilidad de un sistema también se puede investigar con base en qué tan sensible sea la 
respuesta o movimiento a pequeñas perturbaciones (o variaciones) en los parámetros (m, c y k) 
y/o a pequeñas perturbaciones en las condiciones iniciales. 


3 En rigor, el enunciado es verdadero sólo si las raíces que quedan en el eje imaginario aparecen con multiplicidad uno. Si 
tales raíces aparecen con multiplicidad n > 1, el sistema será inestable porque la respuesta de vibración libre de tales siste¬ 
mas será de la forma Ct n sen (cut + ó). 



Ejemplo 2.18 
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x(t) 




Sistema asintóticamente estable 


(b) 



Sistema inestable (con inestabilidad de divergente) 

(c) 



Sistema inestable (con inestabilidad de vibración) 

m) Figura 2.48 Diferentes tipos de estabilidad. 


Estabilidad de un sistema 


Considere una barra rígida uniforme, de masa m y largo /, con un extremo pivotado y el otro conectado simé¬ 
tricamente por dos resortes, como se muestra en la figura 2.49. Suponiendo que los resortes no están alargados 
cuando la barra es vertical, obtenga la ecuación de movimiento del sistema para desplazamientos angulares 
pequeños (0) de la barra alrededor del pivote, e investigue el comportamiento de estabilidad del sistema. 


Solución: Cuando la barra se desplaza un ángulo 9, la fuerza en cada resorte es kl sen 9, la fuerza total es 2 kl 
sen 9. La fuerza de la gravedad W = mg actúa verticalmente hacia abajo a través del centro de gravedad, G. El 
momento en torno al punto de rotación O debido a la aceleración angular 9 es Jq 6 = (mi 2 /3) 9. Por lo tanto 
la ecuación de movimiento de rotación de la barra, alrededor del punto O, se escribe como 


mi" / 

—— 9 + (2 kl sen 9)1 eos 9 — W — sen 9 = 0 


(E.l) 
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Para oscilaciones pequeñas, la ecuación (E. 1) se reduce a 


mi 


Wl 


e + 2 ki 2 e - -o = o 

3 2 


0 + a 1 d = 0 


donde 


12 kl 2 - 3 Wl 
2 mi 2 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


La ecuación característica está dada por 

í 2 + a 2 = 0 (E.5) 

y por tanto la solución de la ecuación (E.2) depende del signo de a 1 como se indica a continuación. 

Caso 1. Cuando (12 kl 2 — 3Wl)/2ml 2 > 0, la solución de la ecuación (E.2) representa un sistema estable con 
oscilaciones estables y se expresa como 

8(t) = A\ eos (o n t + A 2 sen <u„í (E.6) 


donde A¡ y A 2 son constantes y 


(12 kl 2 - 3 Wl 
2ml 2 


1/2 


(E.7) 
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Caso 2. Cuando(12L/ 2 — 3Wl)/2mP = 0, la ecuación se reduce a 8 = 0 y la solución de obtiene directamente 
al integrar dos veces como 


(9(0 = Cjf + C 2 


(E.8) 


Para las condiciones iniciales 8(t = 0) = 9 0 y 8(t = 0) = Óq , la solución es 

8(t) = 8 0 t + (9 0 (E.9) 

La ecuación (E.9) muestra que el sistema es inestable con el desplazamiento angular incrementándose lineal¬ 
mente a una velocidad constante 8 0 . Sin embargo, si (9 0 = 0, la ecuación (E.9) indica una posición estable o 
de equilibrio estático con 8 = 8 0 \ es decir, el péndulo permanece en su posición original, definida por 8 = 8 0 . 

Caso 3. Cuando (12tí 2 - 3WD/2mP < 0, la solución de la ecuación (E.2) se expresa como 


< 9(0 = B\e at + B 2 e~ at 


(E. 10) 


donde y B 2 son constantes. Para las condiciones iniciales (9(í = 0) = (9 0 , 8(t = 0) = 8q, la ecuación (E. 10) 
se escribe como 


0(0 = ^-[(a»o + Ó 0 )e at + (ad 0 ~ é 0 )e~ ar ] (E.ll) 

2 a 

La ecuación (E.ll) muestra que 9(t) se incrementa exponencialmente con el tiempo, por consiguiente el movi¬ 
miento es inestable. La razón física de esto es que el momento de restauración producido por el resorte (2kP8), 
el cual trata de regresar el sistema a la posición de equilibrio, es menor que el momento de no restauración 
debido a la gravedad [— W{1 /2) <9], el cual trata de alejar la masa de la posición de equilibrio. 


2.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 2.19 Variaciones de la frecuencia natural y el periodo con deflexión estática 

Trace las variaciones de la frecuencia natural y el periodo de tiempo con deflexión estática de un sistema no 
amortiguado utilizando MATLAB. 


Solución: Las ecuaciones (2.28) y (2.30) proporcionan la frecuencia natural (io n ) y el periodo (r„): 



a>, 


1/2 
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Ejemplo 2.20 


Si se aplica g = 9.81 m/s 2 , o) n y r n se trazan en el rango de 5 st = 0 a 0.5 utilizando el programa MATLAB 


% Ex2_19.m 
g = 9.81; 
for i = 1: 101 

t(i) = 0.01 + (0.5-0.01) * (i-D/100; 

w(i) = (g/t(i)) A 0.5; 

tao(i) = 2 * pi * (t(i)/g) A 0.5; 

end 

plot(t,w); 

gtext('w_n'); 

hold on; 

plot(t, tao); 

gtext( 'T_n # ); 

xlabel('Delta_s_t'); 

title ('Ejemplo 2.17'); 


Ejemplo 2.19 



Variaciones de la frecuencia natural y el periodo. 


Respuesta de vibración libre de un sistema de resorte-masa 


Un sistema de resorte-masa con una masa de 20 lb-s 2 y rigidez de 500 lb/pulg, se somete a un desplazamiento 
inicial de x Q = 3.0 pulg y una velocidad inicial de .vq = 4.0 pulg/s. Trace las variaciones de tiempo del despla¬ 
zamiento de la masa, la velocidad y la aceleración utilizando MATLAB. 
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Solución: El desplazamiento de un sistema no amortiguado se expresa como (vea la ecuación (2.23)): 

x(í) = A 0 sen(<u„í + <p 0 ) (E.l) 


donde 



(¡> 0 = tan' 


( x<P>„ 

V -¿o 


x 0 

co„ 


k 

m 

1/2 


= 5 rad/s 


4.0 


( 3 - 0 )~ + ( - 


1/2 


= 3.1048 pulg 


J (3.0) (5.0) \ 

= tan -1 - = 75.0686° = 1.3102 rad 

V 4 -° 


Por lo tanto, la ecuación (E. 1) da por resultado 

x(t) = 3.1048 sen (5t + 1.3102) pulg 
i(í) = 15.524 eos (5/ + 1.3102) pulg/s 
x{t) = —77.62 sen (5í + 1.3102) pulg/s 2 


(E.2) 

(E.3) 

(E.4) 


Ejemplo 2.20 



Respuesta de un sistema no amortiguado. 
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Ejemplo 2.21 


Las ecuaciones (E.2) y (E.4) se trazan utilizando MATLAB en el rango t = 0 a 6 seg. 


% Ex2_20.m 
for i = 1: 101 

t(i) = 6 * (i-D/100; 

x(i) = 3.1048 * sin(5 * t(i) + 1.3102); 
xl(i) = 15.524 * eos(5 * t(i) + 1.3102); 
x2 (i) = -77.62 * sin(5 * t(i) + 1.3102); 

end 

subplot (311); 

plot (t,x); 

ylabel ('x (t) '); 

title ('Example 2.18'); 

subplot (312); 

plot (t,xl); 

ylabel ('x A .(t)'); 

subplot (313); 

plot (t,x2); 

xlabel ( ' t'); 

ylabel ('x A . A .(t)'); 


Respuesta de vibración libre de un sistema con amortiguamiento 
de Coulomb 


Encuentre la respuesta de vibración libre de un sistema de resorte-masa sujeto a amortiguamiento de Coulomb 
para las siguientes condiciones iniciales: x(0) = 0.5 m, i(0) = 0. 

Datos: m = 10 kg, k = 200 N/m, /x = 0.5 

Solución: La ecuación de movimiento se expresa como 

m'x + ¡xmg sgn(i) + kx = 0 (E.l) 


Para resolver la ecuación diferencial de segundo orden, ecuación (E.l), por el método de Runge-Kutta (vea 
el apéndice F), reescribimos la ecuación (E.l) como un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden 
como sigue: 


Xi = x, x 2 = Xi = x 
X\ = x 2 = fl(x h X 2 ) 


X2 = -fxg sgn(x 2 ) - Xl = f 2 (x h x 2 ) 

m 

Las ecuaciones (E.2) y (E.3) se expresan en notación matricial como 

X =7(X) 


(E.2) 

(E.3) 


(E.4) 


donde 


X = 


x\(t) 
xi (t) 


f 


fl{x h x 2 )) 
fi{x h x 2 ) y 


X(t = 0) 


X](0) 

*2(0) 
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Ejemplo 2.21 



Solución de la ecuación (E4): 


Se utiliza el programa MATLAB ode23 para encontrar la solución de la ecuación (E.4) como se muestra 
a continuación. 


% Ej 2.21 .m 

% Este programa utilizará dfuncl.m 
tspan = [0: 0.05: 8]; 
xO = [5.0; 0.0]; 

[t, x] = ode23 ('dfuncl', tspan, xO); 
plot (t, x(:, 1)); 
xlabel ('t'); 
ylabel ('x(1)'); 
title ('Ejemplo 2.19'); 

% dfuncl.m 

function f = dfuncl (t, x) 
f = zeros (2, 1); 
f(l) = x(2); 

f (2) = -0.5 * 9.81 * sign(x(2)) - 200 * x(l) / 10; 
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Ejemplo 2.22 


Respuesta de vibración libre de un sistema viscosamente amortiguado 
utilizando MATLAB 


Desarrolle un programa MATLAB de uso general, llamado Program2.m para determinar la respuesta de 
vibración libre de un sistema viscosamente amortiguado. Use el programa para determinar la respuesta de un 
sistema con los siguientes datos: 

m = 450.0, k = 26519.2, c = 1000.0, x 0 = 0.539657, x 0 = 1.0 
Solución: Se desarrolla el programa Program2.m para que acepte los siguientes datos de entrada: 
m = masa 

k = rigidez del resorte 
c = constante de amortiguamiento 
x 0 = desplazamiento inicial 
xd 0 = velocidad inicial 

n = cantidad de pasos de tiempo al cual se tienen que determinar los valores de x(t) 
delt = intervalo entre pasos de tiempo consecutivos (A t) 

El programa arroja los siguientes resultados: 

cantidad de pasos i, tiempo (i), x(i), x(f), x (i ) 

El programa también traza las variaciones de x, x y x con el tiempo. 


>> programa2 

Análisis de vibración libre de un sistema de un solo grado de libertad 
Datos: 


m= 

4.50000000e+002 

k= 

2.65192000e+004 

c= 

1.00000000e+003 

x0 = 

5.39657000e-001 

xd0 = 

1.00000000e+000 

n= 

100 

del t= 

2.50000000e-002 


el sistema está subamortiguado 
Resultados: 
i tiempo(i) 


1 2.500000e-002 

2 5.000000e-002 

3 7.500000e-002 

4 1.000000e-001 

5 1.250000e-001 

6 1.500000e-001 


96 2.400000e + 000 

97 2.425000e + 000 

98 2.450000e + 000 

99 2.475000e + 000 
100 2.500000e+000 


x(i) 

5.540992e-001 
5.479696e-001 
5.225989e-001 
4.7 99331e-001 
4.224307e-001 
3.529474e-001 


2.203271e-002 
2.722809e-002 
3.117018e-002 
3.378590e-002 
3.505350e-002 


xd(i) 

1.596159e-001 
-6.410545e-001 
-1.375559e+000 
-2.021239e+000 
-2.559831e+000 
-2.977885e+000 


2.313895e-001 
1.834092e-001 
1.314707e-001 
7.764312e-002 
2.395118e-002 


xdd(i) 

-3.300863e+001 
-3.086813e+001 
-2.774077e+001 
-2.379156e + 001 
-1.920599e+001 
-1.418222e+001 


-1.812621e+000 
-2.012170e + 000 
-2.129064e+000 
-2.163596e+000 
-2.118982e+000 
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Variaciones dex, xyx. 


Resumen del capítulo 

Consideramos las ecuaciones de movimiento y sus soluciones para la vibración libre de sistemas de un solo 
grado de libertad no amortiguados y subamortiguados. Para obtener la ecuación de movimiento de sistemas 
subamortiguados se presentaron cuatro métodos diferentes, a saber, la segunda ley del movimiento de Newton, 
el principio de D'Alembert, el principio de desplazamientos virtuales y el principio de conservación de la 
energía. Se consideraron los sistemas traslacionales y torsionales. Se presentaron las soluciones de vibración 
libre para sistemas no amortiguados. Se consideró la ecuación de movimiento en la forma de una ecuación 
diferencial de primer orden para un sistema de masa-amortiguador (sin resorte), así como la idea de constante 
de tiempo. 

Se presentó la solución de vibración libre de sistemas viscosamente amortiguados junto con los concep¬ 
tos de sistemas subamortiguados, sobreamortiguados y críticamente amortiguados. También se consideraron 
las soluciones de vibración libre de sistemas con amortiguamiento de Coulomb e histerético. Se explicaron las 
representaciones gráficas de raíces características en el plano complejo y las soluciones correspondientes. 
También se consideraron los efectos de la variación de los parámetros m, c y k en las raíces características 
y sus representaciones utilizando gráficas del lugar geométrico de las raíces. La identificación del estado de 
estabilidad de un sistema también se explicó. 

Ahora que ya ha terminado este capítulo, usted deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y 
resolver los problemas que se darán a continuación. 
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Preguntas de repaso 

2.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. Sugiera un método para determinar la constante de amortiguamiento de un sistema vibratorio su¬ 
mamente amortiguado con amortiguamiento viscoso. 

2. ¿Puede aplicar los resultados de la sección 2.2 en los que la fuerza de restauración no es proporcio¬ 
nal al desplazamiento, es decir, donde k no es una constante? 

3. Mencione los parámetros correspondientes a m, c, k y x para un sistema torsional. 

4. ¿Qué efecto tiene la reducción de la masa en la frecuencia de un sistema? 

5. ¿Qué efecto tiene la reducción de la rigidez del sistema en el periodo natural? 

6 . ¿Por qué la amplitud de vibración libre se reduce gradualmente en sistemas prácticos? 

7. ¿Por qué es importante determinar la frecuencia natural de un sistema vibratorio? 

8. ¿Cuántas constantes arbitrarias debe tener una solución de una ecuación diferencial de segundo 
orden? ¿Cómo se determinan estas constantes? 

9. ¿Puede usarse el método de energía para hallar la ecuación diferencial de movimiento de todos los 
sistemas de un solo grado de libertad? 

10. ¿Qué suposiciones se hacen al determinar la frecuencia natural de un sistema de un solo grado de 
libertad cuando se utiliza el método de energía? 

11. ¿La frecuencia de una vibración libre amortiguada es menor o mayor que la frecuencia natural del 
sistema? 
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12. ¿Cuál es el uso del decremento logarítmico? 

13. ¿Es el amortiguamiento histerético una función del esfuerzo máximo? 

14. ¿Qué es el amortiguamiento crítico, y cuál es su importancia? 

15. ¿Qué le sucede a la energía disipada por el amortiguamiento? 

16. ¿Qué es el amortiguamiento viscosos equivalente? ¿Es el factor de amortiguamiento viscoso equi¬ 
valente una constante? 

17. ¿Cuál es la razón de estudiar la vibración de un sistema de un solo grado de libertad? 

18. ¿Cómo puede determinar la frecuencia natural de un sistema midiendo su deflexión estática? 

19. Dé dos aplicaciones prácticas de un péndulo torsional. 

20. Defina estos términos: relación de amortiguamiento, decremento logarítmico, coeficiente de pér¬ 
dida y capacidad de amortiguamiento específico. 

21. ¿En qué formas es la respuesta de un sistema con amortiguamiento de Coulomb diferente de los 
sistemas con otros tipos de amortiguamiento? 

22. ¿Qué es la rigidez compleja? 

23. Defina la constante de amortiguamiento de histéresis. 

24. Dé tres aplicaciones prácticas del concepto de centro de percusión. 

25. ¿Cuál es el orden de la ecuación de movimiento dada por mv + cv = 0? 

26. Defina la constante de tiempo. 

27. ¿Qué es una gráfica del lugar geométrico de las raíces? 

28. ¿Cuál es la importancia de c < 0? 

29. ¿Qué es un sistema invariable con el tiempo? 


Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 


La amplitud de un sistema no amortiguado no cambiará con el tiempo. 

Un sistema vibratorio en aire se puede considerar un sistema amortiguado. 

La ecuación de movimiento de un sistema de un solo grado de libertad permanecerá sin cambio ya 
sea que la masa se mueva en un plano horizontal o en un plano inclinado. 

Cuando una masa vibra en una dirección vertical, su peso siempre puede ser ignorado al obtener la 
ecuación de movimiento. 

El principio de conservación de la energía se puede usar para derivar la ecuación de movimiento 
de sistemas amortiguados y no amortiguados. 

En algunos casos la frecuencia amortiguada puede ser mayor que la frecuencia natural no amorti¬ 
guada del sistema. 

La frecuencia natural puede ser cero en algunos casos. r^ 

La frecuencia natural de vibración de un sistema torsional está dada por -J ~i donde k y m indican 
la constante de resorte torsional y el momento polar de inercia de masa, respectivamente. 

El método de Rayleigh está basado en el principio de conservación de la energía. 

La posición final de la masa siempre es la posición de equilibrio en el caso de amortiguamiento de 
Coulomb. 

La frecuencia natural no amortiguada de un sistema resulta de \/8/ 5 st , donde S st es la deflexión 
estática de la masa. 

Para un sistema no amortiguado, la velocidad adelanta al desplazamiento en tt/2. 

Para un sistema no amortiguado la velocidad adelanta a la aceleración en tt/2. 

El amortiguamiento de Coulomb se conoce como amortiguamiento constante. 

El coeficiente de pérdida indica la energía disipada por radián por energía de deformación unitaria. 
El movimiento disminuye a cero en casos de subamortiguado y sobreamortiguado. 

El decremento logarítmico se puede utilizar para determinar la relación de amortiguamiento. 

El lazo de histéresis de la curva-esfuerzo-deformación de un material provoca amortiguamiento. 
La rigidez compleja se puede utilizar para determinar la fuerza de amortiguamiento en un sistema 
con amortiguamiento de histéresis. 

El movimiento en el caso de amortiguamiento de histéresis se puede considerar armónico. 

En el plano s, el lugar geométrico correspondiente a la frecuencia natural constante será un círculo. 
La ecuación característica de un sistema de un solo grado de libertad puede tener una raíz real y 
una raíz compleja. 
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2.3 Llene los espacios en blanco con las palabras correctas: 

1. La vibración libre de un sistema no amortiguado representa un intercambio de energías de 

_y_• 

2. Un sistema sometido a movimiento armónico simple se conoce como oscilador_. 

3. El reloj mecánico representa un péndulo_. 

4. El centro de_se puede utilizar ventajosamente en un bate de béisbol. 

5. Con amortiguamiento viscoso y de histéresis, en teoría el movimiento_por siempre. 

6. La fuerza de amortiguamiento en amortiguamiento de Coulomb está dada por_. 

7. El coeficiente de_se puede utilizar para comparar la capacidad de amortiguamiento de 

diferentes materiales de ingeniería. 

8. Ocurre vibración torsional cuando un cuerpo_oscila alrededor de un eje. 

9. La propiedad de amortiguamiento de_se utiliza en muchas aplicaciones prácticas, como 

en cañones grandes. 

10. El decremento logarítmico determina la velocidad a la cual la_de una vibración libre 

amortiguada disminuye. 

11. El método de Rayleigh se puede utilizar para determinar la frecuencia_de un sistema de 

forma directa. 

12. Dos desplazamientos sucesivos del sistema, separados por un ciclo, se pueden utilizar para deter¬ 
minar el decremento_. 

13. La frecuencia natural amortiguada (<y d ) se puede expresar en función de la frecuencia natural no 

amortiguada (<u„) como_. 

14. La constante de tiempo indica el tiempo en el cual la respuesta inicial se reduce en un_por 

ciento. 

15. El término e~ 2 ' disminuye_que el término e _í a medida que el tiempo se incrementa. 

16. En el plano s, las líneas paralelas al eje real indican sistemas de frecuencias_diferentes. 

2.4 Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones múltiples dadas: 


1. 


2 . 


La frecuencia natural de un sistema con masa m y rigidez k es: 


k 

a. — 
m 


/k 

b. J— 


m 

c. J — 


En amortiguamiento de Coulomb, la amplitud de movimiento se reduce en cada ciclo en: 


a. 


(íN 


b. 


2/j.N 


c. 


4 fiN 


3. La amplitud de un sistema no amortiguado sujeto a un desplazamiento inicial de cero y velocidad 
inicial x Q está dada por: 

, . *o 

a. Xo b. xq(o„ c. — 

a>„ 

4. El efecto de la masa del resorte se puede tener en cuenta agregando la siguiente fracción de su masa 
a la masa vibratoria: 


a. 


1 

2 



c. 


4 

3 


5. Para un amortiguador viscoso con constante de amortiguamiento c, la fuerza de amortiguamiento es: 


a. ex b. ex c. ex 

6. El deslizamiento relativo de los componentes en un sistema mecánico ocasiona: 

a. amortiguamiento de fricción seca b. amortiguamiento viscoso c. amortiguamiento de 

histéresis 
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7. 

8 . 


9. 


10 . 


11 . 


12 . 

13. 


14. 


15. 

16. 

17. 

18. 

19. 


En vibración torsional, el desplazamiento se mide en función de: 
a. coordenada lineal b. coordenada angular c. coordenada de fuerza 

La relación de amortiguamiento, en función de la constante de amortiguamiento c y la constante 
de amortiguamiento crítico (c r ), es: 



La amplitud de un sistema subamortiguado sujeto a un desplazamiento inicial x 0 y una velocidad 
inicial 0 está dada por: 

a. Xg b. 2xq C. XqCO„ 


El ángulo de fase de un sistema subamortiguado sujeto a un desplazamiento inicial x 0 y a una ve¬ 
locidad inicial 0 está dado por: 

a. Xq b. 2x 0 c. 0 

La energía disipada debida a amortiguamiento viscoso es proporcional a la siguiente potencia de 
la amplitud de movimiento: 

a. 1 b. 2 c. 3 

Para un sistema críticamente amortiguado, el movimiento será: 
a. periódico b. aperiódico c. armónico 

La energía disipada por ciclo en amortiguamiento viscoso con constante de amortiguamiento c 
durante el movimiento armónico simple x(t) = X sen w d t está dada por: 

a. TTCCOjX ~ b. 7 TU> c lX 2 C. TTCCÚrfX 


Para un sistema vibratorio con una energía total W y una energía disipada por ciclo AIV, la capaci¬ 
dad de amortiguamiento específica es: 


W 

a- - 
AW 


b. 


A W 
W 


c. AlV 


Si las raíces características tienen valores positivos, la respuesta del sistema será: 
a. estable b. inestable c. asintóticamente estable 

La frecuencia de oscilación de la respuesta de un sistema será más alta si la parte imaginaria de las 
raíces es: 

a. menor b. cero c. mayor 

Si las raíces características tienen una parte imaginaria cero, la respuesta del sistema será: 
a. oscilatoria b. no oscilatoria c. estable 

La forma del lugar geométrico de las raíces de un sistema de un solo grado de libertad para 0 ^ £ £ 1 
es: 

a. circular b. línea horizontal c. línea radial 

La forma del lugar geométrico de las raíces de un sistema de un solo grado de libertad a medida 
que k varía es: 

a. líneas verticales y horizontales b. arco circular c. líneas radiales 
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2.5 Correlacione lo siguiente para un sistema de un solo grado de libertad con m = 1, k = 2 y c = 0.5: 


1. 

Frecuencia natural, cu„ 

a. 

1.3919 

2. 

Frecuencia lineal,/,, 

b. 

2.8284 

3. 

Periodo de tiempo natural, t„ 

c. 

2.2571 

4. 

Frecuencia amortiguada, co d 

d. 

0.2251 

5. 

Constante de amortiguamiento crítico, c c 

e. 

0.1768 

6. 

Relación de amortiguamiento, f 

f. 

4.4429 

7. 

Decremento logarítmico, <5 

g- 

1.4142 


2.6 Correlacione lo siguiente para una masa m = 5 kg que se mueve a una velocidad v = 10 m/s: 


Fuerza de Tipo de amortiguamiento 

amortiguamiento 


1 . 

20 N 

a. 

2. 

1.5 N 

b. 

3. 

30 N 

c. 

4. 

25 N 

d. 

5. 

ION 

e. 


Amortiguamiento de Coulomb con coeficiente de fricción de 0.3 

Amortiguamiento viscoso con un coeficiente de amortiguamiento de 1 N-s/m 

Amortiguamiento viscoso con un coeficiente de amortiguamiento de 2 N-s/m 

Amortiguamiento viscoso con coeficiente de amortiguamiento histéretico de 
12 N/m a una frecuencia de 4 rad/s 

Amortiguamiento cuadrático (fuerza = av 2 ) con constante de amortigua¬ 
miento a = 0.25 N-s 2 /m 2 


2.7 Correlacione las siguientes características del plano s: 


Lugar geométrico 

1. Círculos concéntricos 

2. Líneas paralelas al eje real 

3. Líneas paralelas al eje imaginario 

4. Líneas radiales a través del origen 


Importancia 

a. Valores diferentes de frecuencia natural amortiguada 

b. Valores diferentes de recíprocos de constante de tiempo 

c. Valores diferentes de relación de amortiguamiento 

d. Valores diferentes de frecuencia natural 


2.8 Empate los siguientes términos relacionados con la estabilidad de sistemas: 


Tipo de sistema Naturaleza de la respuesta de vibración libre a medida que 

el tiempo tiende a infinito 


i. 

Asintóticamente estable 

a. 

Ni decae ni crece 

2. 

Inestable 

b. 

Crece con oscilaciones 

3. 

Estable 

c. 

Crece sin oscilaciones 

4. 

Inestabilidad divergente 

d. 

Tiende a cero 

5. 

Inestabilidad de vibración 

e. 

Crece sin límite 
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Problemas 

Sección 2.2 Vibración libre de un sistema traslacional no amortiguado 

2.1 Una prensa industrial se encuentra montada sobre una base de caucho para aislarla de su cimentación. 
Si la base de caucho se comprime 5 mm por el peso mismo de la prensa, encuentre la frecuencia natural 
del sistema. 

2.2 El periodo natural de un sistema de resorte-masa es de 0.21 seg. ¿Cuál será el nuevo periodo si la cons¬ 
tante de resorte (a) se incrementa en 50% y (b) se reduce en 50 por ciento? 

2.3 La frecuencia natural de un sistema de resorte-masa es de 10 Hz. Cuando la constante de resorte se 
reduce en 800 N/m, la frecuencia se modifica en 45 por ciento. Encuentre la constante de resorte del 
sistema original. 

2.4 Cuando el extremo de un resorte helicoidal se fija y otro se carga, se requiere una fuerza de 100 N para 
alargarlo 10 mm. Los extremos del resorte ahora están rígidamente fijos, un extremo verticalmente 
sobre el otro, y a la mitad de su longitud se fija una masa de 10 kg. Determine el tiempo requerido para 
completar un ciclo de vibración cuando se hace que la masa vibre en la dirección vertical. 

2.5 Una unidad de aire acondicionado que pesa 2000 Ib tiene que estar soportada por cuatro resortes neu¬ 
máticos (figura 2.50). Diseñe los resortes neumáticos de modo que la frecuencia natural de vibración de 
la unidad resulte entre 5 rad/s y 10 rad/s. 



2.6 La velocidad máxima alcanzada por la masa de un oscilador armónico simple es de 10 cm/s, y el perio¬ 
do de oscilación es de 2 seg. Si la masa se suelta con un desplazamiento inicial de 2 cm determine (a) 
la amplitud; (b) la velocidad inicial; (c) la aceleración máxima, y (d) el ángulo de fase. 

2.7. Tres resortes y una masa se fijan a una barra PQ rígida sin peso como se muestra en la figura 2.51. 
Determine la frecuencia natural de vibración del sistema. 



n\\\\\V 
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h -► Figura 2.51 


2.8 Un automóvil de 2000 kg de masa deforma sus resortes de suspensión 0.02 m en condiciones estáticas. 
Determine la frecuencia natural del automóvil en la dirección vertical suponiendo que el amortigua¬ 
miento es insignificante. 

2.9 Halle la frecuencia natural de vibración de un sistema de resorte-masa colocado sobre un plano inclina¬ 
do, como se muestra en la figura 2.52. 



Figura 2.52 


2.10 A un carro de mina cargado, que pesa 5000 Ib, se le está alzando por medio de una polea libre de fric¬ 
ción y un cable, como se muestra en la figura 2.53. Halle la frecuencia natural de vibración del carro en 
una posición dada. 

2.11 Un chasis electrónico que pesa 500 N se aísla montándolo sobre cuatro resortes helicoidales, como se 
muestra en la figura 2.54. Diseñe los resortes de modo que la unidad pueda usarse en un ambiente en el 
que la frecuencia vibratoria oscile de 0 a 50 Hz. 


Polea 



Cable de acero de 
0.05" de diámetro 


Carro de 
mina cargado 


50 ' 


Figura 2.53 
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Figura 2.54 Chasis electrónico montado sobre aisladores de vibración. (Cortesía de Titán SESCO). 

2.12. Encuentre la frecuencia natural del sistema que se muestra en la figura 2.55 con y sin los resortes k l y 
k 2 a la mitad de la viga elástica. 

2.13. Encuentre la frecuencia natural del sistema de poleas que se muestra en la figura 2.56 ignorando la 
fricción y las masas de las poleas. 

2.14. Tres poleas sin fricción y sin masa, y un resorte de rigidez k soportan un peso W , como se muestra en la 
figura 2.57. Encuentre la frecuencia natural de vibración del peso W para oscilaciones pequeñas. 



Figura 2.55 



Figura 2.56 


2.15 Un bloque rígido de masa M está montado sobre cuatro soportes elásticos, como se muestra en la figura 
2.58. Una masa m cae desde una altura l y se adhiere al bloque rígido sin rebotar. Si la constante de 
resorte de cada soporte elástico es k, determine la frecuencia natural de vibración del sistema (a) sin la 
masa m, y (b) con la masa m. También determine el movimiento resultante del sistema en el caso (b). 

2.16 Un mazo golpea un yunque con una velocidad de 50 pies/s (figura 2.59). El mazo y el yunque pesan 
12 Ib y 100 Ib, respectivamente. El yunque está montado sobre cuatro resortes, cada uno de rigidez 
k = 100 lb/pulg. Determine el movimiento resultante del yunque (a) si el mazo permanece en contacto 
con el yunque y (b) si el mazo no permanece en contacto con el yunque después del impacto inicial. 

2.17 Derive la expresión para la frecuencia natural del sistema mostrado en la figura 2.60. Observe que la 
carga IV está aplicada en el extremo de la viga 1 y a la mitad de la viga 2. 
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Figura 2.57 



Figura 2.58 


2.18 Una máquina que pesa 9,810 N se está bajando con un malacate a una velocidad uniforme de 2 m/s. 
El diámetro del cable de acero que soporta la máquina es de 0.01 m. El malacate se detiene de repente 
cuando la longitud del cable de acero es de 20 m. Encuentre el periodo y la amplitud de la vibración 
resultante de la máquina. 
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Figura 2.60 


2.19 La frecuencia natural de un sistema de resorte-masa es de 2 Hz. Cuando se agrega una masa adicional 
de 1 kg a la masa original m, la frecuencia natural se reduce a 1 Hz. Encuentre la constante de resorte k 
y la masa m. 

2.20 Una grúa soporta un mecanismo de control eléctrico por medio de un cable de acero de 4 m de largo y 
0.01 m de diámetro (figura 2.61). Si el periodo natural de vibración axial del mecanismo de control es 
de 0.1 s, determine la masa del mecanismo. 

2.21 Cuatro eslabones rígidos y un resorte sin peso están dispuestos para que soporten un peso W de dos 
maneras diferentes, como se muestra en la figura 2.62. Determine las frecuencias naturales de vibración 
de las dos disposiciones. 



Figura 2.61 Fotografía cortesía de la Institution of Elec- 
trical Engineers (Institución de Ingenieros Electricistas). 
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(a) (b) Figura 2.62 


2.22 Se utiliza un gato de tijera para levantar una carga W. Los eslabones del gato son rígidos y los collares 
pueden deslizarse libremente sobre la flecha contra los resortes de rigideces k l y & 2 (vea la figura 2.63). 
Encuentre la frecuencia natural de vibración de la carga en la dirección vertical. 



V////// 


Figura 2.63 


2.23 Hay un peso suspendido por seis eslabones rígidos y dos resortes de dos diferentes maneras, como se 
muestra en la figura 2.64. Encuentre las frecuencias naturales de vibración sobre los dos conjuntos. 




Figura 2.64 
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2.24 La figura 2.65 muestra una pequeña masa m sujetada por cuatro resortes elásticos linealmente, cada 
uno de los cuales tiene una longitud no alargada l y un ángulo de orientación de 45° con respecto al eje 
x. Determine la ecuación de movimiento correspondiente a pequeños desplazamientos de la masa en la 
dirección x. 

2.25 Una masa m está sostenida por dos conjuntos de resortes orientados a 30° y 120° con respecto al eje 
x, como se muestra en la figura 2.66. Un tercer par de resortes, cada uno con rigidez k3, se tiene que 
diseñar para que el sistema tenga una frecuencia natural constante, mientras vibra en cualquier dirección 
x. Determine la rigidez necesaria k3 y la orientación de los resortes con respecto al eje X. 


y 



Figura 2.65 


Figura 2.66 


2.26 Una masa m se sujeta a una cuerda sometida a una tensión T como se muestra en la figura 2.67. Supo¬ 
niendo que T no cambia cuando la masa se desplaza normal a la cuerda (a) escriba la ecuación dife¬ 
rencial de movimiento para vibraciones transversales pequeñas y (b) encuentre la frecuencia natural de 
vibración. 

2.27 Un saltador con un peso de 160 Ib sujeta un extremo de una cuerda elástica de 200 pies de largo con rigi¬ 
dez de 10 lb/pulg a un puente y el otro extremo a sí mismo y salta del puente (figura 2.68). Suponiendo 
que el puente es rígido, determine el movimiento vibratorio del saltador con respecto a su posición de 
equilibrio estático. 
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-'VX. 

m 


Figura 2.67 


^lIlíTTlTrTrrTT^TTlTl^llÍTT^ 


<r 


* 


Longitud no alargada, 200 pies 



Figura 2.68 


2.28 Un acróbata que pesa 120 Ib camina sobre una cuerda tensa, como se muestra en la figura 2.69. Si la fre¬ 
cuencia natural de vibración en la posición dada, en dirección vertical, es de 10 rad/s, determine la tensión 
en la cuerda. 

2.29 En la figura 2.70 se muestra el diagrama de un gobernador centrífugo. La longitud de cada varilla es l, la 
masa de cada bola es m , y la longitud libre del resorte es h. Si la velocidad de la flecha es w , determine 
la posición de equilibrio y la frecuencia con pequeñas oscilaciones con respecto a esta posición. 

2.30 En el gobernador de Hartnell que se muestra en la figura 2.71, la rigidez del resorte es de 10 4 N/m y el 
peso de cada bola es de 25 N. El largo del brazo de bola es de 20 cm, y el de brazo de manga es de 12 cm. 
La distancia entre el eje de rotación y el pivote de la palanca acodada es de 16 cm. El resorte se compri¬ 
me 1 cm cuando el brazo de bola está en posición vertical. Encuentre (a) la velocidad del gobernador a 
la cual el brazo de bola permanece vertical y (b) la frecuencia natural de vibración con desplazamientos 
pequeños con respecto a la posición vertical de los brazos de bola. 



Figura 2.69 
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Figura 2.70 


2.31 Una plataforma cuadrada PQRS y el auto que está sosteniendo tienen una masa combinada de M. La 
plataforma cuelga de cuatro cables elásticos desde un punto fijo O, como se indica en la figura 2.72. 
La distancia vertical entre el punto de suspensión O y la posición de equilibrio horizontal de la platafor¬ 
ma es h. Si el lado de la plataforma es a y la rigidez de cada cable es k, determine el periodo de vibración 
vertical de la plataforma. 

2.32 El manómetro inclinado que se muestra en la figura 2.73 se utiliza para medir presión. Si la longitud 
total del mercurio en el tubo es L, encuentre una expresión para la frecuencia natural de oscilación del 
mercurio. 



Figura 2.71 Gobernador de Hartnell. 
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O 



Figura 2.72 


2.33 El embalaje de 250 kg de masa que cuelga de un helicóptero (figura 2.74(a)) se puede modelar como se 
muestra en la figura 2.74(b). Las aspas del rotor del helicóptero giran a 300 rpm. Encuentre el diámetro 
de los cables de acero de modo que la frecuencia natural de vibración del embalaje sea al menos dos 
veces la frecuencia de las aspas del rotor. 





Figura 2.74 
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2.34 El cabezal de un recipiente de presión está suspendido por un conjunto de cables de 2 m de largo como 
se muestra en la figura 2.75. El periodo de vibración axial (en dirección vertical) varía de 5 s a 4.0825 s 
cuando se agrega una masa adicional de 5000 kg al cabezal. Determine el área de sección transversal 
equivalente de los cables y la masa del cabezal. 

2.35 Un volante está montado en una flecha vertical, como se muestra en la figura 2.76. El diámetro de la 
flecha es d y su largo es / y está fija por ambos extremos. El peso del volante es Wy su radio de giro es r. 
Encuentre la frecuencia natural de las vibraciones longitudinal, transversal y torsional del sistema. 



Figura 2.75 Fotografía cortesía de CBI Industries Inc. 


Volante 



V- 

Flecha 




I 

b = l — a 


Figura 2.76 
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2.36 Una torre de antena de TV está asegurada por cuatro cables, como se muestra en la figura 2.77. Cada 
cable está sometido a tensión y es de acero con área de sección transversal de 0.5 pulg 2 . La torre de 
antena se puede modelar como una viga de acero de sección cuadrada de 1 pulg de lado, para estimar su 
masa y rigidez. Encuentre la frecuencia natural de flexión de la torre con respecto al eje y. 


z 


t 



2.37 La figura 2.78(a) muestra una señal de tránsito de acero, de t pulg de espesor, fija a un poste de acero. La 
altura del poste es de 72 pulg, su sección transversal es de 2 pulg X 14 pulg, y es capaz de resistir vi¬ 
bración torsional (con respecto al eje z) o vibración de flexión (ya sea en el plano zx o en el plano yz). 
Determine el modo de vibración del poste en una tormenta durante la cual la velocidad del viento tiene 
un componente de frecuencia de 1.25 Hz. 

Sugerencias: 

1. Ignore el peso del poste cuando encuentre las frecuencias naturales de vibración. 

2. La rigidez torsional de una flecha de sección rectangular (vea la figura 2.78(b)) es 


k, 


5.33 


ab 3 G 

l 


1 




donde G es el módulo de cortante. 
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Figura 2.78 


3. El momento de inercia de masa de un bloque rectangular con respecto al eje 00 (vea la figura 
2.78(c)) está dado por 

loo = j(b 3 h + h 3 b) 
donde p es la densidad del bloque. 

2.38 Una estructura de edificio se modela por medio de cuatro columnas de acero idénticas, cada una de peso 
w, y un piso rígido de peso W, como se muestra en la figura 2.79. Las columnas están fijas en el suelo y 
tienen una rigidez a la flexión de El cada una. Determine la frecuencia natural de vibración horizontal 
de la estructura suponiendo que la conexión entre el piso y las columnas es (a) de pivote como se mues¬ 
tra en la figura 2.79(a) y (b) fija contra rotación como se muestra en la figura 2.79(b). Incluya el efecto 
de los pesos de las columnas. 




Figura 2.79 

















































'¿¿/ZZí 


214 


Capítulo 2 Vibración libre de sistemas de un solo grado de libertad 


2.39 El brazo de un robot de selección y colocación, que se muestra en la figura 2.80, sujeta un objeto que 
pesa 10 Ib. Encuentre la frecuencia natural del brazo del robot en la dirección axial para los siguientes 
datos: = 12 pulg, l 2 = 10 pulg, Z 3 = 8 pulg; £j = E 2 = £3 = 10 7 lb/pulg 2 ; D x — 2 pulg, D 2 = 1.5 

pulg, D 3 = 1 pulg; d l = 1.75 pulg, d 2 = 1.25 pulg, d 3 = 0.75 pulg. 



Figura 2.80 


2.40. Un resorte helicoidal de rigidez k se corta a la mitad y se conecta una masa m a las dos mitades, como 
se muestra en la figura 2.81(a). El periodo natural de este sistema es de 0.5 s. Si se corta un resorte 
idéntico de modo que una parte sea de un cuarto y la otra de tres cuartos de la longitud original, y la 
masa m se conecta a las dos partes como se muestra en la figura 2.81 (b), ¿cuál sería el periodo natural 
del sistema? 



Figura 2.81 


(a) 


K SI 


]_ 

iw-¡ 


3/ 
4 



2.41* La figura 2.82 muestra un bloque de metal montado sobre dos rodillos cilindricos idénticos que giran 
en direcciones opuestas a la misma velocidad angular. Cuando en principio el centro de gravedad del 
bloque se desplaza una distanciar, el bloque asumirá un movimiento armónico simple. Si la frecuencia 
de movimiento del bloque es co, determine el coeficiente de fricción entre el bloque y los rodillos. 

2.42* Si dos resortes idénticos de rigidez k cada uno se conectan al bloque de metal del problema 2.41 como 
se muestra en la figura 2.83, determine el coeficiente de fricción entre el bloque y los rodillos. 


'El asterisco indica un problema de diseño, o un problema sin respuesta única. 
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Figura 2.82 



2.43 Un electroimán que pesa 3000 Ib está en reposo mientras sostiene un automóvil de 2000 ib de peso en 
un depósito de chatarra. La corriente eléctrica se interrumpe, y el automóvil cae. Suponiendo que la 
grúa y el cable de soporte tienen una constante de resorte equivalente de 10,000 lb/pulg, encuentre lo 
siguiente: (a) la frecuencia natural de vibración del electroimán; (b) el movimiento resultante del elec¬ 
troimán, y (c) la tensión máxima desarrollada en el cable durante el movimiento. 

2.44 Derive la ecuación de movimiento del sistema que se muestra en la figura 2.84, con los siguientes mé¬ 
todos: (a) la segunda ley del movimiento de Newton; (b) el principio de D'Alembert; fe) el principio de 
trabajo virtual, y (c) el principio de conservación de la energía. 




^2 


y/////////////////. 


Figura 2.84 


2.45-2.46 Trace el diagrama de cuerpo libre y derive la ecuación de movimiento aplicando la segunda ley 
del movimiento de Newton para cada uno de los sistemas que se muestran en las figuras 2.85 
y 2.86. 
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Figura 2.85 



Figura 2.86 


2.47-2.48 Derive la ecuación de movimiento aplicando el principio de conservación de la energía para cada 
uno de los sistemas que se muestran en las figuras 2.85 y 2.86. 

2.49 Una viga de acero de 1 m de largo soporta una masa de 50 kg en su extremo libre, como se mues¬ 
tra en la figura 2.87. Encuentre la frecuencia natural de vibración transversal de la masa modelán¬ 
dola como un sistema de un solo grado de libertad. 


Sección transversal, 5 cm X 5 cm 


Masa, 50 kg 


z 


0.8 m 



Figura 2.87 


2.50 Una viga de acero de 1 m de largo soporta una masa de 50 kg en su extremo libre, como se 
muestra en la figura 2.88. Encuentre la frecuencia natural de vibración transversal del sistema 
modelándolo como un sistema de un solo grado de libertad. 
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Sección transversal, 5 cm X 5 cm 



Masa, 50 kg 



0.8 m 


0.2 m-*-| 


Figura 2.88 


2.51 

2.52 

2.53 

2.54 

2.55 

2.56 


2.57 

2.58 

2.59 

2.60 


Determine el desplazamiento, la velocidad y la aceleración de la masa de un sistema de resorte-masa con 
k = 500 N/m, m — 2 kg, x 0 — 0.1 m y x 0 = 5 m/s. 

Determine el desplazamiento (x), velocidad (i) y aceleración (i) de un sistema de resorte-masa con 
co n = 10 rad/s con las condiciones iniciales x 0 = 0.05 m y i 0 = 1 m/s. Trace x(t), x(f), y i(f) de t = 0 
a 5 s. 

Se observa que la respuesta de vibración libre de un sistema de resorte-masa tiene una frecuencia de 
2 rad/s, una amplitud de 10 mm y un desplazamiento de fase de 1 rad a partir de t = 0. Determine las 
condiciones iniciales que iniciaron la vibración libre. Suponga la relación de amortiguamiento del sis¬ 
tema como 0.1. 

Se determina que la frecuencia natural de un automóvil es de 20 rad/s sin pasajeros y de 17.32 rad/s con 
pasajeros de 500 kg de masa. Encuentre la masa y rigidez del automóvil tratándolas como un sistema de 
un solo grado de libertad. 

Un sistema de resorte-masa con masa de 2 kg y rigidez de 3200 N/m tiene un desplazamiento inicial 
de x 0 = 0. ¿Cuál es la velocidad inicial máxima que se puede impartir a la masa sin que la amplitud de 
vibración libre exceda un valor de 0.1 m? 


Un resorte helicoidal, hecho de alambre musical de diámetro d , tiene un diámetro de espira medio ( D) 
de 0.5625 pulg y N espiras (vueltas) activas. Su frecuencia de vibración (/) es de 193 Hz y su tasa k 
es de 26.4 lb/pulg. Determine el diámetro d del alambre y la cantidad de espiras N, suponiendo que el 
módulo de cortante G es de 11.5 X 10 6 lb/pulg 2 y la densidad de peso p es de 0.282 lb/pulg 3 . La tasa de 
resorte ( k ) y la frecuencia (/) están dadas por 


k = 


d 4 G 
8 D 3 N 


f = 

1 2 M W 


donde W es el peso del resorte helicoidal y g es la aceleración de la gravedad. 


Resuelva el problema 2.56 si el material del resorte helicoidal se cambia de alambre musical a aluminio 
con G = 4 X 10 6 lb/pulg 2 y p = 0.1 lb/pulg 3 . 


Se utiliza una viga de acero en voladizo para soportar una máquina en su extremo libre. Para ahorrar 
peso, se propone reemplazar la viga de acero por una de aluminio de dimensiones idénticas. Determine 
el cambio esperado de la frecuencia natural del sistema viga-máquina. 


Un barril de petróleo de 1 m de diámetro y masa de 500 kg flota en un baño de agua salada de densidad 
p M = 1050 kg/m 3 . Considerando desplazamientos pequeños del barril en la dirección vertical (x) deter¬ 
mine la frecuencia natural de vibración del sistema. 


La ecuación de movimiento de un sistema de resorte-masa es (unidades: sistema SI) 

,3 


500x + 1000 


x 

0.025 


= 0 
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a. Determine la posición de equilibrio estático del sistema. 

b. Derive la ecuación linealizada de movimiento para desplazamientos pequeños (.r) con respecto a la 
posición de equilibrio estático. 

c. Encuentre la frecuencia natural de vibración del sistema para desplazamientos pequeños. 

d. Encuentre la frecuencia natural de vibración del sistema para desplazamientos pequeños cuando la 
masa es de 600 (en lugar de 500). 

2.61 Cuando se aplican los frenos a un vehículo que viaja a una velocidad de 100 km/hora se produce 
una desaceleración de 10 m/s 2 . Determine el tiempo requerido y la distancia recorrida antes de que el 
vehículo se detenga por completo. 

2.62 Un poste cilindrico hueco se suelda a una señal de tránsito rectangular de acero como se muestra en la 
figura 2.89 con los siguientes datos: 

Dimensiones: l — 2 m, r 0 = 0.050 m, r¡ = 0.045 m ,b = 0.75 m, d = 0.40 m, t = 0.005 m; propiedades 
del material: p (peso específico) = 76.50 kN/m 3 , E = 207 GPa, G = 79.3 GPa 

Encuentre las frecuencias naturales del sistema en vibración transversal en los planos yz y xz conside¬ 
rando las masas del poste y la señal. 

Sugerencia: Considere el poste como una viga en voladizo sujeta a vibración transversal en el plano 
apropiado. 

2.63 Resuelva el problema 2.62 con un cambio de material de acero a bronce tanto para el poste como para 
la señal. Propiedades del bronce: p (peso específico) = 80.1 kN/m 3 , E = 111.0 GPa, G = 41.4 GPa. 


Sección 2.3 Vibración libre de un sistema torsional no amortiguado 

2.64 Un péndulo simple se hace oscilar a partir de su posición de reposo al impartirle una velocidad angu¬ 
lar de 1 rad/s. Oscila con una amplitud de 0.5 rad. Determine la frecuencia natural y la longitud del 
péndulo. 



Figura 2.89 
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2.65 Una polea de 250 mm de diámetro impulsa una segunda polea de 1000 mm de diámetro por medio de 
un banda (vea la figura 2.90). El momento de inercia de la polea impulsada es de 0.2 kg-m 2 . La banda 
que conecta estas poleas está representada por dos resortes cada uno de rigidez k. ¿Con qué valor de k 
será la frecuencia natural de 6 Hz? 

2.66 Derive una expresión para la frecuencia natural del péndulo simple que se muestra en la figura 1.10. De¬ 
termine el periodo de oscilación de un péndulo simple de masa m = 5 kg y longitud l = 0.5 m. 

2.67 Una masa m se fija en el extremo de una barra de masa insignificante y se hace que vibre en tres dife¬ 
rentes configuraciones, como se indica en la figura 2.91. Determine la configuración correspondiente a 
la frecuencia natural más alta. 

2.68 La figura 2.92 muestra una nave espacial con cuatro paneles solares. Cada panel es de 5 pies X 3 pies 
X 1 pie con densidad de peso de 0.1 lb/pulg 3 y está conectado al cuerpo de la nave por medio de barras 
de aluminio de 12 pulg de longitud y 1 pulg de diámetro. Suponiendo que el cuerpo de la nave es muy 
grande (rígido), determine la frecuencia natural de vibración de cada panel con respecto al eje de la 
barra de aluminio de conexión. 

2.69 Se quita una de las aspas de un ventilador eléctrico (como se muestra mediante líneas punteadas en la 
figura 2.93). La flecha de acero, sobre la cual están montadas las aspas, equivale a una flecha uniforme 
de 1 pulg de diámetro y 6 pulg de largo. Cada aspa se puede modelar como una varilla delgada uniforme de 
2 Ib de peso y 12 pulg de largo. Determine la frecuencia de vibración de las tres aspas restantes con 
respecto al eje y. 




Figura 2.90 (Foto cortesía de Rebanee Electric Company). 












Capítulo 2 Vibración libre de sistemas de un solo grado de libertad 





Figura 2.91 


Figura 2.93 
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2.70 En el extremo de una flecha hueca de dos capas de 2 m de largo (figura 2.94) se fija un pesado anillo 
de momento de inercia de 1.0 kg-m 2 . Si las dos capas de la flecha son de acero y latón, determine el 
periodo de vibración torsional del anillo. 



2.71 Encuentre la frecuencia natural del péndulo mostrado en la figura 2.95 cuando la masa de la barra de 
conexión no es insignificante comparada con la masa de la lenteja del péndulo. 



Figura 2.95 


2.72 Una flecha de acero de 0.05m de diámetro y 2 m de largo se fija por un extremo y en el otro lleva un 
disco de acero de 1 m de diámetro y 0.1 m de espesor, como se muestra en la figura 2.14. Encuentre la 
frecuencia natural del sistema de vibración torsional. 

2.73 Una barra uniforme de masa m y longitud I está conectada a la bisagra en el punto Aya cuatro resortes 
lineales y a un resorte torsional, como se muestra en la figura 2.96. Determine la frecuencia natural del 
sistema si k = 2000 N/m, k t = 1000 N-m/rad, m = 10 kg, y í = 5 m. 

2.74 Un cilindro de masa m y momento de inercia de masa J 0 rueda libremente sin deslizarse pero está res¬ 
tringido por dos resortes de rigideces k l y U,, como se muestra en la figura 2.97. Encuentre su frecuencia 
natural de vibración, así como el valor de a que maximiza la frecuencia natural de vibración. 









'////////// 
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2.75 Si el péndulo del problema 2.66 se coloca en un cohete que se mueve verticalmente con una aceleración 
de 5 m/s 2 , ¿cuál será su periodo de oscilación? 

2.76 Encuentre la ecuación de movimiento de la barra rígida uniforme OA de longitud l y masa m de la figura 
2.98. Encuentre también su frecuencia natural. 



Figura 2.98 


2.77 Un disco circular uniforme gira alrededor del punto O, como se muestra en la figura 2.99. Encuentre la 
frecuencia natural del sistema, así como su frecuencia máxima al variar el valor de b. 



Figura 2.99 
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2.78 Derive la ecuación de movimiento del sistema mostrado en la figura 2.100, con los siguientes métodos: 
(a) la segunda ley del movimiento de Newton; (b) el principio de D'Alembert, y (c) el principio de 
trabajo virtual. 



Figura 2.100 


2.79 Encuentre la frecuencia natural del sistema de señal de tránsito descrito en el problema 2.62 en vibra¬ 
ción torsional con respecto al eje z considerando las masas tanto del poste como de la señal. 

Sugerencia: La rigidez de resorte del poste en vibración torsional con respecto al eje z está dada por 

ttG 

k t = ^ ( r o ~ r t )■ El momento de inercia de masa de la señal con respecto al eje z está dado por 
1 


¡o ~ 12 m ° + ^ ), donde m 0 es la masa de la señal. 


2.80 Resuelva el problema 2.79 cambiando el material de acero a bronce tanto para el poste como para la 
señal. Propiedades del bronce: p (peso específico) = 80.1 kN/m 3 , E = 111.0 GPa, G = 41.4 GPa. 


2.81 Una masa m l se fija en un extremo de una barra uniforme de masa m 2 cuyo otro extremo gira alrededor 
del punto O como se muestra en la figura 2.101. Determine la frecuencia natural de vibración del pén¬ 
dulo resultante para pequeños desplazamientos angulares. 

2.82 En la figura 2.102 se muestra el movimiento angular del antebrazo de una mano humana que sostiene 
una masa m 0 . Durante el movimiento se puede considerar que el antebrazo gira alrededor de la articu¬ 
lación (pivote) O con las fuerzas musculares modeladas en la forma de una fuerza generada por el 
tríceps (c ¡x) y una fuerza generada por el bíceps (— c 2 d) donde c¡ y c 2 son constantes y i es la veloci¬ 
dad con la cual el tríceps se alarga (o contrae). Representando el antebrazo como una barra uniforme 
de masa m y largo /, derive la ecuación de movimiento del antebrazo para pequeños desplazamientos 
angulares 6. Encuentre también la frecuencia natural del antebrazo. 



Figura 2.101 
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Figura 2.102 Movimiento del brazo. 


Sección 2.4 Respuesta de sistemas de primer orden y constante de tiempo 

2.83 Encuentre la respuesta de vibración libre y la constante de tiempo en los casos en que sea aplicable, de 
sistemas regidos por las siguientes ecuaciones de movimiento: 

a. WOv + 20v = 0, v(0) = v(t = 0) = 10 

b. 100L + 20^ = 10, v(0) = v(t = 0) = 10 

c. 100¿ - 20^ = 0, i>(0) = H* = 0) = 10 

d. 500¿ + 50 íu = 0, <n(0) = co(t = 0) = 0.5 


Sugerencia: La constante de tiempo también se define como el valor de tiempo al cual la respuesta 
gradual de un sistema se eleva a 63.2% (100.0% — 36.8%) de su valor final. 

2.84 Un amortiguador viscoso, con constante de amortiguación c, y un resorte, con rigidez k, se conectan 
a una barra sin masa AB como se muestra en la figura 2.103. La barra AB se desplaza una distancia de 
x = 0.1 m cuando se aplica una fuerza constante F = 500 N. La fuerza aplicada F se libera entonces 
abruptamente de su posición desplazada. Si el desplazamiento de la barra AB se reduce con respecto 
a su valor inicial de 0.1 m en el instante t — 0 a 0.01 m en el instante t = 10 , encuentre los valores de 
c y k. 

2.85 La ecuación de movimiento de un cohete, de masa m, que se eleva verticalmente bajo un empuje F y 
resistencia o arrastre del aire D es 


mv = F — D — mg 
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F = 500 N 


x 


Figura 2.103 


Si m = 1000 kg, F = 50,000 N, D = 2000 v y g = 9.81 m/s 2 , encuentre la variación con el tiempo de 

dx{t ) 

la velocidad del cohete, v(t) =-, utilizando las condiciones iniciales jc(0 ) = 0 y v(0) = 0, donde 

dt 

x(t) es la distancia recorrida por el cohete en el tiempo t. 


Sección 2.5 Método de la energía de Rayleigh 

2.86 Determine el efecto del propio peso en la frecuencia natural de vibración de la viga doblemente articu¬ 
lada mostrada en la figura 2.104. 


Viga uniforme, 
rigidez flexional = El, 
|\/| peso total = mg. 



_l_ 

2 


I 


Figura 2.104 


2.87 Siga el método de Rayleigh para resolver el problema 2.7. 

2.88 Siga el método de Rayleigh para resolver el problema 2.13. 

2.89 Encuentre la frecuencia natural del sistema que se muestra en la figura 2.54. 

2.90 Siga el método de Rayleigh para resolver el problema 2.26. 

2.91 Siga el método de Rayleigh para resolver el problema 2.73. 

2.92 Siga el método de Rayleigh para resolver el problema 2.76. 

2.93 En principio, un prisma rectangular de madera de densidad p w , altura h y sección transversal a X b 
se sumerge en una tina de aceite y se hace que vibre libremente en la dirección vertical (vea la figura 
2.105). 

Siga el método de Rayleigh para determinar la frecuencia natural de vibración del prisma. Suponga que 
la densidad del aceite es p 0 . Si el prisma rectangular es reemplazado por un cilindro circular uniforme 
de radio r, altura h y densidad p^, ¿cambiará la frecuencia natural? 

2.94 Use el método de energía para determinar la frecuencia natural del sistema mostrado en la figura 2.97. 

2.95 Use el método de energía para determinar la frecuencia natural del sistema mostrado en la figura 2.85. 
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Figura 2.105 


2.96 Un cilindro de masa m y momento de inercia de masa J está conectado a un resorte de rigidez k y rueda 
sobre una superficie áspera como se muestra en la figura 2.106. Si el desplazamientos traslacional y 
angular del cilindro son x y 6 con respecto a su posición de equilibrio, determine lo siguiente: 

a. La ecuación de movimiento del sistema para pequeños desplazamientos en función de x por medio 
del método de energía. 

b. La ecuación de movimiento del sistema para pequeños desplazamientos en función de 9 por medio 
del método de energía. 

c. Encuentre las frecuencias naturales del sistema por medio de la ecuación de movimiento derivada en 
las partes (a) y (b). ¿Son iguales las frecuencias naturales resultantes? 



Figura 2.106 


Sección 2.6 Vibración libre con amortiguamiento viscoso 

2.97 Un péndulo simple vibra a una frecuencia de 0.5 Hz en el vacío y a 0.45 Hz en un fluido viscoso. De¬ 
termine la constante de amortiguamiento, suponiendo que la masa de la lenteja del péndulo es de 1 kg. 

2.98 La relación de amplitudes sucesivas de un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amorti¬ 
guado es de 18:1. Determine la relación de amplitudes sucesivas si la cantidad de amortiguamiento se 
(a) duplica, y (b) se reduce a la mitad. 

2.99 Suponiendo que el ángulo de fase es cero, demuestre que la respuesta x(t) de un sistema de un solo grado 
de libertad subamortiguado alcanza un valor máximo cuando 

sen wjt = \/l — f 2 


y un valor mínimo cuando 


sen = — \/l — £ 2 
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Demuestre también que las ecuaciones de las curvas que pasan por los valores máximo y mínimo de x(t) 
son, respectivamente 

x = Vi - í 2 Xe _í “"' 


y 


x = - VTVxV“»' 


2.100 Derive una expresión para el tiempo en que la respuesta de un sistema críticamente amortiguado alcance 
su valor máximo. También determine la expresión para la respuesta máxima. 

2.101 Se va a diseñar un amortiguador para limitar su alargamiento de más a 15% de su desplazamiento inicial 
cuando se deja libre. Encuentre la relación de amortiguamiento £ 0 requerida. ¿Cuál será el alargamiento 
de más si f se hace igual a (a) y fío? 

2.102 Las respuestas de vibración libre de un motor eléctrico de 500 N de peso montado en cimentaciones 
diferentes se muestran en las figuras 2.107(a) y (b). Identifique lo siguiente en cada caso; (i) la natu¬ 
raleza del amortiguamiento provisto por la cimentación, (ii) la constante de resorte y el coeficiente de 
amortiguamiento de la cimentación, e (iii) las frecuencias naturales no amortiguada y amortiguada del 
motor eléctrico. 

x(í), mm 
8 


0 


(a) 




Figura 2.107 


2.103 Para un sistema de resorte-masa-amortiguador, m = 50 kg y k = 5 000 N/m. Encuentre lo siguiente: (a) 
constante de amortiguamiento crítico, c c ; (b) frecuencia natural amortiguada, cuando c = c c /2, y (c) 
decremento logarítmico. 

2.104 Un carro de ferrocarril de 2000 kg de masa que viaja a una velocidad v = 10 m/s es detenido al final 
del carril por un sistema de resorte-amortiguador, como se muestra en la figura 2.108. Si la rigidez del 
resorte es k = 80 N/mm y la constante de amortiguamiento es c = 20 N-s/mm, determine (a) el despla¬ 
zamiento máximo del carro después de que choca con los resortes y el amortiguador, y (b) el tiempo 
requerido para que alcance un desplazamiento máximo. 
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Figura 2.108 


2.105 Un péndulo torsional tiene una frecuencia natural de 200 ciclos/min cuando vibra en el vacío. El mo¬ 
mento de inercia de masa del disco es de 0.2 kg-m 2 . Luego se sumerge en aceite y se ve que su fre¬ 
cuencia natural es de 180 ciclos/min. Determine la constante de amortiguamiento. Si cuando el disco se 
coloca en aceite, se hace que se desplace 2 o , encuentre su desplazamiento al final del primer ciclo. 

2.106 Un chico montado en una bicicleta se puede modelar como un sistema de resorte-masa-amortiguador 
con un peso, rigidez y constante de amortiguamiento equivalentes de 800 N, 50,000 N/m y 1000 N-s/m, 
respectivamente. La colocación diferencial de los bloques de concreto en la carretera hace que el nivel 
de la superficie se reduzca de repente, como se indica en la figura 2.109. Si la velocidad de la bicicleta 
es de 5 m/s (18 km/h), determine el desplazamiento del chico en la dirección vertical. Suponga que la 
bicicleta no vibra en la dirección vertical antes de encontrarse con el desnivel en el desplazamiento 
vertical. 

2.107 Un prisma rectangular de madera de 20 Ib de peso, 3 pies de altura y sección transversal de 1 pie X 2 
pies flota y permanece vertical en una tina de aceite. Se puede suponer que la resistencia friccional del 
aceite equivale a un coeficiente de amortiguamiento viscoso £. Cuando el prisma se sumerge una distan¬ 
cia de 6 pulg con respecto a su posición de equilibrio y se suelta, se ve que llega a una profundidad de 
5.5 pulg al final de su primer ciclo de oscilación. Determine el valor del coeficiente de amortiguamiento 
del aceite. 



- 5 cm 

15 m- 



10 m-H 


Figura 2.109 


2.108 Un cuerpo vibratorio con amortiguamiento viscoso realiza cinco oscilaciones completas por segundo 
y en 50 ciclos su amplitud disminuye a 10 por ciento. Determine el decremento logarítmico y la relación 
de amortiguamiento. ¿En qué proporción se reducirá el periodo de vibración si se suprime el amorti¬ 
guamiento? 
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2.109 La distancia de retroceso máxima permisible de un cañón se especifica como 0.5 m. Si la veloci¬ 
dad de retroceso inicial debe ser de entre 8 m/s y 10 m/s, determine la masa del cañón y la rigidez 
del mecanismo de retroceso. Suponga que se utiliza un amortiguador hidráulico críticamente 
amortiguado en el mecanismo de retroceso y que la masa del cañón tiene que ser al menos de 
500 kg. 

2.110 Un sistema viscosamente amortiguado tiene una rigidez de 5000 N/m, una constante de amorti¬ 
guamiento crítico de 0.2 N-s/mm y un decremento logarítmico de 2.0. Si al sistema se le imparte 
una velocidad inicial de 1 m/s, determine el desplazamiento máximo del sistema. 

2.111 Explique por qué un sistema sobreamortiguado nunca pasa por la posición de equilibrio estático 
cuando se le imparte sólo un desplazamiento inicial y (b) sólo una velocidad inicial. 

2.112-2.114 Derive la ecuación de movimiento y determine la frecuencia natural de vibración de cada uno de 
los sistemas mostrados en las figuras 2.110 a 2.112. 

2.115-2.117 Utilizando el principio de trabajo virtual, derive la ecuación de movimiento de cada uno de los 
sistemas que se muestran en las figuras 2.110 a 2.112. 


Cilindro, masa m 


- v (0 



'777777777777777777^7^777^/7777777// „ 

Rodamiento puro Figura 2.110 



Figura 2.111 



Figura 2.112 
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2.118 Un prisma rectangular de madera de sección transversal de 40 cm X 60 cm, altura de 120 cm y 
masa de 40 kg, flota en un fluido como se muestra en la figura 2.105. Cuando se le perturba, se 
observa que vibra libremente con un periodo natural de 0.5 s. Determine la densidad del fluido. 

2.119 El sistema que se muestra en la figura 2.113 tiene una frecuencia natural de 5 Hz con los siguien¬ 
tes datos: m = 10 kg, J 0 = 5 kg-m 2 , r 1 = 10 cm, r 2 = 25 cm. Cuando el sistema experimenta un 
desplazamiento inicial, la amplitud de vibración libre se reduce en 80 por ciento en 10 ciclos. 
Determine los valores de k y c. 


\—► x (0 



Figura 2.113 


2.120 El rotor de un indicador de carátula está conectado a un resorte torsional y a un amortiguador torsional 
viscoso para formar un sistema torsional de un solo grado de libertad. La escala está graduada en divi¬ 
siones iguales, y la posición de equilibrio del rotor corresponde a cero en la escala. Cuando se aplica un 
par de torsión de 2 X 10~ 3 N-m, el desplazamiento angular del rotor es de 50° y la aguja señala 80 divi¬ 
siones en la escala. Cuando se libera el rotor en esta posición, la aguja oscila primero a —20 divisiones 
en un segundo y luego a 5 divisiones en otro segundo. Encuentre (a) el momento de inercia de masa del 
rotor; (b) el periodo natural no amortiguado del rotor; (c) la constante de amortiguamiento torsional, y 
(d) la rigidez de resorte torsional. 

2.121 Determine los valores de £ de w d para los siguientes sistemas viscosamente amortiguados: 

a. m = 10 kg, c = 150 N-s/m, k = 1000 N/m 

b. m = 10 kg, c = 200 N-s/m, k = 1000 N/m 

c. m = 10 kg, c = 250 N-s/m, k = 1000 N/m 

2.122 Determine la respuesta de vibración libre de los sistemas viscosamente amortiguados descritos en el 
problema 2.121 cuando x 0 = 0.1 m y Xq = 10 m/s. 

2.123 Determine la respuesta de vibración libre durante un ciclo de movimiento armónico simple dado por 
x(t ) = 0.2 sen wj m por un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado con los 
siguientes parámetros: 

a. m = 10 kg, c = 50 N-s/m, k = 1000 N/m 

b. m = 10 kg, c = 150 N-s/m, k = 1000 N/m 

2.124 La ecuación de movimiento de un sistema de resorte-masa-amortiguador, con un resorte endurecido, 
está dada por (en unidades SI) 

lOOx + 500i + 10,000x + 400x 3 = 0 
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a. Determine la posición de equilibrio estático del sistema. 

b. Derive la ecuación de movimiento linealizada para desplazamientos pequeños (x) con respecto a la 
posición de equilibrio estático. 

c. Encuentre la frecuencia natural de vibración del sistema para desplazamientos pequeños. 


2.125 La ecuación de movimiento de un sistema de resorte-masa-amortiguador, con un resorte blando, es (en 
unidades SI) 


1003c + 5003: + IO.OOOjc — 400x 3 = 0 


a. Determine la posición de equilibrio del sistema estático del sistema. 

b. Derive la ecuación de movimiento linealizada para desplazamientos pequeños (x) con respecto a la 
posición de equilibrio estático. 

c. Determine la frecuencia natural de vibración del sistema para desplazamientos pequeños. 

2.126 El indicador de aguja de un instrumento electrónico está conectado a un amortiguador torsional visco¬ 
so y a un resorte torsional. Si la inercia rotacional del indicador de aguja con respecto a su pivote es 
25 kg-m 2 y la constante del resorte torsional es de 100 N-m/rad, determine la constante de amortigua¬ 
miento del amortiguador torsional para que el instrumento esté críticamente amortiguado. 

2.127 Encuentre las respuestas de los sistemas regidos por las siguientes ecuaciones de movimiento con las 
condiciones iniciales jc( 0) = 0, 3c(0) = 1: 

a. 23c + 8i + 16jc = 0 

b. 3x + I2x + 9x = 0 

c. 2'x + 8x + 8v = 0 

2.128 Encuentre las respuestas de los sistemas regidos por las siguientes ecuaciones de movimiento con las 
condiciones iniciales x(0) = 0, 3c(0) = 0: 

a. 23c + 8i + 16jc = 0 

b. 33c + 123: + 9x = 0 

c. 2x + 83: + 8jc = 0 

2.129 Encuentre las respuestas de los sistemas regidos por las siguientes ecuaciones de movimiento con las 
condiciones iniciales jc(0) = 1, 3:(0) = —1: 

a. 23c + 83: + 16cc = 0 

b. 3x + I2x + 9x = 0 

c. 23c + 83; + 8ct = 0 

2.130 Un sistema de resorte-masa vibra con una frecuencia de 120 ciclos por minuto en aire y con una fre¬ 
cuencia de 100 ciclos por minuto en un líquido. Encuentre la constante de resorte k, la constante de 
amortiguamiento c y la relación de amortiguamiento £ cuando vibra en el líquido. Considere m = 10 kg. 

2.131 Encuentre la frecuencia de oscilación y la constante de tiempo para los sistemas regidos por las siguien¬ 
tes ecuaciones: 

a. 3c + 2x + 9jc = 0 

b. x + 83: + 9x = 0 

c. x + 6x + 9x = 0 
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2.132 El momento de inercia de masa de un cuerpo de revolución de forma no homogénea y/o compleja con 
respecto al eje de rotación se determina, si se encuentra antes su frecuencia natural de vibración torsio- 
nal con respecto a su eje de rotación. En el sistema torsional mostrado en la figura 2.114, el cuerpo de 
revolución (o rotor) de inercia rotatoria J, está soportado por dos cojinetes libres de fricción y conectado 
a un resorte torsional de rigidez k t . Si se somete a una torsión inicial (desplazamiento angular) de 9 0 y 
luego se deja libre, el periodo de la vibración resultante se mide como t. 

a. Encuentre una expresión para el momento de inercia de masa del rotor (/) en función de t y k¡. 

b. Determine e valor de J si r = 0.5 s y k t = 5000 N-m/rad. 



Figura 2.114 


Sección 2.7 Representación gráfica de raíces características y soluciones correspondientes 

2.133 Las raíces características de un sistema de un solo grado de libertad se dan a continuación. Determine 
todas las características aplicables del sistema de entre la ecuación característica, la constante de tiem¬ 
po, la frecuencia natural no amortiguada, la frecuencia amortiguada y la relación de amortiguamiento. 

a. .s'i 2 = —4 ± 5 i 

b. í 12 = 4 ± 5 i 

c. *1,2 = “4, -5 

d. ri,2 = -4, -4 

2.134 Muestre las raíces características indicadas en el problema 2.133 (a)-(d) en el plano í y describa la na¬ 
turaleza de la respuesta del sistema en cada caso. 

2.135 La ecuación característica de un sistema de un solo grado de libertad, dado por la ecuación, se puede 
volver a escribir como 


s 2 + as + b = 0 (E.l) 

donde a = c/m y b = k/m se consideran como los parámetro del sistema. Identifique regiones que re¬ 
presenten un sistema estable, inestable y marginalmente estable en el plano de parámetros, es decir, el 
plano en el cual ay b estén denotados a lo largo de los ejes vertical y horizontal, respectivamente. 


Sección 2.8 Variaciones de parámetros y representaciones del lugar geométrico de las raíces 

2.136 Considere la ecuación característica 2 s 2 + es + 18 = 0. Trace el lugar geométrico de las raíces para 
c>0. 

2.137 Considere la ecuación característica 2s 2 + 12 s + k = 0. Trace el lugar geométrico de las raíces para 
k> 0. 
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2.138 Considere la ecuación característica ms 2 + 12s + 4 = 0. Trace el lugar geométrico de las raíces para 
m a 0. 

Sección 2.9 Vibración libre con amortiguamiento de Coulomb 

2.139 Un sistema de un solo grado de libertad se compone de una masa de 20 kg y un resorte de 4000 N/m 
de rigidez. Las amplitudes de ciclos sucesivos son de 50, 45, 40. 35, ... mm. Determine la naturaleza y 
magnitud de la fuerza de amortiguamiento y la frecuencia de la vibración amortiguada. 

2.140 Una masa de 20 kg se desliza con un movimiento de vaivén sobre una superficie seca debido a la acción 
de un resorte de 10 N/mm de rigidez. Después de cuatro ciclos completos se ve que la amplitud es de 
100 mm. ¿Cuál es el coeficiente de fricción promedio entre las dos superficies si la amplitud original 
era de 150 mm? ¿Cuánto tiempo transcurrió durante los cuatro ciclos? 

2.141 Una masa de 10 kg se conecta a un resorte de 3000 N/m de rigidez y se deja libre después de que se 
desplaza 100 mm. Suponiendo que la masa se mueve sobre una superficie horizontal, como se muestra 
en la figura 2.42(a), determine la posición en la cual la masa se detiene. Suponga que el coeficiente de 
fricción entre la masa y la superficies de 0.12. 

2.142 Un peso de 25 N cuelga de un resorte con rigidez de 1000 N/m. El peso vibra en la dirección vertical 
por la acción de una fuerza de amortiguamiento constante. Cuando inicialmente el peso es tirado hacia 
abajo una distancia de 10 cm de su posición de equilibrio estático y se deja libre, se detiene después de 
completar exactamente dos ciclos completos. Encuentre la magnitud de la fuerza de amortiguamiento. 

2.143 Una masa de 20 kg cuelga de un resorte de 10,000 N/m de rigidez. El movimiento vertical de la masa 
se somete a una fricción de Coulomb de 50 N de magnitud. Si en principio el resorte se desplaza 5 cm 
hacia debajo de su posición de equilibrio estático, determine (a) el número de medios ciclos transcurri¬ 
dos antes de que la masa se detenga; (b) el tiempo transcurrido antes de que la masa se detenga, y (c) la 
extensión final del resorte. 

2.144 La prueba de impacto de Charpy es una prueba dinámica en la cual se golpea una muestra con un péndulo 
(o martillo) y se mide la energía absorbida al romperla. Los valores medidos sirven para comparar las 
resistencias al impacto de diferentes materiales. Como se muestra en la figura 2.115, el péndulo cuelga 
de una flecha, se suelta desde una posición particular y se permite que caiga y rompa la muestra. Si se 
hace que el péndulo oscile libremente (sin muestra), encuentre (a) una expresión para la disminución del 
ángulo de oscilación por cada ciclo a causa de la fricción; (b) la solución para 9(t) si el péndulo se suelta 
desde un ángulo 9 0 , y (c) la cantidad de ciclos después de los cuales cesa el movimiento. Suponga que la 
masa del péndulo es m y que el coeficiente de fricción entre la flecha y el cojinete del péndulo es /x. 

2.145 Encuentre la constante de amortiguamiento viscoso para amortiguamiento de Coulomb de vibración 
sinusoidal. 

2.146 Un sistema de un solo grado de libertad se compone de una masa, un resorte y un amortiguador en el 
cual tanto la fricción seca como el amortiguamiento viscoso actúan simultáneamente. La amplitud de 
vibración se reduce en 1 por ciento por ciclo cuando la amplitud es de 20 mm y 2 por ciento por ciclo 
cuando la amplitud es de 10 mm. Encuentre el valor de ( fíN/k ) del componente de fricción seca del 
amortiguamiento. 

2.147 Un bloque de metal, colocado sobre una superficie áspera, se conecta a un resorte, e inicialmente 
se desplaza 10 cm de su posición de equilibrio. El periodo natural de movimiento es de 1.0 s y la 
amplitud se reduce 0.5 cm en cada ciclo. Encuentre (a) el coeficiente de fricción cinética entre el 
bloque de metal y la superficie, y (b) la cantidad de ciclos de movimiento ejecutados por el bloque 
antes de detenerse. 
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Cojinete 



2.148 La masa de un sistema de resorte-masa con k = 10,000 N/m y m = 5 kg se pone a vibrar sobre una 
superficie áspera. Si la fuerza de fricción es F = 20 N y la amplitud de la masa se reduce 50 mm en 10 
ciclos, determine el tiempo requerido para completar 10 ciclos. 

2.149 La masa del sistema de resorte-masa vibra sobre una superficie inclinada a 30° con respeto a la horizon¬ 
tal como se muestra en la figura 2.116. 

a. Derive la ecuación de movimiento. 

b. Encuentre la respuesta del sistema con los datos siguientes: 

m = 20 kg, k = 1000 N/m , /x = 0.1, x 0 = 0.1 m, i 0 = 5 m/s. 

2.150 La masa de un sistema de resorte-masa se desplaza inicialmente 10 cm de su posición libre de esfuerzo 
por la aplicación de una fuerza de 25 N, la cual es igual a cinco veces el peso de la masa. Si la masa se 
suelta de esta posición, ¿cuánto tiempo vibrará la masa y a qué distancia se detendrá de la posición libre 
de esfuerzo? Suponga un coeficiente de fricción de 0.2. 


Sección 2.10 Vibración libre con amortiguamiento histerético 

2.151 La curva de fuerza-deflexión experimentalmente observada de una estructura compuesta se muestra en 
la figura 2.117. Determine la constante de amortiguamiento de histéresis, el decremento logarítmico y la 
relación de amortiguamiento viscoso correspondiente a esta curva. 
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Figura 2.116 


900 p 
800 - 
700 - 
600 - 
500 - 
400 - 
300 - 
200 - 
5 - 100 - 
Ñ o - 
% -100 - 
-200 - 
-300 - 
-400 - 
-500 - 
-600 - 
-700 - 
-800 - 

-900 - 
-8 


2.152 Se observa que un panel hecho de material compuesto con refuerzo de fibra se comporta como un 
sistema de un solo grado de libertad de 1 kg de más y 2 N/m de rigidez. La relación de amplitudes su¬ 
cesivas es de 1.1. Determine el valor de la constante de amortiguamiento histerético ¡3, la constante de 
amortiguamiento viscoso, c eq 0 y la pérdida de energía por ciclo con una amplitud de 10 mm. 

2.153 Una viga en voladizo cuya rigidez a flexión es de 200 N/m soporta una masa de 2 kg en su extremo 
libre. La masa se desplaza inicialmente 30 mm y se suelta. Si la amplitud es de 20 mm después de 100 
ciclos de movimiento, estime la constante de amortiguamiento de histéresis [3 de la viga. 

2.154 Se fija una masa de 5 kg en el extremo superior de un resorte helicoidal y el sistema se pone a vibrar al 
impartirle a la masa una deflexión inicial de 25 mm. La amplitud de la masa se reduce a 10 mm después 
de 10 ciclos de vibración. Suponiendo una tasa de resorte de 200 N/m para el resorte helicoidal, deter¬ 
mine el valor del coeficiente de amortiguamiento histerético (h) del resorte. 
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Sección 2.11 Estabilidad de sistemas 

2.155 Considere la ecuación de movimiento de un péndulo simple: 

0 + y sen 0 = 0 (E.l) 

a. Linealice la ecuación (E.l) con respecto a un desplazamiento angular arbitrario 9 0 del péndulo. 

b. Investigue la estabilidad del péndulo con respecto a 6 0 = 0 y 6 0 = tt por medio de la ecuación de 
movimiento linealizada. 

2.156 La figura 2.118 muestra una barra rígida uniforme de masa m y longitud /, pivotada en un extremo 
(punto O) y con un disco circular de masa M y momento de inercia de masa J (con respecto a su eje de 
rotación) en el otro extremo (punto P). El disco circular está conectado a un resorte de rigidez k y una 
constante de amortiguamiento de amortiguador viscoso c como se indica. 

a. Derive la ecuación de movimiento del sistema para pequeños desplazamientos angulares de la barra 
rígida con respecto al pivote O y exprésela en la forma: 

niQ 6 + cq 'Ó + kod = 0 

b. Derive las condiciones correspondientes al comportamiento estable, inestable y marginalmente es¬ 
table del sistema. 



7777777777 . 


Figura 2.118 


Sección 2.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

2.157 Encuentre la respuesta de vibración libre de un sistema de resorte-masa sujeto a amortiguamiento de 
Coulomb por medio de MATLAB con los siguientes datos: 

m = 5 kg, k = 100 N/m, /x = 0.5, xq = 0.4 m, xq = 0. 

2.158 Trace la respuesta de un sistema críticamente amortiguado (ecuación 2.80) con los siguientes datos por 
medio de MATLAB: 

a. x 0 = 10 mm, 50 mm, 100 mm; x 0 = 0, co n = 10 rad/s. 

b. xq = 0, Íq = 10 mm/s, 50 mm/s, 100 mm/s; o n = 10 rad/s. 














Proyectos de diseño 237 


2.159 Trace la ecuación (2.81) y también cada uno de los dos términos de la ecuación (2.81) como una 
función de t por medio de MATLAB con los siguientes datos: 

(o n = 10 rad/s, = 2.0, xq = 20 mm, xq = 50 mm/s 


2.160-2.163. Aplicando Program2.m de MATLAB, trace la respuesta de vibración libre de un sistema visco¬ 
samente amortiguado con m = 4 kg, k = 2500 N/m, x 0 = 100 mm, x 0 = —10 m/s, A t = 0.01 s, 
n = 50 con los siguientes valores de la constante de amortiguamiento: 

a. c — 0 

b. c = 100 N-s/m 

c. c = 200 N-s/m 

d. c = 400 N-s/m 

2.164 Encuentre la respuesta del sistema descrito en el problema 2.149 por medio de MATLAB. 


Proyectos de diseño 

2.165*Una turbina de agua de 1000 kg de masa y 500 kg-m 2 de momento de inercia de masa está mon¬ 
tada en una flecha, como se muestra en la figura 2.119. La velocidad de operación de la turbina 
es de 2400 rpm. Suponiendo que los extremos de la flecha están fijos, encuentre los valores de Z, 
ay d, de modo que la frecuencia natural de vibración de la turbina en cada una de las direcciones 
axial, transversal y circunferencial sea mayor que la velocidad de operación de la turbina. 



2.166*Diseñe las columnas para cada una de las estructuras de edificio que se muestran en las figuras 
2.79(a) y (b) para un peso mínimo de modo que la frecuencia natural de vibración sea mayor que 
50 Hz. El peso del piso ( W) es de 4000 Ib y la longitud de las columnas (Z) es de 96 pulg. Suponga 
que las columnas son de acero y de sección transversal tubular con diámetro externo d y espesor 
de pared t. 
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2.167* Un extremo de una barra rígida uniforme de masa ni está conectado a un muro por medio de 
una junta conectada a la bisagra O, y el otro soporta una carga concentrada M, como se muestra 
en la figura 2.120. La barra gira alrededor del punto conectado a la bisagra O contra un resor¬ 
te torsional y un amortiguador torsional. Se propone utilizar este mecanismo, junto con un contador 
mecánico, para controlar la entrada a un parque de diversiones. Determine las masas m y M, 
y la rigidez del resorte torsional (kt) y la fuerza de amortiguamiento (Fd) necesarias para satisfacer 
las siguientes especificaciones: (1). Se puede utilizar un amortiguador viscoso o un amortiguador de 
Coulomb. (2) La barra tiene que regresar a más o menos 5 o de suposición de cierre en menos 
de 2 segundos cuando se deja libre a partir de una posición inicial de u 5 75°. 


Parque de diversiones 


Fd 



2.168* El módulo de exploración lunar se modela como una masa soportada por cuatro patas simétricamente 
colocadas, cada una de las cuales puede representarse de forma aproximada como un sistema de resorte- 
amortiguador con masa insignificante (vea la figura 2.121). Diseñe los resortes y amortiguadores del 
sistema para tener un periodo amortiguado de vibración entre 1 s y 2 s. 



Figura 2.121 


2.169*Considere la pluma telescópica y canastilla del camión de bomberos que se muestran en la figura 
2.12(a). Suponga que la pluma telescópica PQRS está soportada por un tirante QT, como se muestra en 
la figura 2.122. Determine la sección transversal del tirante QT de modo que el periodo natural de vibra¬ 
ción de la canastilla con el bombero en ella sea igual ais con los siguientes datos. Suponga que cada 
segmento de la pluma telescópica y el tirante es una sección transversal hueca. Suponga, además, que 
el tirante actúa como un resorte que se deforma sólo en la dirección axial. 
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Datos: 

Longitudes de los segmentos: PQ = 12 pies, QR = 10 pies, RS = 8 pies, TP = 3 pies 
Módulo de Young del brazo telescópico y tirante = 3 X 10 6 lb/pulg 2 
Diámetros externos de las secciones: PQ — 2.0 pulg, QR — 1.5 pulg, RS = 1.0 pulg 
Diámetros internos de las secciones: PQ = 1.75 pulg, QR = 1.25 pulg, RS = 0.75 pulg 
Peso de la canastilla = 100 Ib 
Peso del bombero = 200 Ib 



Figura 2.122 








CAPITULO 3 


Vibración armónicamente excitada 



Charles Augustin de Coulomb 

(1736-1806) 


Ingeniero militar y físico francés. En su estupenda obra Mémoires sur Vélectricité et le 
magnétisme (1784-1806), presentó su primer trabajo ( The Theory of Simple Machines) 
sobre estática y mecánica en 1779, el cual describe el efecto de la resistencia y la lla¬ 
mada “ley de la proporcionalidad de Coulomb” entre la fricción y la presión normal. En 
1784 obtuvo la solución correcta al problema de oscilaciones pequeñas de un cuerpo 
sometido a torsión. Es bien conocido por sus leyes de fuerza para cargas electrostáticas 
y magnéticas. A la unidad de carga eléctrica se le dio su nombre. (Cortesía de Applied 
Mechanics Reviews). 
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Este capítulo se ocupa de la respuesta de sistemas de un solo grado de libertad sometidos a ex¬ 
citaciones armónicas. En primer lugar presenta la derivación de la ecuación de movimiento y su 
solución cuando un sistema de un solo grado de libertad se somete a excitación armónica. Se con¬ 
sideran tanto sistemas amortiguados como no amortiguados. Luego, el factor de amplificación y 
los fenómenos de resonancia y batido se presentan en el contexto de un sistema de resorte-masa no 
amortiguado. Se presenta asimismo la solución total de la ecuación diferencial de segundo orden 
no homogénea rectora como una suma de la ecuación homogénea (solución de vibración libre) y la 
integral particular (solución de vibración forzada). Para evaluar las constantes en la solución total 
se utilizan las condiciones iniciales conocidas del sistema. A continuación se presentan en detalle 
las importantes características del factor de amplificación y el ángulo de fase de un sistema viscosa¬ 
mente amortiguado. Se definen el factor de calidad, el ancho de banda y el punto de mediana poten¬ 
cia, y se describe el uso del factor de calidad para estimar el factor de amortiguamiento viscoso en 
un sistema mecánico. Enseguida se expone la respuesta del sistema de resorte-masa-amortiguador 
junto con la función forzada armónica en forma compleja, así como el concepto de respuesta de 
frecuencia compleja. Luego se presentan la respuesta de un sistema amortiguado sometido al mo¬ 
vimiento armónico de la base y las ideas de transmisibilidad de desplazamiento y de fuerza. Las 
aplicaciones de este problema incluyen la vibración de los aviones provocada por las asperezas 
de la pista durante el rodamiento y el aterrizaje; la vibración de vehículos terrestres debido a la 
irregularidad y baches en carreteras, y la vibración de los edificios provocada por el movimiento 
del suelo durante sismos. También se analiza la respuesta de un sistema amortiguado por desba¬ 
lance rotatorio; las aplicaciones de este problema comprenden varias máquinas con desbalance en 
los rotores. Avanzado el capítulo, se presenta la vibración forzada de un sistema de resorte-masa 
sometido a amortiguamiento de Coulomb, histéresis y otros tipos de amortiguamiento. La autoex¬ 
citación y el análisis de estabilidad dinámica de un sistema de un solo grado de libertad se analizan 
junto con aplicaciones. Se describen asimismo el método general de la función de transferencia, 
el método de la transformada de Laplace y el método de función de transferencia armónica para 
la solución de sistemas armónicamente excitados. Por último se ofrece la solución de diferentes 
tipos de problemas de vibración no amortiguada y amortiguada armónicamente excitada, la cual se 
obtiene utilizando MATLAB. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Encontrar las respuestas de sistemas de un solo grado de libertad no amortiguados y viscosa¬ 
mente amortiguados sometidos a diferentes tipos de fuerza armónica, como excitación de base 
y desbalance rotatorio. 

• Distinguir entre soluciones transitorias, de estado estable y totales. 

• Entender las variaciones del factor de amplificación y ángulos de fase con la frecuencia de 
excitación y los fenómenos de resonancia y batidos. 

• Encontrar la respuesta de sistemas que implican amortiguamiento de Coulomb, histerético, y 
otros tipos de amortiguamiento. 

• Identificar problemas autoexcitados e investigar sus aspectos de estabilidad. 

• Derivar funciones de transferencia de sistemas regidos por ecuaciones diferenciales lineales 
con coeficientes constantes. 

• Resolver problemas de vibración de un solo grado de libertad armónicamente excitada utili¬ 
zando transformadas de Laplace. 
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• Obtener funciones de transferencia de frecuencia a partir de la función general de transferencia 
y representar las características de respuesta de frecuencia utilizando diagramas de Bode. 

• Resolver la respuesta de vibración armónicamente excitada utilizando MATLAB. 


introducción 


Se dice que un sistema mecánico o estructural experimenta vibración forzada siempre que se sumi¬ 
nistra energía externa al sistema durante la vibración. La energía externa se puede suministrar ya 
sea mediante una fuerza aplicada o por una excitación de desplazamiento impuesta. La fuerza apli¬ 
cada o la excitación de desplazamiento pueden ser armónica, no armónica pero periódica, no perió¬ 
dica, o aleatoria. La respuesta de un sistema a una excitación armónica se llama respuesta armóni¬ 
ca. La excitación no periódica puede ser de larga o de corta duración. La respuesta de un sistema 
dinámico a excitaciones no periódicas repentinamente aplicadas se llama respuesta transitoria. 

En este capítulo consideraremos la respuesta dinámica de un sistema de un solo grado de liber¬ 
tad sujeto a excitaciones armónicas de la forma F(t ) = F 0 e' ( " r + o F(t) = F 0 eos (a>t + (f>) o F(t) 
= F 0 sen (ojt + cf>), donde F 0 es la amplitud, a> es la frecuencia y cf> es el ángulo de fase de la exci¬ 
tación armónica. El valor de cf> depende del valor de F(t) en t = 0 y suele considerársele cero. Bajo 
excitación armónica, la respuesta del sistema también será armónica. Si la frecuencia de excitación 
coincide con la frecuencia natural del sistema, la respuesta será muy grande. Esta condición, cono¬ 
cida como resonancia, se debe evitar para que no falle el sistema. La vibración producida por una 
máquina rotatoria desbalanceada, la oscilación de una alta chimenea producida por la formación 
de torbellino en un viento constante y el movimiento vertical de un automóvil sobre un carretera 
ondulada son ejemplos de vibración excitada. 

También se abordan en este capítulo las aplicaciones de los métodos de función de transferen¬ 
cia, transformada de Laplace y función de frecuencia, en la solución de sistemas armónicamente 
excitados. 


3.2 Ecuación de movimiento 


Si una fuerza F(t) actúa en un sistema de resorte-masa viscosamente amortiguado como se muestra 
en la figura 3.1, la ecuación de movimiento se puede obtener aplicando la segunda ley de Newton: 

mx + ex + kx = F(t) (3.1) 

Como esta ecuación es no homogénea, la suma de la solución homogénea x h (t) y la solución par¬ 
ticular, x p (t) proporciona su solución general. La solución homogénea, la cual es la solución de la 
ecuación homogénea 

mx + ex + kx = 0 (3.2) 

representa la vibración libre del sistema y se abordó en el capítulo 2. Como se vio en la sección 2.6.2, 
esta vibración libre se reduce con el tiempo en cada una de las tres posibles condiciones de amorti¬ 
guamiento (subamortiguamiento, amortiguamiento crítico y sobreamortiguamiento) y en todas las 
posibles condiciones iniciales. Por lo tanto, la solución general de la ecuación (3.1) se reduce en úl¬ 
timo término a la solución particular x p (t), la cual representa la vibración de estado estable. El movi¬ 
miento de estado estable está presente mientras la función forzada está presente. Las variaciones con 
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m 


F(t) 

(a) 


kx ex 





m 




F(t) 


Figura 3.1 Sistema de resorte-masa-amorti- 
(b) Diagrama de cuerpo libre g uac J 0 r 


el tiempo de las soluciones homogénea, particular y general en un caso típico se muestran en la fi¬ 
gura 3.2. Se ve que x h (t) se reduce y que x(t) se transforma en xJt) después de algún tiempo (r en la 
figura 3.2). La parte del movimiento que se reduce a causa del amortiguamiento (la parte de vibra¬ 
ción libre) se llama transitoria. El ritmo al cual el movimiento transitorio se reduce depende de los 
valores de los parámetros del sistema k, c y m. En este capítulo, excepto en la sección 3.3, ignora¬ 
mos el movimiento transitorio y derivamos sólo la solución particular de la ecuación (3.1), la cual 
representa la respuesta de estado estable, sometida a funciones forzadas armónicas. 



Figura 3.2 Soluciones homogénea, 
particular y general de la ecuación 
(3.1) en el caso no amortiguado. 


3.3 Respuesta de un sistema no amortiguado sometido 
a una fuerza armónica 


Por sencillez, antes de estudiar la respuesta de un sistema amortiguado consideramos un sistema no 
amortiguado sometido a una fuerza armónica. Si una fuerza F(t) = F 0 eos cot actúa en la masa rn de 
un sistema no amortiguado, la ecuación de movimiento, ecuación (3.1), se reduce a 

mx + kx = F 0 eos cot (3.3) 

La solución homogénea de esta ecuación está dada por 


x h (t ) = C¡ eos co n t + C 2 sen co n t 


(3.4) 
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donde a> n = ( k/m ) 1/2 es la frecuencia natural del sistema. Como la fuerza de excitación F(t) es ar¬ 
mónica, la solución particular x p (t) también es armónica, y tiene la misma frecuencia a>. Por lo tanto 
suponemos una solución en la forma 


x p {t) = X eos wt (3.5) 

donde X es una constante que indica la amplitud máxima de x p (t ). Sustituyendo la ecuación (3.5) en 
la ecuación (3.3) y resolviendo X , obtenemos 


X = 




(3.6) 


donde <5 est = F 0 /k indica la desviación de la masa bajo la fuerza F 0 y en ocasiones se conoce como 
deflexión estática porque F 0 es una fuerza constante (estática). Por lo tanto, la solución total de la 
ecuación (3.3) es 


x{t) 


C\ eos oj n t + C 2 sen <w„f 


+ 


F 0 

- 2 eos cjt 

k — mor 


(3.7) 


Utilizando las condiciones iniciales x{t = 0) = x 0 y x(t = 0) = Jc 0 , vemos que 


C 1 = x 0 - 


F 0 

1 2 ’ 

k — meo 


C 2 


io 


(3.8) 


y por consiguiente 


x(t) 




eos 


+ 



sentu„/ 


+ 



eos cot 


La amplitud máxima X en la ecuación (3.6) se expresa como 


X 1 



(3.9) 


(3.10) 


La cantidad X/ S est representa la relación de la amplitud de movimiento dinámica con la amplitud de 
movimiento estática y se conoce como factor de amplificación o relación de amplitud. La variación 
de la relación de amplitud, X/5 est , con la relación de frecuencia r = co/w n (ecuación 3.10) se muestra 
en la figura 3.3. Según esta figura, se puede identificar la respuesta del sistema como de tres tipos. 

Caso 1 . Cuando 0 < co¡u> n < 1, el denominador en la ecuación (3.10) es positivo y la ecuación (3.5) 
da la respuesta sin cambios. Se dice que la respuesta armónica del sistema xft) está en fase con la 
fuerza externa como se muestra en la figura 3.4. 
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(oilw n ) 


Figura 3.3 Factor de amplificación de un sistema no amortiguado, 
ecuación (3.10). 


F(t) = F 0 eos (ot 
F 0 
O 



x p (t) = X eos üit 



Figura 3.4 Respuesta armónica cuando 0 <co/co n < 1. 


Caso 2. Cuando a>/w n > 1, el denominador en la ecuación (3.10) es negativo, y la solución de 
estado estable se expresa como 


x p (t) = —X eos u>t 


(3.11) 
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F(f) = F 0 eos cot 

F 0 
O 



x p ( t) = —X eos cot 



Figura 3.5 Respuesta armónica cuando co/co n > 1. 


donde la amplitud de movimiento X se vuelve a definir como una cantidad positiva como sigue 


X = 



(3.12) 


Las variaciones de F(t) y x p (t) con el tiempo se muestran en la figura 3.5. Como x p (t) y F(t) tienen 
signos opuestos, se dice que la respuesta está desfasada 180° con respecto a la fuerza externa. Ade¬ 
más, a medida que co/co,, —» oo, X —» 0. Por lo tanto, la respuesta del sistema a una fuerza armónica 
de muy alta frecuencia se aproxima a cero. 


Caso 3. Cuando co/co n = 1, la amplitud X dada por la ecuación (3.10) o (3.12) se vuelve infinita. 
Esta condición, en la cual la frecuencia forzada co es igual a la frecuencia natural del sistema co n se 
llama resonancia. Para encontrar la respuesta a está condición, reescribimos la ecuación (3.9) como 


x(t) 


Xq COS (O n t + 


x 0 


sen cü„t + 


Óesl 


cos cút — cos co„t 



(3.13) 


Como el último término de esta ecuación toma una forma indefinida para w = a> n , aplicamos la 
regla de L’Hospital [3.1] para evaluar el límite de este término: 


lím 

O) — *üJ r¡ 


COS Cút — COS (úJ 


1 -1 — 

Cü n 


lím 

o>— >ü). 


= lím 


— (cos cot — cos cj„t) 
du> 


-(> 

da>\ 

co 2 

col 

t sen cot 

0) n t 


L Cú„ - 


sen u>„t 


(3.14) 
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Por lo tanto, la respuesta del sistema en resonancia es 

/ \ X 0 Ó est 6J /( t 

x(f) = xo eos u> n t H- senw„í H- seníu„f 

a>n 2 


(3.15) 


En la ecuación (3.15) se ve que en resonancia, x(t) se incrementa indefinidamente. El último térmi¬ 
no de la ecuación (3.15) se muestra en la figura 3.6, donde se ve que la amplitud de la respuesta se 
incrementa linealmente con el tiempo. 


Respuesta 

total 


La respuesta total del sistema, ecuación (3.7) o ecuación (3.9), también se expresa como 


ó es t 6i) 

x(t) = A eos ( u> n t — cf>) H--—eos coi; para— < 1 

\2 ( 0 „ 


1 - 


x(í) = A eos ( co„t — 4>) 


-1 + — 


est W 

- eos coi; para — > 1 
2 co„ 


(3.16) 


(3.17) 


donde A y (f> se determinan como en el caso de la ecuación (2.21). Por lo tanto, el movimiento 
completo se expresa como la suma de dos curvas coseno de diferentes frecuencias. En la ecuación 
(3.16), la frecuencia forzada co es menor que la frecuencia natural, y la respuesta total se muestra 
en la figura 3.7(a). En la ecuación (3.17), la frecuencia forzada es mayor que la frecuencia natural, 
y la respuesta total aparece como se muestra en la figura 3.7(b). 


Fenómeno 
de batido 


Si la frecuencia forzada se aproxima a, pero no es igual a, la frecuencia natural del sistema, puede 
ocurrir un fenómeno conocido como batido. En esta clase de vibración, la amplitud se incrementa y 
luego disminuye de una forma regular (vea la sección 1.10.5). El fenómeno de batido se explica con¬ 
siderando la solución que aporta la ecuación (3.9). Si las condiciones iniciales se consideran como 
x 0 = x 0 = 0, la ecuación (3.9) se reduce a 


x(r) 


( F o/m) 

—«- 2 v C0S ^ ~~ C0S 

(ü„ ~ (jú A 


{Fo/m) 

2 2 
0) n ~ O) 


2 sen 


(O + (i) n 
2 


sen 


(3.18) 
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Sea la frecuencia forzada <w un poco menor que la frecuencia natural. 

cü n — a> = 2e (3.19) 

donde e es una pequeña cantidad positiva. Entonces a> n « co y 

cú + co n — 2u> (3.20) 

La multiplicación de las ecuaciones (3.19) y (3.20) da 

a>¡; + cü 2 — 4bco (3.21) 

El uso de las ecuaciones (3.19) a (3.21) en la ecuación (3.18) da 


x(r) 



senef sen coi 


(3.22) 


Como e es pequeña, la función sen sí varía lentamente; su periodo, igual a 277/e, es grande. Por lo 
tanto, se ve que la ecuación (3.22) representa vibración con periodo 2tt/ u> y de amplitud variable 
igual a 


Fjm\ 


2 BOJ 


senef 
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Figura 3.8 Fenómeno de batidos. 


También se observa que la curva sen a>t pasará por varios ciclos, en tanto que la onda sen et pasa por 
un solo ciclo, como se muestra en la figura 3.8. Por lo tanto, la amplitud se incrementa y disminuye 
de forma continua. El tiempo entre los puntos de amplitud cero o los puntos de amplitud máxima 
se llama periodo de batido (t¿) y se expresa como 


27 t 2tt 

2b u> n — a> 


(3.23) 


con la frecuencia de batido definida como 


(o b = 2 b = a> n — u> 


Ejemplo 3.1 


Placa que soporta una bomba 


Una bomba que pesa 150 Ib está montada a la mitad de una placa de acero de 0.5 pulg de espesor, 20 pulg de 
ancho, y 100 pulg de largo, sujeta a lo largo de dos bordes como se muestra en la figura 3.9. Durante la opera¬ 
ción de la bomba, la placa se somete a una fuerza armónica, F(t) = 50 eos 62.832f/lb. Encuentre la amplitud 
de vibración de la placa. 


Solución: La placa se puede modelar con una viga empotrada como un módulo de Young (E) = 30 X 10 6 Ib/ 
pulg 2 , longitud (7) = 100 pulg, y momento de inercia de área (7) = ]^(20)(0.5) 3 = 0.2083 pulg 4 . La rigidez a 
flexión de la viga está dada por 


192 El 192(30 X 10 6 )(0.2083) 

/ 3 (100) 3 


1200.0 lb/pulg 


(E.l) 






0.5 pulg 

r i 

.0 


i 

i 


t T| 

1 F(t),x(t) 

«i. -100 pulg-► 


Figura 3.9 Placa que soporta una 
bomba desbalanceada. 
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La ecuación (3.6) da la amplitud de respuesta armónica con F 0 = 50 Ib, m = 150/386.4 lb-s 2 /pulg (sin tener 
en cuenta el peso de la placa de acero), k = 1200.0 lb/pulg y w = 62.832 rad/s. Por lo tanto, la ecuación (3.6) 
da por resultado 


X = 


50 


= —0.1504pulg 


k - mor 1200.0 - (150/386.4)(62.832) 2 
El signo negativo indica que la respuesta x(t) de la placa está desfasada con respecto a la excitación F(t). 


(E.2) 


Ejemplo 3.2 


Determinación de la masa a partir de una respuesta armónica conocida 


Un sistema de resorte-masa con un resorte de rigidez de 5 000 N/m, se somete a una fuerza armónica de 30 N 
de magnitud y frecuencia de 20 Hz. Se ve que la masa vibra con una amplitud de 0.2 m. Suponiendo que la 
vibración se inicia desde el reposo (jc 0 = x 0 = 0), determine la masa del sistema. 

Solución: La respuesta de vibración del sistema se puede hallar a partir de la ecuación (3.9) con x 0 = Xg = 0: 


x(t) = 


la cual se puede volver a escribir como 


k — mar 


(eos ajt — eos 0 )„t) 


2F 0 oj n + oí o)„ - a) 

x[t) =-- sen-_- 1 sen-_- 1 


(E.l) 


(E.2) 


k — meo 2 2 2 

Como se sabe que la amplitud de vibración es de 0.2 m, la ecuación (E.2) resulta 

2 F 0 

- ~ = 0.2 (E.3) 

k — mai~ 

Con los valores conocidos de F 0 = 30 N, a) = 20 Hz = 125.665 rad/s y k = 5000 N/m, la ecuación (E.3) resulta 

2(30) 


5000 - m(125.664) 2 

Se resuelve la ecuación (E.4) para encontrar m = 0.2976 kg. 


= 0.2 


(E.4) 


3.4 Respuesta de un sistema amortiguado sometido 
a una fuerza armónica 


Si la función forzada es F(t ) = F 0 eos cot, la ecuación de movimiento se vuelve 

m'x + ex + kx = F 0 eos cot (3.24) 

También se espera que la solución particular de la ecuación (3.24) sea armónica; la suponemos en 
la forma 1 


xJt) = X eos (cot — 4>) 


(3.25) 


1 Como alternativa, podemos suponer que x p (t) tiene la forma x p (t) = Cj eos iot + C 2 sen wt, la cual también implica dos 
constantes C l y C 2 - Pero el resultado final será el mismo en ambos casos. 
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donde X y 4> son constantes que se tienen que determinar. X y <l> indican la amplitud y el ángulo 
de fase de la respuesta, respectivamente. Sustituyendo la ecuación (3.25) en la ecuación (3.24), 
llegamos a 

X[(k — mw 2 ) eos (wt — cf>) — cw sen (wt — </>)] = F 0 eos wt (3.26) 

Utilizando las relaciones trigonométricas 

eos (wt — cf>) = eos wt eos <f> + sen wt sen <p 
sen (wt — </>) = sen wt eos <f> — eos wt sen 4> 

en la ecuación (3.26) e igualando los coeficientes de eos wt y sen wt en ambos lados de la ecuación 
resultante, obtenemos 


X[(k — meo 2 ) eos <p + cw sen cf>] = F 0 
X[(k — mw 1 ) sen <f> — cw eos 4>] = 0 
La solución de la ecuación (3.27) da 


X = 


_ Fo _ 

[(k — mw 2 ) 2 + c 2 ^ 2 ] 1 / 2 


(3.27) 


(3.28) 


y 

l cw \ 

= tan --2 ( 3 - 29 ^ 

\k — mw J 

Si insertamos las expresiones de X y cf> desde las ecuaciones (3.28) y (3.29) en la ecuación (3.25), 
obtenemos la solución particular de la ecuación (3.24). La figura 3.10(a) muestra gráficas típicas de 
la función forzada y respuesta (de estado estable). Los diversos términos de la ecuación (3.26) se 
muestran vectorialmente en la figura 3.10(b). Dividiendo tanto el numerador como el denominador 
de la ecuación (3.28) entre k y haciendo las siguientes sustituciones 


w n = A / — = frecuencia natural no amortiguada 
m 


£ = - = 


c c 2mw n 2\J mk 


~ = 2 £w„. 


<5 est = — = deflexión bajo la fuerza estática F 0 , y 
k 


r = — = relación de frecuencia 
w„ 


obtenemos 


X 

^est 


1 



íw_y 

2 

(O 


+ 

2£~ 

_ 


1/2 


_1_ 

V(1 - r 2 ) 2 + (2 ir) 2 


(3.30) 
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(a) Representación gráfica 


(b) Representación vectorial 


Figura 3.10 Representación de una función forzada y respuesta. 


y 


<f> = tan '< 




(3.31) 


Como se manifestó en la sección 3.3, la cantidad M = X/S est se conoce como factor de amplifi¬ 
cación o relación de amplitud. Las variaciones de X/8 esl y ó con la relación de frecuencia r y la 
relación de amortiguamiento ’C se muestran en la figura 3.11. 

Las siguientes características del factor de amplificación ( M) se derivan de la ecuación (3.30) 
y la figura 3.1 l(a): 

1. Para un sistema no amortiguado (f = 0), la ecuación (3.30) se reduce a la ecuación (3.10), y 
M -h> oo a medida que r —> 1. 



C = 0.0 



0 0.5 J 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 

£ = 0 . 0 - 

Relación de frecuencia: r = ; 


(b) 


(a) 

Figura 3.11 Variación de Xy <f> con la relación de frecuencia r. 
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2. Cualquier cantidad de amortiguamiento (£ > 0), reduce el factor de amplificación (M) con todos 
los valores de la frecuencia forzada. 

3. Para cualquier valor especificado de r , un valor mayor de amortiguamiento reduce el valor de 
M. 

4 . En el caso degenerado de una fuerza constante (cuando r = 0), el valor de M = 1 . 

5. La reducción en M al haber amortiguamiento es muy significativa en o cerca de la resonancia. 

6. La amplitud de vibración forzada se reduce con valores crecientes de la frecuencia forzada (es 
decir, M —> 0 a medida que r —»oo). 

7. Para 0 < £ < el valor máximo de M ocurre cuando (vea el problema 3.32) 


r = Vi - 2£ 1 2 3 4 5 o a = a>„V 1 - 2? (3.32) 

el cual es menor que la frecuencia natural no amortiguada u> n y la frecuencia natural amortigua¬ 
da u> d = (o„V\ - £ 2 . 

8. El valor máximo de X (cuando r = Vi — 2¿¡ 2 ) está dado por 


v ,_i__ 

^est / máx 2CVl - C 2 


y el valor de X en a> = w n es 



(3.33) 


(3.34) 


Se puede utilizar la ecuación (3.33) para la determinación experimental de la medida de amor¬ 
tiguamiento presente en el sistema. En una prueba de vibración, si se mide la amplitud máxima 
de la respuesta (X) máx , la relación de amortiguamiento del sistema se puede encontrar utilizando 
la ecuación (3.33). Por el contrario, si se conoce la cantidad de amortiguamiento, podemos es¬ 
timar la amplitud de vibración máxima. 

9. Para £ = ^=, = 0 cuando r = 0. Con . la gráfica de M decrece monotónicamente 

con valores crecientes de r. 


Las siguientes características del ángulo de fase se observan por la ecuación (3.31) y la figura 
3.1 l(b): 


1. Para un sistema no amortiguado (£ = 0), la ecuación (3.31) muestra que el ángulo de fase es 0 
con 0 < r < 1 y 180° con r > 1. Esto implica que la excitación y respuesta están en fase con 
0 < r < 1 y desfasadas con r > 1 cuando £ = 0. 

2. Para (>0y0<r< l,el ángulo de fase es 0 < c p < 90°, lo que implica que la respuesta se 
retrasa con respecto a la excitación. 

3 . Para £>0yr> 1 , el ángulo de fase es de 90° < cf>< 180°, lo que implica que la respuesta se 
adelanta a la excitación. 

4 . Para £ > 0 y r = 1 , el ángulo de fase es cf> = 90°, lo que implica que la diferencia de fase entre 
la excitación y la respuesta es de 90°. 

5. Para £ > 0, y grandes valores de r, el ángulo de fase se aproxima a 180°, lo que implica que la 
respuesta y la excitación están desfasadas. 
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Respuesta 

total 


Ejemplo 3.3 


La solución completa la dan x(t ) = x h (t) + x p (t) donde x h (t) está dada por la ecuación (2.70). Por lo 
tanto, para un sistema subamortiguado, tenemos 

x(f) = Zoe - ^"" r eos (u> d t — (/>q) 4- Veos (cot — (f>) (3.35) 

(ü d = Vi - M n 


Las ecuaciones (3.30) y (3.31) dan Xy 4>, respectivamente, y X 0 y é () [diferentes de los valores ob¬ 
tenidos con la ecuación (2.70)] se pueden determinar a partir de las condiciones iniciales. Para las 
condiciones iniciales, x(t = 0) = x 0 y x(t = 0) = x 0 , la ecuación (3.35) da por resultado 

x 0 = X 0 eos (p Q + X eos <fi 

jc 0 = — £u n X 0 eos cf >o + co d X 0 sen cf> 0 + coX sen cf> (3.36) 


La solución de la ecuación (3.36) da X 0 y <f> Q como 


Xn = (xq — X eos <f>) 2 H- y(£(ú n xo + xq — £co n X eos (f> — coX sen cf >) 2 

£(d„xo + i'o — Coj n X eos é — coX sen ó 

tan =-7-77-T7- 

u>d{x o — X eos <p) 


(3.37) 


Respuesta total de un sistema 


Encuentre la respuesta total de un sistema de un solo grado de libertad con m— 10 kg, c — 20 N-s/m, k — 4 000 
N/m, x Q — 0.01 m, y x 0 = 0 en las siguientes condiciones: 

a. Una fuerza extema F(t) = F 0 eos co t actúa en el sistema con F 0 = 100 N y co = 10 rad/s. 

b. Vibración libre con F(f) = 0. 


Solución: 

a. Con los datos dados, obtenemos 


(o„ = U — = 
m 


4000 

10 


= 20 rad/s 


Fq 100 

S est = — = -= 0.025 m 

est k 4000 




20 


= 0.05 


C c 2\4m 2V(4000)(10) 

co d = Vi - í 2 (o n = Vi - (0.05) 2 (20) = 19.974984 rad/s 
co 10 


r = — = — = 0.5 

co„ 20 


X = 


0.025 


V(1 - r 2 ) 2 + {2 (r) 2 [(1 - 0.05 2 ) 2 + (2 • 0.5 • 0.5) 2 ] 1/2 


= 0.03326 m 


= tan 


-i 


2£r 
1 - r : 


= tan 


2-0.05-0.5 
1 - 0.5 2 


= 3.814075° 


(E.l) 

(E.2) 
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Utilizando las condiciones iniciales, x 0 — 0.01 y x 0 = 0, la ecuación (3.36) da por resultado 

0.01 = Xq eos 0 O + (0.03326)(0.997785) 
o 

X 0 cos4>o ~ “0.023186 

0 = - (0.05)(20) X 0 eos 0 O + X 0 ( 19.974984) sen <¡> Q + (0.03326)(10) sen (3.814075°) 
Sustituyendo el valor de X 0 eos 0 O de la ecuación (E.3) en (E.4), obtenemos 

X 0 sen 4>o “ “0.002268 

La solución de las ecuaciones (E.3) y (E.5) da por resultado 

X 0 = [(A 0 eos 0 O ) 2 + (X 0 sen 0 O ) 2 ]V 2 = 0.023297 


y 


tan (f >o 


Ao sen 0 O 

Xq COS 0q 


0.0978176 


(E.3) 

(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


o 


00 = 5.586776° (E.7) 

b. Para vibración libre, la respuesta total la da 

x(t) = X 0 e~Z u, n t eos (io d t — 0 O ) (E.8) 

Utilizando las condiciones iniciales .r(0) = .r 0 = 0.01 y i(0) = x = 0, X 0 y 0 O de la ecuación (E.8) se deter¬ 
minan como (vea las ecuaciones 2.73 y 2.75): 


= 


9 / (7v í; A'() 

x 0 + 

( 0,1 


1/2 


0 . 01 2 + 


0.05 • 20 • 0.01 V 
19.974984 


1/2 


= 0.010012 


-i / x ° 
= tan 1 - 


x 0 + _ Y 0,05-20 ^ 


COd x 0 


19.974984 , 


= -2.865984° 


Observe que las constantes X 0 y <p 0 en los casos (a) y (b) son muy diferentes. 


(E.9) 

(E.10) 


Factor de 
calidad y 
ancho de 
banda 


Con valores pequeños de amortiguamiento (¿¡ < 0.05), podemos considerar 



(3.38) 


(3.38) 


El valor de la relación de amplitud en resonancia también se conoce como factor Q o factor de 
calidad del sistema, en analogía con algunas aplicaciones de ingeniería eléctrica, como el circuito 
de sintonización de un radio, donde el interés radica en una amplitud en resonancia que sea lo más 
grande posible [3.2], Los puntos If y R-,, donde el factor de amplificación se reduce a <2/V2, se 
llaman puntos de mediana potencia porque la potencia absorbida (A W) por el amortiguador (o por 
el resistor en un circuito eléctrico), que responde armónicamente a una frecuencia dada, es propor¬ 
cional al cuadrado de la amplitud (vea la ecuación (2.94)): 


AIV = TTCÍúX 2 


(3.39) 
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Figura 3.12 Curva de respuesta armónica 
que muestra los puntos de mediana poten¬ 
cia y el ancho de banda. 


La diferencia entre las frecuencias asociadas con los puntos de mediana potencia R { y R 2 se llama 
ancho de banda del sistema (vea la figura 3.12). Para encontrar los valores de R¡ y R 2 , establecemos 
X/8 est = Q/V2 en la ecuación (3.30) de modo que 


_i_ = Q_ = i 

V(1 - r 2 ) 2 + (2 £r) 2 V2 2V2£ 


o 


r 4 - r\2 - 4£ 2 ) + (1 - 8£ ¿ ) = 0 
La solución de la ecuación (3.40) da 


r i 


= 1 - 2Z 2 - 2{Vl + £ 2 , r\ = 1 - 2£ 2 + 2¿Vl + £ 2 


Para valores pequeños de £, la ecuación (3.41) se puede aproximar como 


r 2 = ^2 = I “1 


2 _ d 2 _ / ^2 


- 1 - U, n = Ri = 


^ 1 + 2¡C, 


donde = coco 2 = w|^. De acuerdo con la ecuación (3.42), 

u> 2 — a>\ = ( u> 2 + w i)( w 2 ~ w l) = (Rl ~ — 4 £cú?, 


Utilizando la relación. 


a> 2 + co¡ = 2w n 

en la ecuación (3.43), vemos que el ancho de banda A co es 

Acó = u) 2 ~ co i — 2£co n 

Combinando las ecuaciones (3.38) y (3.45), obtenemos 


(3.40) 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 
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Vemos que podemos utilizar el factor de calidad para estimar el amortiguamiento viscoso equiva¬ 
lente en un sistema mecánico. 2 


3.5 Respuesta de un sistema amortiguado sometido 
a F(t) = Foe iojt 


Representemos la función forzada armónica en forma compleja como F(t) = F 0 e iu>t de modo que la 
ecuación de movimiento se escriba como 

mx + ex + kx = F 0 e lü>t (3.47) 

Como la parte real de F(t) da la excitación real, la parte real de x(t) también dará sólo la respuesta, 
donde x(t) es una cantidad compleja que satisface la ecuación diferencial (3.47). F 0 en la ecuación 
(3.47) es, en general, un número complejo. Suponiendo la solución particular x p (t) 

x p (t) = Xe iM (3.48) 

obtenemos, al sustituir la ecuación (3.48) en la ecuación (3.47), 3 


X = 


F 0 

(k — mar) + ica> 


(3.49) 


Multiplicando el numerador y el denominador del lado derecho de la ecuación (3.49) por 
[(k — maí 1 ) — ícoj] y separando las partes real e imaginaria, obtenemos 


X = Fn 


k — muí 1 


eco 


_(k — meo 2 ) 2 + c 2 ar (k — meo 2 )" + c 2 a> ¿ 

Utilizando la relación x + iy = Ae'^, donde A = A/x 2 + y 2 y tan <fi = y/x, y la 
(3.50) se expresa como 


(3.50) 


ecuación 


X = 




[(A: — mar) 2 + c 2 ^) 2 ] 1 / 2 


donde 


<fr = tan 1 


k — mor 


(3.51) 


(3.52) 


Por lo tanto, la solución de estado estable, ecuación (3.48), se escribe como 

F 0 


Xp(t) = 


[(£ — ma> 2 ) 2 + (eco) 2 ] 1 / 2 


i(wt-<l>) 


Respuesta de frecuencia. La ecuación (3.49) se reescribe como 

^X _ 1 

Fq 1 — r 2 + i2£r 


= H(ia>) 


(3.53) 


(3.54) 


2 La determinación de los parámetros del sistema (m, c y k) basada en puntos de mediana potencia y otras características 
de respuesta del sistema se considera en la sección 10.8 en el sitio web. 

3 La ecuación (3.49) se puede escribir como Z(ico)X = F 0 , donde Z{i(o) = —meo 2 + io>c + k es la denominada impedancia 
mecánica del sistema [3.8]. 
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donde H(ia>) se conoce como la respuesta de frecuencia compleja del sistema. El valor absoluto de 
H(ia>) está dada por 


\H(iw)\ 


kX 

~FÓ 


_ 1 _ 

[(1 - r 2 ) 2 + (2^r) 2 ] 1 / 2 


(3.55) 


indica el factor de amplificación definido en la ecuación (3.30). Recordando que e i,! ‘ = eos tj> + 
i sen cf >, podemos demostrar que las ecuaciones (3.54) y (3.55) están relacionadas: 

H(ícú) = \H(ícü) le-'* (3.56) 


donde (f> lo da la ecuación (3.52), la cual también se puede expresar como 

4> = tan -1 ( - ^ (3.57) 

Por lo tanto, la ecuación (3.53) se expresa como 

xJt)=^\H{w)\é<f» t -+) ( 3 - 58 ) 

' k 

Se ve que la función de respuesta de frecuencia compleja, Fl(ico), contiene tanto la magnitud como 
la fase de la respuesta de estado estable. El uso de esta función en la determinación experimental de 
los parámetros del sistema ( m , c y k) se aborda en la sección 10.8. Si F(f) = F 0 eos cot, la parte real 
de la ecuación (3.53) proporciona la solución de estado estable correspondiente: 


x p (t) = 


= Re 


[(£ — meo 2 ) 2 + (c<w) 2 ] 

F 0 


H(ico)e“ 


Yp eos (cot — cf>) 

= Re 


(3.59) 


la cual es igual a la ecuación (3.25). Asimismo, si F(t) = F 0 sen cot, la parte imaginaria de la ecua¬ 
ción (3.53) da la solución de estado estable correspondiente: 


x p (t) = 


[(£ — mar) 2 + (cw) 2 ] 


Yp sen — (jo) 


= Im 


k 


(3.60) 


Representación del movimiento armónico como un vector complejo. La excitación armónica 
y la respuesta del sistema amortiguado a dicha excitación se pueden representar gráficamente en 
el plano complejo, y al diagrama resultante se le puede dar una interesante interpretación. Primero 
diferenciamos la ecuación (3.58) con respecto al tiempo para obtener 

Velocidad = x p (t) = \H(ico)\e l ^ wt ~ ^ = icox p (t) 

= ( iat) 2 —\Fl(ico)\e' < ' Ml ~^ = —orxJt) 
k ' 


Aceleración = x p (t) 


(3.61) 
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Porque i se expresa como 

77 77 f -7T 

i = eos-h i sen — = e 2 (3.62) 

2 2 

podemos concluir que la velocidad se adelanta al desplazamiento por el ángulo de fase tt/ 2 y que 

está multiplicada por a>. Asimismo, — 1 se puede escribir como 

— 1 = eos 7 t + i sen tt = (3.63) 

Por consiguiente, la aceleración se adelanta al desplazamiento en el ángulo de fase tt, y está mul¬ 
tiplicada por a> 2 . 

De ese modo, los diversos términos de la ecuación de movimiento (3.47) se pueden representar 
en el plano complejo, como se muestra en la figura 3.13. La interpretación de esta figura es que la 
suma de los vectores complejos mx(t), ex (i), y kx(t) balancea F(t), que es precisamente lo que se 
requiere para satisfacer la ecuación (3.47). También es de notarse que el diagrama completo gira 
con una velocidad angular w en el plano complejo. Si sólo se tiene que considerar la parte real de 
la respuesta, entonces el diagrama completo debe proyectarse sobre el eje real. Asimismo, si sólo 
se tiene que considerar la parte imaginaria de la respuesta, entonces el diagrama debe proyectarse 
sobre el eje imaginario. En la figura 3.13, observe que la fuerza F(t) = F 0 e ia>t aparece representada 
como un vector localizado a un ángulo u>t con respecto al eje real. Esto implica que F 0 es real. Si F 0 
también es compleja, entonces el vector fuerza F(t ) estará localizado a un ángulo de (u> + ifj) donde 
if/ es algún ángulo de fase introducido por F 0 . En ese caso, todos los demás vectores, es decir, mx, 
ex, y kx, se desplazarán el mismo ángulo i ¡j. Esto equivale a multiplicar ambos lados de la ecuación 
(3.47) por e i 'k. 


Im 



Figura 3.13 Representación de la 
ecuación (3.47) en un plano complejo. 


3.6 Respuesta de un sistema amortiguado sometido 
al movimiento armónico de la base 


En ocasiones la base o soporte de un sistema de resorte-masa-amortiguador experimenta movi¬ 
miento armónico, como se muestra en la figura 3.14(a). Sea y(t) el desplazamiento de la base y 
x(f) el desplazamiento de la masa con respecto a su posición de equilibrio estático en el tiempo t. 
Entonces el alargamiento neto del resorte es x — y, y la velocidad relativa entre los dos extremos del 
amortiguador es x — y. Del diagrama de cuerpo libre que se muestra en la figura 3.14(b), obtenemos 
la ecuación de movimiento: 


mx + c(x — y) + k(x — y) = 0 


( 3 . 64 ) 
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+x 


+x 


k(x - y) c{x - y) 


(b) 


Figura 3.14 Excitación de la base. 


Si y(/) = Y sen cor, la ecuación (3.64) se escribe como 

m'x + ex + kx = ky + cy = kY sen cof + ccoY eos cof 

= A sen (cof + a) (3.65) 

donde A = lV k 2 + (eco) 2 y a = tan -1 [ — x]- Esto demuestra que excitar la base equivale a 
aplicar una fuerza armónica de magnitud A a la masa. Utilizando la solución indicada por la ecua¬ 
ción (3.60), la respuesta de estado estable de la masa, x p (t), se puede expresar como 


donde 


x p (t) 


[(* 


YVk 2 + (cw) 2 

— meo 2 ) 2 + (eco) 2 ] 1 / 2 


sen (coi — — a) 


(3.66) 


eco \ 

<¿>i = tan --j 

y k — mur) 

Utilizando identidades trigonométricas, la ecuación (3.66) se reescribe en una forma más conve¬ 
niente como 


x p (t) = X sen (cot + </>) 


(3.67) 


donde X y ([> se expresan como 


X 

k 2 + (eco) 2 

1/2 

1 4- (2£r) 2 

Y 

(.k — meo 2 ) 2 + (eco) 2 


(1 - r 2 ) 2 4- (2¿V) 2 _ 


(3.68) 


cf> = tan 


-i 


_k(k — meo 2 ) + (coc)“_ 


= tan 


-i 


2 , ir 2 


_1 + (4£ 2 - l)r_ 


(3.69) 


X 

La relación de la amplitud de la respuesta x p (t) a la del movimiento de la base y{t), y, se llama trans- 
misibilidad del desplazamiento A Las variaciones de y = T d y <b dadas por las ecuaciones (3.68) 
y (3.69) se muestran en las figuras 3.15(a) y (b), respectivamente, para diferentes valores de r y 


4 La expresión para la transmisibilidad del desplazamiento también se puede obtener siguiendo el método de función de 
transferencia que se describe en la sección 3.14. 
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Fuerza 

transmitida 




(b) 


Figura 3.15 Variaciones de T d y 4> con r. 


Observe que si la excitación armónica de la base se expresa en forma compleja como y(t) = 
Re( Ye 1011 ), la respuesta del sistema se expresa, basada en el análisis de la sección 3.5, como 


x p (t) = Re 


1 + i2£r 
1 - r 2 + i2£r 



(3.70) 


y la transmisibilidad de desplazamiento como 

f = T d = [l + {2tr) 2 \l 2 \H{ia>)\ (3.71) 

donde la ecuación (3.55) da por resultado | H(ia>) |. 

x 

Los siguientes aspectos de la transmisibilidad del desplazamiento, T¿ = y, se observan en la 
figura 3.15(a): 


1. El valor de T d es unitario en r = 0 y se aproxima a la unidad con valores pequeños de r. 

2. Para un sistema no amortiguado (/ = 0), T d —» oo en resonancia (r = 1). 

3. El valor de T d es menor que la unidad (7 d < 1) para valores de r > V2 (para cualquier cantidad 
de amortiguamiento 

4. El valor de T d es unitario para todos los valores de y con r = V2. 

5. Para r < V2, las relaciones de amortiguamiento pequeñas conducen a valores grandes de T d . 
Por otra parte, para r > V2, los valores pequeños de la relación de amortiguamiento conducen 
a valores pequeños de T d . 

6. La transmisibilidad del desplazamiento, T d , alcanza un valor máximo con 0 <£< 1 a la rela¬ 
ción de frecuencia r = r m < 1 dada por (vea el problema 3.60): 


2-r 


VI + 8£ 2 - 1 


1/2 


En la figura 3.14, una fuerza, F, se transmite a la base o soporte debido a las reacciones del resorte 
y el amortiguador hidráulico. Esta fuerza se determina como 

F = k(x — y) + c(x — y) = —mx (3.72) 
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Figura 3.16 Transmisibilidad de fuerza. 


Según la ecuación (3.67), la ecuación (3.72) se puede escribir como 

F = ma> 2 X sen ( cot — <f>) = F T sen (cot — cf> ) (3.73) 

donde F T es la amplitud o valor máximo de la fuerza transmitida a la base dada por 


La relación ( F T /kY) se conoce como transmisibilidad de fuerza. 5 Observe que la fuerza transmitida 
está en fase con el movimiento de la masa x(t). La variación de la fuerza transmitida a la base con 
la relación de frecuencia r se muestra en la figura 3.16 para valores diferentes de C. 


1 + (2 írf 


(1 - r L Y + ( 2 ir) 1 




(3.74) 


Movimiento 

relativo 


Si z = x — y indica el movimiento de la masa con respecto a la base, la ecuación (3.64) de movi¬ 
miento se puede volver a escribir como 

m¿ + cz + kz = — my = moj 2 Y sen cot (3.75) 


La solución de estado estable de la ecuación (3.75) es 


z(t) = 


morY sen (cat — 4>i) 


[{k — mor) 2 + (eco) 2 ] 1 / 2 
donde Z, la amplitud de z(t), se expresa como 


= Z sen (cor — 


Z = 


mor Y 


= Y 


(k — mor) 2 + (ew) 2 \/(l — r 2 ) 2 + (2 ¿>) 


(3.76) 


(3.77) 


5 El uso del concepto de transmisibilidad en el diseño de sistemas aislantes de la vibración se aborda en el capítulo 8. La 
expresión para la transmisibilidad también se puede obtener por medio del método de función de transferencia que se des¬ 
cribe en la sección 3.14. 
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Figura 3.17 Variación de (Z/Y) o (MX/me) con 
relación de frecuencia r = (co/co n ). 


Y <t>\ por 

= tan ~‘( , C( ° 2 ) = tan ~‘ ( t ^ 2 ) 

\k — meo ) \1 — r ) 

La relación Z/X se muestra gráficamente en la figura 3.17. La variación de (f> l es la misma que se 
muestra para cf> en la figura 3.11 (b). 


Ejemplo 3.4 


Vehículo que viaja sobre una carretera desigual 


La figura 3.18 muestra un modelo simple de un automotor que vibra en la dirección vertical al viajar por una 
carretera desigual. El vehículo tiene una masa de 1200 kg. El sistema de suspensión tiene una constante de 
resorte de 400 kN/m y una relación de amortiguamiento de £ = 0.5. Si la velocidad del vehículo es de 20 km/h, 
determine la amplitud de desplazamiento del vehículo. La superficie de la carretera varía senoidalmente con 
una amplitud de Y = 0.05 m y longitud de onda de 6 m. 


Solución: La frecuencia co de la excitación de la base se determina dividiendo la velocidad del vehículo, 
v km/h, entre la longitud de un ciclo de aspereza de ondulación de la carretera: 


co — 2 tt f = 2-7r 


v X 1000 \ 1 

--- - = 0.290889v rad/s 

3600 )6 


Para v = 20 km/h, co = 5.81778 rad/s. La frecuencia natural del vehículo es 

fk í 400 X 10 3 V/ 2 


1200 


= 18.2574 rad/s 


y por consiguiente la relación de frecuencia r es 


co 5.81778 
T ~ co„ ~ 18.2574 


0.318653 


La relación de amplitud se puede derivar de la ecuación (3.68): 


X 

Y 


1 + (2 £r) 2 | 1/2 

(1 - r 2 ) 2 + (2fr) 2 J 



1 + (2 X 0.5 X 0.318653) 2 
0.318653) 2 + (2 X 0.5 X 0.318653) 2 


1/2 


= 1.100964 
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Ejemplo 3.5 


x(t) 




Y sen lot 


Figura 3.18 Vehículo que viaja por 
una carretera desigual. 


Por lo tanto, la amplitud de desplazamiento del vehículo es 

X = 1.1009647 = 1.100964(0.05) = 0.055048 m 

Esto indica que un desnivel de 5 cm en la carretera se transmite como un desnivel de 5.5 cm al chasis y a los 
pasajeros en el automóvil. Por lo tanto, en este caso los pasajeros sienten un movimiento amplificado (vea el 
problema 3.107 para otras situaciones). 


Máquina sobre una base elástica 


Una máquina que pesa 3000 N está montada en una base elástica. La deflexión estática de la base debida al 
peso de la máquina es de 7.5 cm. Se observa que la máquina vibra con una amplitud de 1 cm cuando la base 
se somete a oscilaciones armónicas a la frecuencia natural no amortiguada del sistema con una amplitud de 
0.25 cm. Encuentre 

a. la constante de amortiguamiento de la base. 

b. la amplitud de fuerza dinámica sobre la base, y 

c. la amplitud del desplazamiento de la máquina con respecto a la base. 

Solución: 

a. La rigidez de la base se determina a partir de la deflexión estática: k = peso de la máquina/S est = 
3000/0.075 = 40,000 N/m 

En resonancia (oj = co n o r = 1), la ecuación (3.68) da por resultado 

X _ 0.010 
Y ~ 0.0025 


1 + (2¿T 
. ( 2¿) 2 


(E.l) 
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La solución de la ecuación (E.l) resulta ser f = 0.1291. La constante de amortiguamiento es 

c= £-c c = ( 2\4m = 0.1291 X 2 X V40,000 X (3000/9.81) 

= 903.0512 N-s/m 

b. La amplitud de fuerza dinámica sobre la base en r = 1 se puede derivar de la ecuación (3.74): 


F T = Yk 


1 + 4f 2 
4£ 2 


1/2 


= kX = 40,000 X 0.01 = 400 N 


(E.2) 


(E.3) 


c. La amplitud del desplazamiento relativo de la máquina en r = 1 se obtiene de la ecuación (3.77): 


Y _ 0.0025 

2f ~~ 2 X 0.1291 


0.00968 m 


(E.4) 


Se observa que X = 0.01 m, Y = 0.0025 m, y Z = 0.00968 m; por consiguiente, Z X — Y. Esto se debe 
a las diferencias de fase entre x,yy z. 


3.7 Respuesta de un sistema amortiguado sometido 
a desbalance rotatorio 


El desbalance en una maquinaria rotatoria es una de las causas principales de vibración. En la figura 
3.19 se muestra un modelo simplificado de una máquina como esa. La masa total de la máquina es 
M, y tiene dos masas excéntricas m /2 que giran en direcciones opuestas con una velocidad angular 
oj constante. La fuerza centrifuga (meco 2 )/2 producida por cada masa excitará la masa M. Consi¬ 
deramos dos masas iguales m/2 que giran en direcciones opuestas de modo que los componentes 
horizontales de la fuerza de excitación de las dos masas se eliminan entre sí. Sin embargo, los 
componentes verticales de excitación se suman a lo largo del eje de simetría A-A en la figura 3.19. 
Si la posición angular de las masas se mide con respecto a la posición horizontal, el componente 
vertical total de la excitación siempre es F(t) = mew 2 sen col: La ecuación de movimiento se deriva 
por medio del procedimiento usual: 

M'x + ex + kx = mear sen cot (3.78) 


A 




Figura 3.19 Masas desbalanceadas rotatorias. 
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La solución de esta ecuación será idéntica a la ecuación (3.60) si reemplazamos m y F 0 por M y 
meco 2 , respectivamente. Esta solución también se puede expresar como 


x p (t ) = X sen (cot — <f>) = Im 


meí cj ' 2 


^ - : I 

M \co n 


(3.79) 


donde u> n — \/k/M y X y <f> indican la amplitud y el ángulo de fase de vibración dados por 


X = 


mea) 


meí a> 

[(k - May 2 ) 2 + («o) 2 ] 1/2 M V w « 


\H(ícü)\ 


<b = tan 1 

\k — Ma> ¿ 

Al definir £ = c/c c y c c = 2 Moj iv las ecuaciones (3.80) se reescibren como 


(3.80) 


MX 

me 


[(1 - r 2 ) 2 + (2 £r) 2 ] l/2 


Y /'2 = r 2 \H(icú)\ 


<j) = tan 



(3.81) 


La variación de MX/me con r para diferentes valores de £ se muestra en la figura 3.17. Por otro lado, 
la gráfica de 4> contra r permanece como la figura 3.1 l(b). Las siguientes observaciones se pueden 
hacer a partir de la ecuación (3.81) y la figura 3.17: 


1. Todas las curvas se inician con una amplitud cero. La amplitud cerca de la resonancia ( a> = a> n ) 
se ve marcadamente afectada por el amortiguamiento. Por lo tanto, si la máquina tiene que 
funcionar cerca de la resonancia, deberá introducirse amortiguamiento a propósito para evitar 
amplitudes peligrosas. 

2. A velocidades muy altas ( a> grande), MX/me es casi unitaria, y el efecto del amortiguamiento es 
insignificante. 


3. 


Para 0 < £ < 


1 

V2’ 


el valor máximo de 


MX 

me 


ocurre cuando 


± ÍMX\ = Q 

dr V me J 


(3.82) 


La solución de la ecuación (3.82) da 


r 


1 

Vi - 2£ 2 


> 1 


con el valor máximo correspondiente de 


MX ci ac [ 0 p 0r 

me 


MX\ _ 1 

me )máx 2¿Vl - í 2 


(3.83) 
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Ejemplo 3.6 


Por lo tanto, los valores máximos ocurren a la derecha del valor de resonancia de r = 1. 


4. Para 


c > 


1 


Vi 


MX 

me 


no alcanza un máximo. Su valor crece desde 0 en r = 0 hasta 1 en r —>oo. 


5. La fuerza transmitida a la base producida por la fuerza desbalanceada rotatoria ( F) es F(t) = 
kx(t) + cx(t). La magnitud (o valor máximo) de F se deriva (vea el problema 3.73) como: 


\F\ = mear 


1 + 4 ¿V 


~ i 

2 


(1 - r 2 ) 2 + 4C 2 r 


■2 2 


(3.84) 


Deflexión de un motor eléctrico debido a desbalance rotatorio 


Un motor eléctrico de masa M, montado sobre un cimiento elástico, vibra con una deflexión de 0.15 m en 
resonancia (figura 3.20). Se sabe que la masa desbalanceada del motor es un 8% de la masa del rotor debido 
a las tolerancias de fabricación utilizadas, y la relación de amortiguamiento del cimiento es £ = 0.025. Deter¬ 
mine lo siguiente: 

a. La excentricidad de la ubicación radial de la masa desbalanceada (e). 

b. La deflexión pico del motor cuando la relación de frecuencia varía desde la resonancia. 

c. La masa adicional que se agregará de manera uniforme al motor si la deflexión del motor en resonancia se 
tiene que reducir a 0.1 m. 

Suponga que la masa excéntrica no cambia cuando se agrega la masa adicional al motor, 
a. De acuerdo con la ecuación (3.81), la deflexión en resonancia (r = 1) es 


MX _ J_ _ 1 

me ~ 2£ ~ 2(0.025) 

Con la cual la excentricidad se determina como 


b. 


_ MX) _ M(0-15) 

^ 20 m 20(0.08 M ) 

La ecuación (3.83) da la deflexión máxima del motor como: 


0.09375 m 



1 

2fVl - f 2 


1 

- , = 20.0063 

2(0.025) VI - 0.025 2 



Figura 3.20 
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Capítulo 3 Vibración armónicamente excitada 


Ejemplo 3.7 


a partir de la cual la deflexión máxima se determina como 


20.0063me 

M 


20.0063(0.08M) (0.09375) 
M 


0.150047 m 


c. Si la masa adicional agregada al motor se indica como M a , la ecuación (3.81) da la deflexión correspon¬ 
diente: 


M + M a 0.1 

7 - 77 -7 = 20 

(0.08AÍ) (0.09375) 

la cual da M a = 0.5 M. Por lo tanto, la masa del motor se tiene que incrementar en 50% para reducir la 
deflexión en resonancia de 0.15 m a 0.10 m. 


Turbina hidráulica Francis 


La figura 3.21 es un diagrama de una turbina hidráulica Francis, en la cual el agua fluye de A a las aspas y 
hacia el canal de descarga. El rotor tiene una masa de 250 kg y un desbalance {me) de 5 kg-mm. La holgura 
radial entre el rotor y el estator es de 5 mm. La turbina opera en el rango de velocidad de 600 a 6000 rpm. Se 
supone que la flecha de acero donde está montado el rotor está sujeta en los cojinetes. Determine el diámetro 
de la flecha de modo que el rotor siempre libre el estator a todas las velocidades de operación de la turbina. 
Suponga que el amortiguamiento es insignificante. 

Solución: La amplitud máxima de la flecha (rotor) producida por el desbalance rotatorio se obtiene con la 
ecuación (3.80) con c — 0 como 


2 2 

mear mew 

(k — Meo * 2 ) k{ 1 — r 2 ) 

donde me = 5 kg-mm, M = 250 kg y el valor límite de X = 5 mm. El valor de co varía de 

277 

600 rpm = 600 X — = 2077 rad/s 


(E.l) 



Figura 3.21 Turbina hidráulica 
Francis. 
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a 


2tt 

6000 rpm = 6000 X — = 200 tt rad/s 
F 60 


mientras que la frecuencia natural del sistema se calcula como 


X = 


(k - Meo 2 ) k( 1 - r 2 ) 

si k está en N/m. Para co = 2077 rad/s, la ecuación (E.l) da por resultado 

(5.0 X 10“ 3 ) X (20t7) 2 


0.005 = 


2tt / 


1 - 


(20t7) 2 


0.004 k_ 
k= 10.04 X 10 4 77 2 N/m 
Para co = 20077 rad/s, la ecuación (E.l) da 


k - 10 77 


,5„2 


(E.2) 


(E.3) 


0.005 


(5.0 X 10“ 3 ) X (20077) 2 

(200t7) 2 " 

k 1- 

0.004 k 


200t7 2 

k - 10 V 


k = 10.04 X 10 6 77 2 N/m (E.4) 

A partir de la figura 3.17 se ve que la amplitud de vibración de la flecha rotatoria se puede minimizar haciendo 
r =co/co n muy grande. Esto significa que co n debe hacerse pequeña en comparación con co, es decir, k debe 
hacerse pequeña. Esto se puede lograr seleccionando el valor de k como 10.04 X 10 4 77 2 N/m. Como la rigidez 
de una viga en voladizo (flecha) que soporta una carga (rotor) en el extremo está dada por 


3 El _ 3 EÍ rrd 4 \ 


(E.5) 


el diámetro de la viga (flecha) se puede hallar como 


d 4 = 


64 kl 3 (64)(10.04 X 10 4 t7 ¿ )(2 3 ) 


3t tE 


377(2.07 X 10 11 ) 


= 2.6005 X 10“ 4 m 4 


o 


d = 0.1270 m = 127 mm 


(E.6) 


3.8 Vibración forzada con amortiguamiento de Coulomb 


Para un sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento de Coulomb o de fricción seca, so¬ 
metido a una fuerza armónica F(t) = F 0 sen u>1 como en la figura 3.22, la ecuación de movimiento es 

m'x + kx ± /jlN = F(t) = F 0 sen cot (3.85) 

donde el signo de la fuerza de fricción (/jlN = ¡xing) es positivo (negativo) cuando la masa se mueve 
de izquierda a derecha (derecha a izquierda). La solución exacta de la ecuación (3.85) es bastante 
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Capítulo 3 Vibración armónicamente excitada 


Desplazada Desplazada 

a la izquierda (jt < 0) a la derecha (x > 0) 



(a) 


kx~*- 

/X.N 



N 


F 0 sen o)t 
■ mx 


(b) 


kx 



yng 





»- F 0 sen wt 

■►mi 

¡íN 


N 


Figura 3.22 Sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento de Coulomb. 


complicada. Sin embargo, podemos esperar que si la fuerza de amortiguamiento de fricción seca 
es grande, el movimiento de la masa será discontinuo. Por otra parte, si la fuerza de fricción seca es 
pequeña comparada con la amplitud de la fuerza aplicada F 0 , se espera que la solución de estado 
estable sea casi armónica. En este caso, podemos determinar una solución aproximada de la ecua¬ 
ción (3.85) por medio de una relación de amortiguamiento viscoso equivalente. Para determinar tal 
relación, igualamos la energía disipada por la fricción seca a la energía disipada por un amortiguador 
viscoso equivalente durante un ciclo de movimiento completo. Si X denota la amplitud de movimien¬ 
to, la energía disipada por la fuerza de fricción ¡iN en un cuarto de ciclo es ¡jlNX. Por consiguiente, en 
un ciclo completo la energía disipada por el amortiguamiento de fricción seca está dada por 

AIV = 4 fiNX (3.86) 


Si la constante de amortiguamiento viscoso equivalente se indica como c eq , la energía disipada 
durante un ciclo completo (vea la ecuación (2.94)) será 


A W = TTC^wX 2 

Igualando las ecuaciones (3.86) y (3.87), obtenemos 

_ 4/jlN 
Cq 7 T(úX 


(3.87) 


(3.88) 


Por lo tanto, la respuesta de estado estable está dada por 


x (t) = X sen ( a>t — cf>) 


(3.89) 


donde la amplitud X se puede hallar a partir de la ecuación (3.60): 

F 0 ( F 0 /k) 


X = 


(k — mory + (c eq w) 


1/2 


2 \2 


1 - 


+ 2 £ 


ec b. 


1/2 


(3.90) 


con 


£eq = 


4 fiN _ 2 /jlN 

2 meo,, 2mcú,,TTCüX Tnno)u>„X 


(3.91) 
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La sustitución de la ecuación (3.91) en la ecuación (3.90) da 


X = — 


( Fo/k) 


. 2\2 


1 - 


+ 


4/Lv\ 2 ' 

7 rkX J 


1/2 


La solución de esta ecuación da la amplitud X como 


X = 



(3.92) 


(3.93) 


Como ya antes se dijo, se puede utilizar la ecuación (3.93) sólo si la fuerza de fricción es pequeña 
comparada con F 0 . De hecho, el valor límite de la fuerza de fricción /iN se determina con la ecua¬ 
ción (3.93). Para evitar valores imaginarios de X, necesitamos tener 


1 - 



o 


A 

¡iN 77- 


Si no se satisface esta condición se debe utilizar el análisis exacto, dado en la referencia [3.3]. El 
ángulo de fase <f> que aparece en la ecuación (3.89) se calcula utilizando la ecuación (3.52): 


cf> = tan 1 


/ \ 


(O 

9/ 


4 (jlN ) 

f C e q W 

= tan" 1 

■^beq 

H CO n 

= tan 1 < 

7 rkX 

1 k — meo 2 

co 2 

1 - — 

1-5J 



L (u n J 


Cü n ) 


Sustituyendo la ecuación (3.93) en la ecuación (3.94) para X, obtenemos 


(3.94) 


4> = tan 


4 /iN 
ttF 0 



1/2 


(3.95) 


La ecuación (3.94) muestra que tan <f> es una constante para un valor dado de F 0 //jlN. <f> es discon¬ 
tinuo en (ú/a> n = 1 (resonancia), puesto que adquiere un valor positivo para a>/w n < 1 y un valor 
negativo para (o/co n > 1. Por lo tanto, la ecuación 3.95 también se puede expresar como 


= tan 1 


± 4/LV 

7tF 0 



1/2 


(3.96) 


La ecuación (3.93) muestra que la fricción sirve para limitar la amplitud de vibración forzada 
para co/(o n 1. Sin embargo, en resonancia (<n/ oj n = 1), la amplitud se vuelve infinita. Esto se 
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Capítulo 3 Vibración armónicamente excitada 


Ejemplo 3.8 


puede explicar como sigue. La energía dirigida hacia el sistema durante un ciclo cuando es excitado 
armónicamente en resonancia es 

, /■ r dx 

AW = F • dx = / F—dt 

./ciclo J0 dt 

T = 2lT/(O 

Fq sen a>t • [coX eos (wt — </>)] dt (3.97) 

Como la ecuación (3.94) da cf) = 90° en resonancia, la ecuación (3.97) se escribe como 

AW' = F 0 Xw / sen 2 u>t dt = t tF 0 X (3.98) 

Jo 

La ecuación (3.86) da la energía disipada por el sistema. Como ttFqX > 4 ¡iNX para que X tenga 
un valor real, AW' > AW en resonancia (vea la figura 3.23). Por lo tanto, más energía se dirige al 
sistema por ciclo que la que se disipa por ciclo. Esta energía extra se utiliza para incrementar la am¬ 
plitud de vibración. Para la condición no resonante ( u>/u> n 1), la energía alimentada se determina 
con la ecuación (3.97): 

J o2tt /(o 

sencuí cos(&>í — < f>) dt = ttF 0 X sene f> (3.99) 

o 

Por la presencia de sen cf> en la ecuación (3.99), se hace que la curva de la energía alimentada en la 
figura 3.23 coincida con la curva de la energía disipada, así que la amplitud se limita. Por lo tanto, 
se ve que la fase del movimiento <f> limita la amplitud de movimiento. 

La respuesta periódica de un sistema de resorte-masa con amortiguamiento de Coulomb some¬ 
tido a excitación de la base se da en las referencias [3.10, 3.11]. 



AW 



Figura 3.23 Energía alimentada y energía disipada con 
amortiguamiento de Coulomb. 


Sistema de resorte-masa con amortiguamiento de Coulomb 

Un sistema de resorte de 4000 N/m rigidez y masa de 10 kg vibra sobre una superficie horizontal. El coeficien¬ 
te de fricción es de 0.12. Cuando se somete a una fuerza armónica de 2 Hz de frecuencia, la masa vibra con una 
amplitud de 40 mm. Determine la amplitud de la fuerza armónica aplicada a la masa. 

Solución: La fuerza vertical (peso) de la masa es iV = mg — 10 X 9.81 = 9.81 N. La frecuencia natural es 

[k /4000 

&)„ = ,/ — = , /- = 20 rad/s 

V m V 10 
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y la relación de frecuencia es 


co 2 X 2tt 
co n 20 


0.6283 


La ecuación (3.93) da la amplitud de vibración X: 


Fq 

X= — 
k 


1 - 


4 fiN 
TrF n 


1 - 


1/2 


0.04 = 


4000 


i - 


4(0.12)(98. ) ) 2 —11/2 


TrF n 


(1 - 0.6283 2 ) 2 


La solución de esta ecuación es F 0 = 97.9874 N. 


3.9 Vibración forzada con amortiguamiento 
de histéresis 


Considere un sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento de histéresis sometido a 
una fuerza armónica F(t) = F 0 sen cot, como se indica en la figura 3.24. La ecuación de movimiento 
de la masa se deriva con la ecuación (2.157), como 

/3 k . 

mx H- x + kx = Fq sen cot (3.100) 

co 

donde ((¡>k/co)x = ( h/co)x indica la fuerza de amortiguamiento. 6 Aun cuando la solución de la 
ecuación 3 100 es bastante complicada en el caso de una función forzada general F(t), nos interesa 
encontrar la respuesta bajo una fuerza armónica. 



( Pk ) r t 


UJ ^ 

m 

kx~* - 



F 0 sen cot 


(b) 


Figura 3.24 Sistema con amortiguamiento 
de histéresis. 


6 En contraste con el amortiguamiento viscoso, la fuerza de amortiguamiento en este caso se puede considerar que es una 
función de la frecuencia forzada (vea la sección 2.10). 
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La solución de estado estable de la ecuación (3.100) se puede suponer como: 

x p (t) = X sen (wt — cf >) 

Sustituyendo la ecuación (3.101) en la ecuación (3.100), obtenemos 


X = 


F 0 


k 



1/2 


P 2 



r £ -i 

cf) = tan 1 

(S) 


(3.101) 


(3.102) 


(3.103) 


Las gráficas de las ecuaciones (3.102) y (3.103) se muestran en la figura 3.25 para varios valores 
de (3. Una comparación de la figura 3.25 con la figura 3.11 para amortiguamiento viscoso revela 
lo siguiente: 

1. La relación de amplitud 


X 

0Fh/k) 





Figura 3.25 Respuesta de estado estable. 
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alcanza su valor máximo de F 0 /k/3 a la frecuencia (co = co n ) en el caso de amortiguamiento de 
histéresis, en tanto que ocurre a una frecuencia por debajo de la de resonancia (w < co n ) en el 
caso de amortiguamiento viscoso. 

2. El ángulo de fase 4> tiene un valor de tan 1 C/3) a co = 0 en el caso de amortiguamiento de histére¬ 
sis, en tanto tiene un valor de cero en co = 0 en el caso de amortiguamiento viscoso. Esto indica 
que la respuesta nunca puede estar en fase con la función forzada en el caso de amortiguamiento 
de histéresis. 


Observe que si supone que la excitación armónica es F(t) = F (] e'" jl en la figura 3.24, la ecuación 
de movimiento se escribe entonces como 

Bk . 

mx H- x + kx = Foe ,Mt (3.104) 

co 

En este caso, la respuesta x(t) también es una función armónica que implica el factor e i(üt . Por con¬ 
siguiente, icox(t) da por resultado x (f), y la ecuación (3.104) se escribe como 

mx + k{ 1 + i(3)x = F 0 e ial (3.105) 


donde la cantidad k( 1 + i¡3) se conoce como rigidez compleja o amortiguamiento complejo [3.7]. La 
parte real de la siguiente ecuación proporciona la solución de estado estable de la ecuación (3.105) 


x(t) 


F 0 e ib>t 


1- 

M 2 

— ) 

/8 


w 



(3.106) 


3.10 Movimiento forzado con otros tipos 
de amortiguamiento 


El amortiguamiento viscoso es la forma más simple de amortiguamiento utilizado en la práctica, ya 
que conduce a ecuaciones lineales de movimiento. En los casos de amortiguamiento de Coulomb 
e histerético, definimos coeficientes de amortiguamiento viscoso equivalentes para simplificar el 
análisis. Incluso, para una forma más compleja de amortiguamiento definimos un coeficiente de 
amortiguamiento viscoso equivalente, como se ilustra en los siguientes ejemplos. El uso práctico 
de amortiguamiento equivalente se analiza en la referencia [3.12]. 


Ejemplo 3.9 Amortiguamiento cuadrático 

Determine el coeficiente de amortiguamiento viscoso correspondiente a amortiguamiento cuadrático o de 
velocidad al cuadrado que se presenta cuando un cuerpo se mueve en un flujo de fluido turbulento. 

Solución: Se supone que la fuerza de amortiguamiento es 

F d — ±a(x) 2 (E.l) 

donde a es una constante, x es la velocidad relativa a través del amortiguador, y cuando x es positiva (negati¬ 
va) se debe utilizar el signo negativo (positivo) en la ecuación (E.l). La energía disipada por ciclo durante el 
movimiento armónico x(t) = X sen cot está dada por 

/ * r /2 „ 

a(x) 2 dx = 2X 3 / acó 2 eos 3 cot d(cot) = - co 2 aX 3 (E.2) 

X J—tt /2 3 
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Si igualamos esta energía a la energía disipada en un amortiguador viscoso equivalente (vea la ecuación 2.94)) 

A W = TT C'gqdlV 2 (E.3) 

obtenemos el coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente (c eq ) 


Cpn — QíoX 

eq 3n 


(E.4) 


Se observa que c eq no es una constante sino que varía con wyX. La amplitud de la respuesta de estado estable 
se determina con la ecuación (3.30): 


X 1 

S est V(1 - r 2 ) 2 + (2£ eq r) 2 

donde r = cú/(o n y 


Ceq = 


L eq 


L eq 


2 meo,. 


Utilizando las ecuaciones (E.4) y (E.6), se puede resolver la ecuación (E.5) para obtener 

11/2 


X = 


37 Tm 




(1 - rY (1 - 


+ 


„2\4 


8ar 2 S eí 
3t tm 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


3.11 Autoexcitación y análisis de estabilidad 


La fuerza que actúa en un sistema vibratorio suele ser externa al sistema e independiente del mo¬ 
vimiento. Sin embargo, hay sistemas para los cuales la fuerza de excitación es una función de los 
parámetros de movimiento del sistema, digamos desplazamiento, velocidad o aceleración. Tales 
sistemas se conocen como sistemas vibratorios autoexcitados, puesto que el movimiento en sí pro¬ 
duce la fuerza de excitación (vea el problema 3.92). La inestabilidad de las flechas rotatorias, la 
agitación de las aspas de turbina, la vibración de tubos inducida por el flujo, y la trepidación de 
las ruedas de un automóvil y el movimiento aerodinámicamente inducido de puentes son ejemplos 
típicos de vibraciones autoexcitadas. 


Análisis de 
estabilidad 
dinámica 


Un sistema es dinámicamente estable si el movimiento (o desplazamiento) converge o permanece 
estable con el tiempo. Por otra parte, si la amplitud del desplazamiento se incrementa continua¬ 
mente (diverge) con el tiempo, se dice que es dinámicamente inestable. El movimiento diverge y el 
sistema se vuelve inestable si la autoexcitación proporciona energía al sistema. Para ver las circuns¬ 
tancias que conducen a la inestabilidad, consideramos la ecuación de movimiento de un sistema de 
un solo grado de libertad: 


mx + ex + kx = 0 (3.107) 

Si se supone una solución de la forma x{t) = Ce est , donde C es una constante, la ecuación (3.107) 
nos lleva a la ecuación característica 


s H- s H-= 0 

m m 


(3.108) 
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Las raíces de esta ecuación son 


c 


•?!,2 - ~ 


2 m 




(3.109) 


Como se supone que la solución es x(t) = Ce est , el movimiento será divergente y aperiódico si las 
raíces s 1 y s 2 son reales y positivas. Esta situación se puede evitar si chn y k/m son positivas. El 
movimiento también divergirá si las raíces y s 2 son conjugadas complejas con partes reales posi¬ 
tivas. Para analizar esta situación, exprésense las raíces íj y s n de la ecuación (3.108) como 

s 1 = p + iq, s 2 = p — iq (3.110) 

donde p y q son números reales, de modo que 

c Je 

(í — íl)(s — S 2 ) = s 1 — (■?! + s 2 )s + «1*2 = S 2 "t- s H-= 0 (3.111) 

m m 

Las ecuaciones (3.111) y (3.110) dan 

— = -(«i + s 2 ) = -2 p, — = si« 2 = p 2 + q 2 (3.112) 

m m 


Las ecuaciones (3.112) muestran que para p negativo, chn debe ser positiva y para p 2 + q 3 positiva, 
k/m debe ser positiva. Por lo tanto, el sistema será dinámicamente estable si c y k son positivos 
(suponiendo que m es positivo). 


Ejemplo 3.10 inestabilidad de una masa soportada por un resorte sobre una banda 
móvil 


Considere una masa soportada por un resorte sobre una banda móvil, como se muestra en la figura 3.26(a). 
El coeficiente de fricción cinética entre la masa y la banda varía con una velocidad (de frotación) relativa, 
como se muestra en la figura 3.26(b). A medida que la velocidad de frotación se incrementa, el coeficiente 
de fricción primero se reduce a partir de su valor estático linealmente, y luego comienza a incrementarse. 
Suponiendo que la velocidad de frotación, v, es menor que el valor de transición Vq, el coeficiente de fricción 
se expresa como 

a 

donde a es una constante y W = mg es el peso de la masa. Determine la naturaleza de la vibración libre con 
respecto a la posición de equilibrio de la masa. 



-x 0 - 


k(x o + x ) 


- + X, X, X 


g,W 


(a) (b) 

Figura 3.26 Movimiento de una masa soportada por un resorte debido a la fricción de la banda. 


(c) 
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Solución: Sea la posición de equilibrio de la masa m la correspondiente a una extensión de x 0 del resorte. 
Entonces 


fxW = kx 0 


o 


fxW /¿o W aV 


0 k k k 


donde V es la velocidad de la banda. Si la masa se desplaza una distancia x de su posición de equilibrio (,r 0 ), 
la velocidad de frotación v está dada por 


v = V - x 


La ecuación de movimiento de vibración libre se escribe, aplicando la segunda ley del movimiento de Newton, 
como (vea la figura 3.26(c)): 



es decir, 


mx — ax + kx = 0 


(E.l) 


Como el coeficiente de i es negativo, el movimiento dado por la ecuación (E.l) será inestable. La solución de 
la ecuación (E.l) resulta de 


jc(í) = e( fl / 2 "ó , {C 1 e rií + C 2 e r2 ‘} 


(E.2) 


donde C¡ y C 2 son constantes y 




Por la ecuación (E.2) se ve que el valor de x se incrementa con el tiempo. Se incrementa hasta que V — x = 0 
o V + i = vq. Después de esto, el coeficiente fx tiene una pendiente positiva, y por consiguiente la naturaleza 
del movimiento será diferente [3.13]. 

Nota: En los frenos de absorción de banda y polea se observa un movimiento parecido, así como en mesas 
deslizantes de máquinas herramienta [3.14], En máquinas herramienta, por ejemplo, una mesa de trabajo se 
monta sobre guías ajustadas y se utiliza un tornillo de avance para impartirle movimiento, como se muestra en 


Tornillo de avance 



Propulsión 


Figura 3.27 Movimiento de una mesa de trabajo mediante un tornillo de avance en una máquina 
herramienta. 
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la figura 3.27. En algunos casos, la mesa de trabajo puede deslizarse a trompicones incluso cuando el tornillo 
de avance tenga un movimiento uniforme. Tal movimiento se conoce como movimiento trompicado. Este 
movimiento se puede analizar de un modo sencillo modelando la mesa de trabajo como una masa ( m ) y la co¬ 
nexión entre la mesa de trabajo y el tornillo de avance (la cual nunca es perfectamente rígida) como un resorte 
(k) y un amortiguador viscoso (c). El coeficiente de fricción entre la masa y la superficie deslizante varía como 
una función de la velocidad de deslizamiento, como se indica en la figura 3.26(b). La ecuación de movimiento 
de la masa (mesa de trabajo) se puede obtener igual que en el caso de la ecuación (E.l) del ejemplo 3.8 como 


m'x + ex + kx = /jlW = W 


IJL o - — (V 
™ W K 


x) 


es decir, 


m'x + (c — a)x + kx — 0 

Podemos ver que la inestabilidad dinámica ocurre si c < a. 


Inestabilidad 
dinámica 
provocada por 
el flujo de un 
fluido 


La vibración provocada por un fluido que fluye alrededor de un cuerpo se conoce como vibración 
inducida por flujo [3.4]. Por ejemplo, las chimeneas altas, los periscopios de submarinos, las líneas 
de transmisión eléctrica y las barras de combustible nuclear vibran violentamente en ciertas con¬ 
diciones de flujo de fluido alrededor de ellos. Asimismo, las tuberías de agua y petróleo, así como 
los tubos en compresores de aire experimentan vibración severa en ciertas condiciones de flujo de 
fluido a través de ellos. En todos estos ejemplos, la vibración del sistema extrae energía de forma 
continua de la fuente, lo que conduce amplitudes de vibración cada vez más grandes. 

La vibración inducida por flujo puede ser provocada por varios fenómenos. Por ejemplo, en 
líneas de transmisión eléctrica cubiertas de hielo, la vibración de baja frecuencia (1 a 2 Hz) conoci¬ 
da como galope ocurre a consecuencia de las fuerzas de levantamiento y resistencia desarrolladas 
por el aire que fluye alrededor de las líneas. La vibración inestable conocida como agitación, de 
secciones de superficies aerodinámicas también se debe a las fuerzas de levantamiento y resistencia 
desarrolladas por el aire que fluye alrededor de la superficie aerodinámica. Además, una vibración 
conocida como canturreo de líneas de transmisión ocurre a consecuencia del fenómeno de forma¬ 
ción de torbellinos. 

Para ver el fenómeno de galope, considere una sección cilindrica contra la que el viento cho¬ 
ca a una velocidad U, como se muestra en la figura 3.28(a) [3.3]. Por la simetría de la sección, la 
dirección de la fuerza producida por el viento será la misma que la del viento. Si se le imparte una 
pequeña velocidad descendente u al cilindro, el viento tendrá un componente ascendente de veloci¬ 
dad u (con respecto al cilindro) junto con el componente horizontal U. Por lo tanto, la dirección de 
la fuerza resultante debido al viento contra el cilindro será ascendente, como se muestra en la figura 
3.28(b). Como esta fuerza (ascendente) se opone a la dirección del movimiento del cilindro (des¬ 
cendente), el movimiento del cilindro se amortiguará. Por el contrario, si se considera una sección 
no circular como un alambre cilindrico cubierto de hielo, quizá la fuerza del viento resultante no 
siempre se oponga al movimiento del alambre, como se muestra en la figura 3.28(c). En ese caso, el 
movimiento del alambre es ayudado por las fuerzas del viento, lo que implica un amortiguamiento 
negativo en el sistema. 

Para visualizar el fenómeno del canturreo de alambres, considere un fluido al pasar sobre un ci¬ 
lindro liso. En determinadas condiciones se forman torbellinos alternos descendentes en un patrón 
regular, como se muestra en la figura 3.29. Estos se conocen como torbellinos de Karman en honor 
al prominente mecánico de fluidos, Theodor von Karman, quien predijera en 1911 la separación es¬ 
table de los torbellinos sobre suelos teóricos. Los torbellinos de Karman se alternan en el sentido de 
las manecillas del reloj y en el sentido contrario y así provocan fuerzas de levantamiento variables 
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Velocidad 
del viento, U 


Alambre 



(a) 


Fuerza del viento 
resultante 


Velocidad 
del viento, U 

Velocidad 
del viento 
resultante 


Alambre 



Fuerza del viento 
resultante 


(velocidad 
vertical 
del viento 
con respecto 
al alambre) 


(velocidad vertical del viento 
con respecto al alambre) 

(b) 


Cubierta de hielo 


Alambre 



Fuerza del viento 
original 


Velocidad del viento 
resultante debido 
a la no simetría 


Fuerza del viento 
resultante 


u (velocidad del viento) 


(c) 

Figura 3.28 Galope de un alambre. 


armónicamente sobre el cilindro, perpendiculares a la velocidad del fluido. Datos experimentales 
muestran que la formación de torbellinos regulares ocurren fuertemente en el rango del número de 
Reynolds (Re) desde alrededor de 60 hasta 5000. En este caso 


Re 


pVd 

p 


(3.113) 


donde d es el diámetro del cilindro, p es la densidad, V es la velocidad y p es la viscosidad absoluta 
del fluido. Para Re > 1000, la frecuencia sin unidades de la formación de torbellinos, expresada 
como un número de Strouhal (St), es aproximadamente igual a 0.21 [3.15] 


fd 

St = — = 0.21 
V 


(3.114) 



Figura 3.29 Flujo de un fluido sobre un cilindro. 
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donde / es la frecuencia de formación de torbellinos. La fuerza de levantamiento armónicamente 
variable (F) está dada por 



(3.115) 


donde c es una constante (c ~ 1 para un cilindro), A es el área proyectada del cilindro perpendicular 
a la dirección de V, co es la frecuencia circular (a> = -irf), y t es el tiempo. El mecanismo de forma¬ 
ción de torbellinos en un cilindro se puede considerar autoexcitado, puesto que el flujo de fluido (V) 
no tiene ningún componente alterno. Desde el punto de vista de diseño, tenemos que asegurarnos 
de lo siguiente: 

1. La magnitud de la fuerza ejercida sobre el cilindro, dada por la ecuación (3.115), es menor que 
la carga de falla estática. 

2. Incluso si la magnitud de la fuerza F es pequeña, la frecuencia de oscilación (f) no deberá pro¬ 
vocar fallas por fatiga durante la duración esperada de la estructura (o cilindro). 

3. La frecuencia de la formación de torbellinos (f) no coincide con la frecuencia natural de la 
estructura o cilindro para evitar la resonancia. 

Reducción de la vibración inducida por flujo. Se pueden utilizar varios métodos para reducir las 
fallas provocadas por vibración inducida por flujo. 

1. Para reducir el canturreo de líneas de transmisión provocado por la formación de torbellinos, se 
puede utilizar un amortiguador conocido como amortiguador de Stockbridge. Este amortigua¬ 
dor se compone de un cable de acero corto con dos masas en sus extremos. Este amortiguador se 
fija en la línea de transmisión, como se muestra en la figura 3.30(a). El dispositivo actúa por lo 
tanto como un sistema de resorte-masa el cual se puede sintonizar a la frecuencia de vibración 
inducida por flujo ajustando su longitud (la longitud del cable) o el valor de las masas. El amor¬ 
tiguador de Stockbridge se sujeta a la línea de transmisión en un punto donde se prevé que la 
vibración sea grande. 

2. Para chimeneas altas de acero, el efecto de vibración inducida por flujo puede minimizarse por 
medio de amortiguadores de vibración mediante tirantes entre la parte superior de la chimenea 
y el suelo, como se muestra en la figura 3.30(b). 

3. En chimeneas altas, se pueden utilizar deflectores helicoidales o tracas alrededor de la chi¬ 
menea, como se muestra en la figura 3.31. Los deflectores helicoidales rompen el patrón del 
torbellino de modo que se aplique una excitación no bien definida a la pared de la chimenea. 

4. Para automóviles de alta velocidad (de carreras), las fuerzas de levantamiento inducidas por 
flujo pueden aligerar la carga sobre las llantas, lo que provoca problemas de maniobrabilidad 
y estabilidad del vehículo. Aun cuando las fuerzas de levantamiento se pueden contrarrestar 

Línea de transmisión Punto de sujeción 



de acero trenzado 


Chimenea 
de acero 



Amortiguador 
de vibración 


(a) 

Figura 3.30 Amortiguador de Stockbridge. 
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Ejemplo 3.11 



Figura 3.31 Deflectores helicoidales. (Foto cortesía de Bethlehem Steel Corporation). 


en parte por medio de deflectores, la fuerza de resistencia al avance se incrementará. En años 
recientes se han estado utilizando superficies aerodinámicas invertidas móviles para desarrollar 
una fuerza aerodinámica dirigida hacia abajo para mejorar la estabilidad (vea la figura 3.32). 


B Figura 3.32 Auto de carreras 

contemporáneo con características 
aerodinámicas para una baja resistencia 
al avance y alta estabilidad. (Foto cortesía 
de Goodyear Tire & Rubber Co. Inc.). 


inestabilidad dinámica de una superficie aerodinámica 


Encuentre el valor de la velocidad de comente libre u a la cual la sección de la superficie aerodinámica (siste¬ 
ma de un solo grado de libertad) mostrada en la figura 3.33 se vuelve inestable. 

Solución: 

Método: Encuentre la fuerza vertical que actúa en la superficie aerodinámica (o masa m ) y obtenga la condi¬ 
ción que conduce a amortiguamiento cero. 

La fuerza vertical que actúa en la superficie aerodinámica (o masa rrí) producida por un paso de fluido se 
puede expresar como [3.4] 


1 o 

F = — pu~DC : 


(E.l) 
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Figura 3.33 Modelado de una superficie aerodinámica como un sistema de un solo grado de libertad. 


donde p = densidad del fluido, u — velocidad de comente libre, D = ancho de la sección transversal normal a 
la dirección del paso del fluido, y C x = coeficiente de fuerza vertical, el cual se puede expresar como 

, 2 
U re \ 

C x = _ [C L eos a + C D sen a) (E.2) 

u ¿ 

donde « rel es la velocidad relativa del fluido y C L es el coeficiente de levantamiento, C D es el coeficiente de 
resistencia al avance, y a es el ángulo de ataque (vea la figura 3.33): 


a = 



(E.3) 


Para ángulos de ataque pequeños, 

a = -- (E.4) 

u 

y C x se puede representar de forma aproximada, mediante una expansión de serie de Taylor, aproximadamente 
a = 0 , como 



a=0 



a=0 


a 


(E.5) 


donde, para valores pequeños de a, i/ rel — u y la ecuación (E.2) se escribe como 


C x = C¿ eos a + Ci 3 sen a 


(E. 6 ) 


La ecuación (E.5) se rescribe, mediante las ecuaciones (E. 6 ) y (E.4) como 


Q = ( C L eos a + C D sen a) 
~dC L 


+ a 


dC n 


= C, 


= C, 


eos a — Ci sen a H-sen a + C D eos a 

da da 


dC x 
+ a —- 
=0 Sa 


-i- 

'bCl 

+ C D 

1 

a=0 “ 

da 

a= 0 

a=0 J 


(E.7) 
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Ejemplo 3.12 


F 


\ 



Tanque 
de agua (m) 



La sustitución de la ecuación (E.7) en la ecuación (E.l) da 


F = 



a=0 


1 dC x 

—puD - x 

2 da a =Q 


(E.8) 


La ecuación de movimiento de la superficie aerodinámica (o masa) es 


mx + ex + kx = F 



a=0 


i 

—puD 


dC, 

da 


x 


a =0 


(E.9) 


El primer término del lado derecho de la ecuación (E.9) produce un desplazamiento estático y por consiguiente 
sólo el segundo término puede desestabilizar el sistema. La ecuación de movimiento, considerando sólo el 
segundo término del lado derecho, es 


mx + ex + kx = mx + 


1 dC x 


c + -puD — 
2 da 

a=0 _ 


(E.10) 


Observe que m incluye la masa del fluido atrapado. En la ecuación (E.10) se ve que el desplazamiento de la su¬ 
perficie aerodinámica (o masa m) crecerá ilimitadamente (es decir, el sistema se vuelve inestable) si c es nega¬ 
tivo. Por consiguiente, la velocidad mínima del fluido para que se inicien las oscilaciones inestables es c = 0, o 



í 2c ) 

u = — < 

dC x 

K 

1 

{ PD ~t¿ 

a=0 / 


(E.l 1) 


El valor 


a£* 

da 


= —2.7 para una sección cuadrada en un flujo estable [3.4]. 


Nota: Un análisis similar al del ejemplo 3.11 se puede aplicar a otras estructuras vibratorias, como 
tanques de agua (vea la figura 3.34a) y líneas de potencia cubiertas de hielo galopantes (figura 
3.34b) bajo la acción de cargas de viento. 


Vibración de una chimenea inducida por flujo 


Una chimenea de acero tiene una altura de 2 m, un diámetro interno de 0.75 m y un diámetro externo de 0.80 m. 
Determine la velocidad del viento que fluye alrededor de la chimenea que hará que ésta vibre transversalmente 
en la dirección del flujo de aire. 




1 Rigidez 

1 y amortiguamiento 
J de la columna 



Figura 3.34 Inestabilidad de estructuras 
vibratorias típicas. 
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Solución 


Método: Modele la chimenea como una viga en voladizo e iguale la frecuencia natural de la vibración trans¬ 
versal de la chimenea a la frecuencia de la formación de torbellinos. 

Para hallar la frecuencia natural de la vibración transversal de la chimenea se puede utilizar el método de 
Rayleigh, suponiendo una deflexión transversal adecuada de la viga en voladizo (vea la sección 8.7). Sin embar¬ 
go, en este caso, usaremos las frecuencias naturales de la viga en voladizo dada en la figura 8.15. La figura 8.15 da 
la frecuencia natural fundamental de vibración transversal (oq) de una viga en voladizo (empotrada-libre) como 

=(w) 2 V5 <ej) 

donde 

¡3^1 ~ 1.875104 (E.2) 

Para la chimenea, E = 207 X 10 9 Pa, pg = peso unitario = 76.5 X 10 3 N/m 3 , / = 20 m, d = 0.75 m ,D = 0.80 m, 

A = ^(D 2 - d 2 ) = ^(0.80 2 - 0.75 2 ) = 0.0608685 m 2 

y 

/ = — (£> 4 - d 4 ) = —(0.80 4 - 0.75 4 ) = 0.004574648 m 4 
64 64 

Por lo tanto, 

Í \ 1/2 

(207 X 10 9 )(0.004574648) 

---- > 

Os / 0 ) ( °- Q608685)(20)4 J 

= 12.415417 rad/s = 1.975970 Hz 


El número de Strouhal da la frecuencia de formación de torbellinos (/): 

fd 

St = — = 0.21 
V 

Utilizando d = 0.80 m y/ = = 1.975970 Hz, la velocidad del viento (V) que provoca resonancia se puede 

determinar como 


V 


f\d 

0.21 


1.975970(0.80) 

- = 7.527505 m/s 

0.21 


3.12 Método de la función de transferencia 


El método de función de transferencia, basado en transformadas de Laplace, se utiliza comúnmente 
para formular y resolver problemas dinámicos en la literatura de controles. También se puede uti¬ 
lizar para resolver problemas de vibración forzada. La función de transferencia relaciona la salida 
de un sistema con su entrada. Esta función permite separar la entrada, el sistema y la salida en tres 
partes separadas y distintas (a diferencia de la ecuación diferencial, en la cual los tres aspectos no 
son fáciles de separar). 
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Definición: La función de transferencia de una ecuación diferencial lineal invariable con el tiempo 
se define como la relación de la transformada de Laplace de la salida o función de respuesta con la 
transformada de Laplace de la entrada o función forzada, suponiendo condiciones iniciales cero. 

El procedimiento general utilizado para determinar la función de transferencia de una ecua¬ 
ción diferencial lineal implica tomar las transformadas de Laplace de ambos lados, suponiendo 
condiciones iniciales cero, y resolviendo para la relación de la transformada de Laplace de la salida 
a la transformada de Laplace de la entrada. Como la ecuación diferencial lineal se compone de 
la variable y sus derivadas, la transformada de Laplace la transforma en una ecuación polinomial 
en la variable de Laplace s. La expresión dada en el apéndice D para las transformadas de Laplace 
de las derivadas se pueden utilizar al derivar la función de transferencia. 


Ejemplo 3.13 


Función de transferencia correspondiente a una ecuación diferencial 


Considere la siguiente ecuación diferencial lineal invariable con el tiempo de orden enésimo que rige el com¬ 
portamiento de un sistema dinámico: 


d"x{t) d n l x{t) 

a„ —rtr- + a n ~i — + ... + a 0 x(t) 


dt n 


dt" 


d m ~ x m 


d m m 

m dt m + bm ~ l dr 1 


+ ... + bof(t) 


(E.l) 


donde xfi) es la salida, fifi) es la entrada, t es el tiempo y las a¡ y b¡ son constantes. Determine la función de 
transferencia del sistema y muestre la entrada, el sistema y la salida en un diagrama de bloques. 


Solución: Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuación (E. 1), obtenemos 

a n s n X(s) + + ... + aoX(s) + condiciones iniciales que conllevan x(t) 

= b m s m F(s) + b m - 1 s m ~ 1 F(s) + ... + b 0 F(s) 

+ condiciones iniciales que conllevan f(t) (E.2) 

Se ve que la ecuación (E.2) es una expresión puramente algebraica. Si se supone que todas las condiciones 
iniciales son cero, la ecuación (E.2) se reduce a la forma siguiente: 

{a n s n + a n _ x s n ~' + ... + = {b m s m + b m - x s m ~ l + ... + b 0 } F(s) (E.3) 


Resolviendo la ecuación (E.3) la función de transferencia del sistema evaluado en condiciones iniciales cero, 
T(s), se determina como la relación de la transformada de salida, V(s), y la transformada de entrada, F(s): 

Tí - X ^ - ^ bmS ' n + + ■■■ + b o) E4 

F( s ) ( a„s n + a n - X s n ~ l + ... + a 0 ) 

Se ve que la función de transferencia identifica la entrada, F(x), la salida, V(i), y el sistema (definidos por la 
expresión del lado derecho de la ecuación (E.4)) como entidades aparte. Según la ecuación (E.4), la salida del 
sistema se determina como 


*(J) = T(s) Ffi) (E.2) 

Tomando la transformada de Laplace inversa de la ecuación (E.5), podemos determinar la salida del sistema 
en el dominio del tiempo para cualquier entrada conocida. 

La función de transferencia se puede representar como un diagrama de bloques como se muestra en la 
figura 3.35, donde la entrada y salida se muestran en los lados izquierdo y derecho, respectivamente, del blo¬ 
que con la función de transferencia mostrada dentro del bloque. Observe que el denominador de la función de 
transferencia es idéntico a la polinomial característica de la ecuación diferencial. 
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Ejemplo 3.14 


Entrada, F(s) 


Sistema, T(s) 


Salida, 2í(s) 


Figura 3.35 Representación como diagrama 
de bloques de la entrada, el sistema y la salida. 


Función de transferencia de un sistema de un solo grado de libertad 
amortiguado 


Obtenga la función de transferencia de un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado 
sometido a una fuerza externa/(í) como se muestra en la figura 3.1. 

Solución: La ecuación de movimiento del sistema está dada por 

mx + ex + kx = f(t) (E.l) 

Si tomamos las transformadas de Laplace de ambos lados de la ecuación (E.l), obtenemos 

m!£['x(t)] + c!£[x(t)] + k!£[x(t)] = ¡£[f(t)] (E.2) 

o 

m {.v 2 A'(í) — sjt(O) — jc(0)} + (íX(í) — jc(0)} + kX(s) = F(s) (E.3) 

La ecuación (E.2) se reescribe como 

(ms 2 + es + k) X(s) — {msx{ 0) + mi(0) + íx(0)} = F(s) (E.4) 

donde X(s) = ÍE[x(t)] y F(s) = La función de transferencia del sistema se obtiene a partir de la ecua¬ 

ción (E.4), fijando v(0) = ,i(0) = 0, como 


T(s) 


¡E[ salida] 
¡£[ entrada] 


condiciones iniciales cero 


X(s) 

F(s) 


1 

ms 2 + es + k 


(E.5) 


Notas: 


1 . 

2 . 

3. 


4 . 


La función de transferencia es una propiedad del sistema y no se relaciona con la entrada o la función 
forzada. 

La función de transferencia no proporciona ninguna información sobre la estructura física del sistema. De 
hecho, las funciones de transferencia de muchos sistemas físicamente diferentes pueden ser idénticas. 

La representación de un sistema dinámico mediante la función de transferencia es muy útil en la teoría de 
control así como en pruebas de vibración para medir la respuesta dinámica y para identificar sistemas. Por 
ejemplo, en el caso de un sistema cuyos parámetros como masa (m), constante de amortiguamiento (c) y 
rigidez de resorte no son conocidos, la función de transferencia se determina experimentalmente midiendo 
la respuesta o salida ante una entrada conocida. Una vez determinada la función de transferencia, describe 
por completo las características dinámicas del sistema. 

En pruebas de vibración, la respuesta de vibración medida (por una entrada o función forzada cono¬ 
cida) podría ser el desplazamiento, la velocidad o, más comúnmente, la aceleración. La función de transfe- 


s ¿ X(s) 

rencia correspondiente se define como la relación ^ ^ , donde F(s) es la transformada de Laplace de la 
entrada y s 2 X(í) es la transformada de Laplace de la aceleración. 

Si se conoce la función de transferencia de un sistema, la salida o respuesta del sistema se puede determinar 
para cualquier tipo de entrada. 
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5. La variable s en la transformada de Laplace es un número complejo y por consiguiente la función de 
transferencia es una cantidad compleja. La variable s es similar a la raíz característica ,v utilizada para 
representar la solución de una ecuación diferencial [vea la ecuación (2.61)]. Se indica la variable s en la 
transformada de Laplace en forma compleja como 

s = o r + i(ú d (3.116) 

donde a y co d representan las partes real e imaginaria, respectivamente, de s; el análisis completo conside¬ 
rado en la sección 2.8 también es válida para la variable s de la transformada de Laplace. 

6 . En la ecuación (3.1) se ve que la ecuación de movimiento de un sistema vibratorio está en el dominio del 
tiempo. Aunque la salida o respuesta del sistema del sistema se puede determinar en el dominio del tiempo 
de forma directa como se indica en la sección 3.4, en ocasiones es más fácil determinar la respuesta con 
el método de la transformada de Laplace. La transformada de Laplace convierte una ecuación diferencial 
lineal en una expresión algebraica, la cual es más fácil de manipular. Transforma las funciones definidas en 
función de la variable independiente (como el tiempo) en funciones en términos de la cantidad compleja s 
como la variable independiente. Para utilizar la transformada de Laplace, primero tenemos que determinar 
la función de transferencia del sistema. 

7. Aun cuando la función de transferencia se deriva formalmente mediante la aplicación de la transformada 
de Laplace, se puede obtener de manera informal de un modo muy simple. Para esto, considere la ecuación 


m'x + cx(t) + kx(t) = f(t) (3.117) 

La función de transferencia asociada con esta ecuación se deriva reemplazando x(t) por X(s)e es ’ y /(f) por 
F(s)e est . Las derivadas con respecto al tiempo se obtienen diferenciando X(s)e est con respecto al tiempo 
como X.(t) = V(i) íe est y x(t) — X(s) s 2 e est . Por lo tanto, la ecuación (3.117) se puede volver a escribir como 


ms 2 X(s)e est + csX(s)e est + kX(s)e esr = F(s)e esl 


(3.118) 


La ecuación (3.118) se puede resolver para la relación X(s)/F(s) y obtener la función de transferencia T(s), 
como 


T(s) 


1 

F{s) ms 2 + es + k 


(3.119) 


Esta ecuación es idéntica a la ecuación (E.5) del ejemplo 3.14. 


3.13 Soluciones obtenidas utilizando transformadas 
de Laplace 


El cálculo de respuestas de sistemas de un solo grado de libertad obtenido utilizando transformadas 
de Laplace se ilustra mediante los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 3.15 


Respuesta de un sistema amortiguado obtenida con transformadas 
de Laplace 


Obtenga una expresión para la respuesta completa de un sistema de un solo grado de libertad amortiguado 
sujeto a una fuerza general, /!f) como se muestra en la figura 3.1 por medio de transformadas de Laplace. 


Solución: La transformada de Laplace de la ecuación (3.1) conduce a la relación (vea la ecuación (E.4) del 
ejemplo 3.14). 


*(*) = 


F(s) 


t(í 2 + 2 £(o„s + to„) 


5 + 2 Ccjf, 

-2 -^^*( 0 ) + 

s 1 + 2 £(o n s + 


1 


s ¿ + 2 £(ú„s + (oñ 


íi(0) 


(E.l) 
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La respuesta completa del sistema se puede determinar tomando las transformadas de Laplace de cada uno 
de los términos del lado derecho de la ecuación (E.l). Por comodidad, definimos las siguientes funciones 
donde los subíndices i y i indican la entrada y el sistema, respectivamente: 

F¡(s) = F(s) (E.2) 


m(s 2 + 2 ¿¡co n s + co 2 ) 

Observamos que la transformada inversa de Laplace de F¡(s) será igual a la función forzada conocida 

/;(?) = F 0 eos wt 

y la transformada inversa de Laplace de F¡(s) es (vea el apéndice D) 


(E.3) 


(E.4) 


f s (t) = —— e Í ‘ u " í sen w d t 

mod 


(E.5) 


donde 


o>d = Vi - feo,, (E.6) 

La transformada inversa de Laplace del primer término del lado derecho de la ecuación (E.l) se puede expresar 
como (vea el apéndice D): 


r t 

■2” 1 f í(s)F s (s ) = í f¡(r)f s (t t) dj — —— í f(T)e~ ( ‘ ú " (,_t) sen w d (t - r) dr (E.7) 
J mw d J 


La transformada inversa de Laplace del coeficiente de x(0) en la ecuación (E.l) da 

s + 2 £co n 


:F7 


s 2 + 2 £(O n S + co 2 , M d 


— —— e ^“"'cosfíU^Í — 4>l) 


(E.8) 


donde 


, Z<»„ , i 

</>! = tan -1 —- = tan -1 . (E.9) (E.9) 

"rf vi - i 2 

La transformada inversa de Laplace del coeficiente de x (0) se puede obtener multiplicando f s (t) por m de 
modo que 

, 1 1 

X 1 —--— = —e sen u> d t (E.10) 

(s +2 £co n s + (' 7 ) 

Por lo tanto, la respuesta completa del sistema, utilizando las respuestas dadas en los lados derechos de las 
ecuaciones (E.7), (E.8) y (E.10), se pueden expresar como 


x(t) =- / /(r)e sen co d (t — r) dr 

mcü d J 

T = 0 

H- cos(co d t — <f> i) H-sen ai d t (E.ll) 

CO d (O d 
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Ejemplo 3.16 


Observando que la transformada inversa de Laplace de la función producto en la ecuación (E.7) también se 
puede expresar como 

i t 

y^ 1 F¡(s)F s (s) = í f¡(t - t )/ s ( t ) <1t = —— í f(t - t) e~^ <ü,,T sen co d r dr (E.12) 
J mco d J 

T=0 T=0 

la respuesta completa del sistema también se puede expresar como 


t 

t(r) = - / f(t — t ) sen co d r dr 

moJ d J 


H- "e ^ a>,,r eos ((o d t — </>]) H- e sen co d t 

(D d CO d 


(E.13) 


Respuesta de estado estable obtenida con la transformada de Laplace 


Determine la respuesta de estado estable de un sistema de un solo grado de libertad amortiguado ante una 
fuerza armónica/(f) = F 0 eos cot con la transformada de Laplace. 

Solución: La transformada de Laplace de la ecuación (3.1) conduce a la relación (con condiciones iniciales 
cero para respuesta de estado estable en la ecuación (E. 1) del ejemplo 3.15) 


= 


F(s 


m(s 2 + 2£co n s + coñ) 


(E.l) 


La transformada de Laplace de la entrada/(f) = F 0 eos cot es F(s) = F Q — -Por lo tanto, la ecuación 

(E.l) se escribe como i + 


*(*) = 


F 0 s 


1 


m s 2 + (o 2 s 2 + 2£co n s + co 2 . 


(E.2) 


[k c 

donde las relaciones &)„ = ,/ — y £ = - -== se utilizaron para expresar la ecuación (E.2). Expresando el 

v m 2 Vmk 

lado derecho de la ecuación (E.2) como 


w . F 0 a x s + a 2 , a 3 s + a 4 

F(s) = — —5 -t- + -r- - 

m \ s ¿ + co~ + 2 £co n s + co 2 

las constantes fl¡, a 2 , a 3 y a 4 se identifican como (vea el problema 3.99) 


2 2 

CO„ — co 


a 1 


+ (co 2 - w 2 ) 


, 2\2 


(E.3) 


(E.4) 


«2 = 


2£co„co~ 


(2{co„) 2 co 2 + (co 2 , - co 2 ) 2 


(E.5) 


a 3 = 


(2 £co n )W + (co 2 - co 2 ) 2 


(E.6) 


#4 


(2 £co„yw + (co 2 - co 2 ) 


2\2 


(E.7) 
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Por lo tanto, A(s) se puede expresar como 
F 0 1 


X(s) = 


>n ( 2 í(o n )W + (col ~ <o 2 ) 2 

~ U ~ V) 


(col ~ u 2 )\ ) + (2 M “ 


5 2 + 2 £co n s + col 


- ( 2 ÍCOn) 


s 2 + 2 {¡co n s + col 


(E.8) 


Utilizando las relaciones 14, 15, 27 y 28 del apéndice D, la respuesta del sistema se puede expresar como 
F q 1 


V) = 


m (2 £co n ) 2 + (col ~ oo 2 ) 2 

U - <¿) 


[(to“ — ar)cos cot + 2 £co n co sen cot 


Vi - c 2 

(2 icol 


e &“” f sen (co„ V1 — t — cf>) 


Vi - r 


e sen (&)„Vl - ^ 2 f)] 


(E.9) 


donde 


cf> = tan 


/1 - c 


c 


(E.10) 


Se observa que a medida que t — » oo, los términos que implican e en la ecuación (E.9) tienden a cero. Por 
lo tanto, la respuesta de estado estable del sistema se expresa como 


x(t) = 


la cual se simplifica como 


1 


( 2 £<*>„)" + (V - V ) 2 


x(t) = 


[ (to“ — &r) eos cot + 2£co n co sen cot ] 


: COs(cOt ~ cf>) 


\/c 2 co 2 + (k — meo 2 ) 2 
Esta solución es como la determinada en la sección 3.4 [ecuaciones (3.25), (3.28) y (3.29)]. 


(E.11) 


(E.12) 


3.14 Funciones de transferencia de frecuencia 


Como se vio antes, por ejemplo en la sección 3.4, la respuesta de estado estable de un sistema li¬ 
neal sometido a una entrada senoidal (o armónica) también será senoidal (o armónica) de la misma 
frecuencia. Aun cuando la respuesta está a la misma frecuencia que la entrada, difiere en amplitud 
y ángulo de fase de la entrada. Estas diferencias son funciones de la frecuencia (vea la figura 3.11). 
Además, como se indica en la sección 1.10.2, cualquier sinusoide se puede representar como un nú¬ 
mero complejo (llamado/flíor). La magnitud del número complejo es la amplitud de la sinusoide, y 
el ángulo del número complejo es el ángulo de fase de la sinusoide. Por lo tanto, el fasor de entrada 
M¡ sen (wt + cp l ), se indica en forma polar como donde se considera que la frecuencia, oj , 

está implícita. 
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Como un sistema hace que tanto la amplitud como el ángulo de fase de la entrada cambien (vea 
por ejemplo, la sección 3.4), podemos pensar en representar el sistema como un número complejo 
o función definida de modo que el producto de la función del sistema por el fasor de entrada dé 
el fasor de salida. Por ejemplo, para el sistema de resorte-masa-amortiguador de la figura 3.36(a), 
la relación de entrada-salida se puede mostrar en la forma de un diagrama de bloques como en la 
figura 3.36(b). Por lo tanto, la salida o sinusoide de respuesta de estado estable del sistema se indica 
como 


(3.120) 

donde las M indican las amplitudes y las <!> indican los ángulos de fase, respectivamente, de las 
sinusoides. En la ecuación (3.120) se ve que la función del sistema, M J (w)e'^4“>, está definida por 
su magnitud 

m sH = Mí ' (3.12D 

Mí(cü) 

y la fase por 

4>s( w ) = ( bo( OJ ) ~ (3.122) 

La función del sistema, MJw)e^’ s<ÚJ \ se llama función de respuesta de frecuencia y ófoj) con M s (w) 
llamada respuesta de frecuencia de amplitud o magnitud. 

La magnitud de respuesta de frecuencia la da la relación entre la magnitud de la sinusoide de 
salida con la magnitud de la sinuoside de entrada. La diferencia de los ángulos de fase entre las 
sinusoides de salida y entrada da la respuesta de fase. Cada una de estas respuestas es una fun¬ 
ción de frecuencia y se aplicará sólo a las respuestas senoidales de estado estable del sistema. Por 


S////////S///Z 



x(t) = M a eos (mí + 4> 0 ) = M 0 (tu)e'^4“l 

f{t) = M¡ eos (wt + 4>¡) = M¡{i u)e í< M“) 

(a) Sistema físico 



(b) Diagrama de bloques 


Figura 3.36 
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Relación entre 
la función de 
transferencia 
general T{s) y 
la función de 
transferencia 
de frecuencia 
T{Í(o) 


Ejemplo 3.17 


conveniencia de notación, en ocasiones la función de respuesta de frecuencia se llama función de 
transferencia de frecuencia, indicada como T(ico), de modo que 

T(íoj) = M s (oj)e i,l,Áüi) (3.123) 


La función de transferencia de frecuencia, T(ico), se puede obtener sustituyendo s = ico en la función 
de transferencia general T(s). El siguiente ejemplo ilustra no sólo la generación de la función de 
transferencia de frecuencia a partir de la función de transferencia general, sino incluso la identifi¬ 
cación de la entrada, el sistema y las sinusoides de salida. 


Generación de una función de transferencia de frecuencia a partir 
de la función de transferencia general 


Considere la función de transferencia de frecuencia derivada de la función de transferencia general para 
el sistema de resorte-masa-amortiguador considerado en el ejemplo 3.14 e identifique la entrada, el sistema y 
las sinusoides de salida. 


Solución: Para el sistema de resorte-masa-amortiguador considerado en el ejemplo 3.14, la función de trans¬ 
ferencia general está dada por 

T(s) = —^- 7 (E.l) 

ms + es + k 

Utilizando i = ico, la función de transferencia de frecuencia del sistema se genera como 

T(ico) = - - -— (E.2) 

k — moj + icoc 

Esta función de transferencia de frecuencia se puede volver a escribir como 

... 

T(ico) = = - - (E.3) 

donde 


meo) = 1 , 4> 0 (cú) = 0 

1 


M(co) = 


\/(fc — mai 2 ) 2 + (íüc ) 2 
Se ve que la amplitud o magnitud de T(iu>) está dada por 

M s {s) = |r(itu)| = 


, = tan 


k — mar 


1 

, 2\2 


[(& — meo 2 )- + (coc) 2 ] 2 


(E.4) 

(E.5) 


(E.6) 
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y el ángulo de fase por 


4> s = tan 


aic 

2 

meo — 


(E.7) 


Se observa que la ecuación (E.5) es idéntica a las ecuaciones (3.30) y (3.31). Por lo tanto, la función de trans¬ 
ferencia de frecuencia del sistema, T(i(o), se puede determinar a partir de la función de transferencia general, 
T(s), sustituyendo ico en lugar de s. Aun cuando esta observación se hace sólo para un sistema de un solo grado 
de libertad (ecuación diferencial de segundo orden), se puede comprobar para cualquier ecuación diferencial 
lineal invariable con el tiempo de orden enésimo. 


Representación 
de las 

características 
de respuesta 
de frecuencia 


La respuesta de frecuencia de un sistema de segundo grado, como el sistema de resorte-masa- 
amortiguador, indica la respuesta de estado estable del sistema a una entrada senoidal para posi¬ 
bles frecuencias diferentes de la entrada senoidal. Se puede demostrar gráficamente de diferentes 
maneras. En la sección 3.4, las variaciones de la relación de magnitud o amplitud (M) y el ángulo 
de fase (r/>) con la frecuencia (cu) se trazaron como dos gráficas distintas. Para algunos sistemas, la 
frecuencia cu variará dentro de un rango considerablemente grande. En esos casos es conveniente 
utilizar escalas logarítmicas para acomodar el rango completo de cu en gráficas trazadas en papel 
de tamaño estándar. 


Diagramas de Bode. Un diagrama de Bode se compone de dos gráficas, una gráfica del logaritmo 
de la magnitud de la función de transferencia de frecuencia (M) contra el logaritmo de la frecuencia 
(cu) y una gráfica del ángulo de fase (cf>) contra el logaritmo de la frecuencia (cu). Los diagramas de 
Bode también se conocen como gráficas logarítmicas de la respuesta de frecuencia. 

Como representación estándar de la magnitud logarítmica de T(ia>), se utiliza una unidad loga¬ 
rítmica conocida como decibel, abreviada dB. La relación de magnitud en decibeles, m, se define 
como 


m = 10 logio (M * 1 2 3 ) = 201ogioM dB (3.124) 

Línea de conversión de número a decibel. De la ecuación (3.124) se ve que para cualquier nú¬ 
mero N, su valor en decibeles es 20 log l0 N. Para algunos valores representativos de N, las equiva¬ 
lencias en decibeles se muestran a continuación: 


Valor de N 

0.001 

0.01 

0.1 

0.5 

1 

V2 

1 

V2 

2 

10 

100 

1000 

Valor en dB 

-60 

-40 

-20 

-6 

-2 

0 

3 

6 

20 

40 

60 


Las ventajas principales de representar las características de respuesta de frecuencia en la forma de 

un diagrama de Bode son las siguientes: 

1. La función de transferencia de un sistema se puede identificar (es decir, experimentalmente 
determinada) con el diagrama de Bode. 

2. Las curvas de respuesta de frecuencia se pueden trazar dentro de un amplio rango de la frecuen¬ 
cia, co. 

3. En algunas aplicaciones tenemos que multiplicar las magnitudes de la respuesta de frecuencia. En 
esos casos, el resultado se obtiene mediante una adición simple en los diagramas de Bode. 
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Ejemplo 3.18 


Diagramas de Bode de un sistema amortiguado de un solo grado 
de libertad 


Trace los diagramas de Bode correspondientes a un sistema de segundo grado amortiguado (resorte-masa- 
amortiguador) en forma estándar con la función de transferencia 


T(s) = 


S 2 + 2 ¿¡(D n s + O) 2 


(E.l) 


Solución: La función de transferencia de frecuencia, T(co) se obtiene sustituyendo iw en lugar de como 


T(idt) = 


(i£o)~ + 2£cU n (Í£a) + (Jú n 


(E.2) 


T(ico) = 


1 


1 - r ¿ + i2¿¡r 
donde r = a>/co n . La magnitud, M, de T((o) está dada por 


M = |r(íúj| = 


1 


1 - r 2 + i2(r 


V(1 - r 2 ) 2 + (2 ir) 2 


de modo que 


20 log 10 M = -20 logio V(1 - r 2 ) 2 + (2^r) 2 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


Observe que a bajas frecuencias con oj « co n o r <SC 1, la ecuación (E.5) se reduce a 

— 20 log 10 1 = 0 dB 

Para frecuencias muy altas con co » (o n o r » 1, la ecuación (E.5) se escribe como 

-20 log 10 r 2 = -40 log 10 r dB 
El ángulo de fase dado por la ecuación (E.3) es 


4> = --- = -tan 

1 - r 2 + i2£r 

La ecuación (E.6) muestra que (j> es una función de w y En co = 
pendientemente del valor de f, puesto que 


2 ir 
1 - r 2 

0, <p = 0. Cuando co 


(E.6) 


(o n , 4> = —90° inde- 





= -tan 1 oo = -90° 


En o) = oo, el ángulo de fase es —180°. El ángulo de fase será antisimétrico con respecto al punto de inflexión, 
el punto donde (f> — —90°. 

Los diagramas de Bode de las ecuaciones (E.5) y (E.6) se muestran en las figuras 3.37(a) y (b), respec¬ 
tivamente. 
















Fase 4> ► - Magnitud M 
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0.1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 2 4 6 8 10 




(a) Magnitud 



(b) Fase 


Figura 3.37 Diagramas de Bode. 


20 log 10 M (dB) 
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3.15 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 3.19 Respuesta total de un sistema no amortiguado 

Utilizando MATLAB, trace la respuesta de un sistema de resorte-masa sometido a una fuerza armónica para 
los siguientes datos: 


m = 5 kg, k = 2000 N/m, F(t) = 100 eos 30/IV, jcq = 0.1 m, i 0 = 0.1 m/s 

Solución: La ecuación (3.9) da la respuesta del sistema, la cual se puede volver a escribir como 

, ^ *0 , ( fo \ , fo 

x(t) = — senco„í + jc 0 ---- Icos co„t H---- eos cot 

V mí - < 


(E.l) 


Fq 100 IT 

donde fo = — =-= 20, co n = - /— = 20 rad/s, y cu = 30 rad/s. 

m 5 V m 


Ejemplo 3.19 
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Ejemplo 3.20 


La ecuación (E.l) se traza utilizando el siguiente programa MATLAB: 

% Ex3_19.m 
F0 = 100; 
wn = 20; 
m = 5; 
w = 30; 
xO = 0.1; 
xOdot = 0.1; 
f_0 = FO/m; 
for i = 1: 101 

t(i) = 2 * (i-D/100; 

x(i) = xO_dot*sin(wn*t(i))/wn + (xO - f_0/(wn&and;2-w&and;2))*cos 
(wn*t(i)).. + f_0/ (wn^2-w^2)*cos(w*t(i)); 

end 

plot (t, x); 
xlabel ( 1 t 1 ); 
ylabel (’x(t) 1 ); 
title ( 1 Ex3.11 1 ) 


Respuesta forzada de un sistema con amortiguamiento de Coulomb 

Utilizando MATLAB, trace la respuesta forzada de un sistema de resorte-masa con amortiguamiento de 
Coulomb para los siguientes datos: m = 5 kg, k = 2000 N/m, ¡j. = 0.5, F(t) — 100 sen 30f N, x 0 = 0.1 m, 
x 0 = 0.1 m/s. 

Solución: La ecuación de movimiento del sistema se expresa como 

rnx + kx + fxmg sgn(i) = F 0 sen ojt (E.l) 

la cual se puede volver a escribir como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden (utilizando 
x¡ = x y x 2 = x) como 


Xi = x 2 

F° k 

X 2 — — sen cot - x¡ — fig sgn(x 2 ) 

m m 


(E.2) 


con las condiciones iniciales x¡ (0) = 0.1 y x 2 (0) = 0.1. A continuación se da la solución de la ecuación (E.2), 
obtenida con MATLAB utilizando ode2 3. 


% Ex3_20.m 

% Este programa utilizará la función dfunc3_20.m, deben 
% estar en la misma carpeta 
tspan = [0: 0.01: 4]; 

xO = [0.1; 0.1]; 

[t f x] = ode23 ( 1 dfunc3_12 1 , tspan, xO); 
disp (' t x(t) xd(t) 1 ); 

disp ( [t x] ) ; 
plot (t, x(:, 1)); 
xlabel ( 1 t'); 
gtext (’x(t) 1 ); 
title ('Ex3.12 1 ); 

% dfunc3_12.m 

function f = dfunc3_12 (t, x) 
f = zeros (2, 1); 
f(1) = x(2); 

f(2) = 100*sin(30*t)/5 - 9.81*0.5*sign(x(2)) - (2000/5)*x(1); 
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>> Ex3 12 


t 

x(t) 

xd(t) 

0 

0.1000 

0.1000 

0.0100 

0.0991 

-0.2427 

0.0200 

0.0954 

-0.4968 

0.0300 

0.0894 

-0.6818 

0.0400 

0.0819 

-0.8028 

0.0500 

0.0735 

-0.8704 

3.9500 

0.0196 

-0.9302 

3.9600 

0.0095 

-1.0726 

3.9700 

-0.0016 

-1.1226 

3.9800 

-0.0126 

-1.0709 

3.9900 

-0.0226 

-0.9171 

4.0000 

-0.0307 

-0.6704 


Ejemplo 3.20 



1.1 r- 





0.1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

t 


Respuesta de un sistema sometido a excitación de base 


Utilizando MATLAB, encuentre y trace la respuesta de un sistema de resorte-masa viscosamente amortiguado 
sometido a la excitación de base y(t) = Y sen cot con los siguientes datos: m = 1200 kg, k = 4 X 10 5 N/m, 
£ = 0.5, Y — 0.05 m, w = 29.0887 rad/s, x 0 = 0, x 0 = 0.1 m/s. 

Solución: La ecuación de movimiento, ecuación (3.64): 

nx + ex + kx = ky + cy (E.l) 


se puede expresar como un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (utilizando 
.*! = x y x 2 — x ) como 


ti 

t2 


*2 


k k c . 

■ *2 - x¡ + — y + — y 

m m m 


(E.2) 
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con c = íc c = 2 iVkm = 2(0.5)V(4 X 10 5 )(1200), V = 0.5 sen 29.0887r, y y = (29.0887)(0.05) eos 
29.0887 1. A continuación se da la solución de la ecuación (E.2) obtenida utilizando ode2 3. 

=6 

% Este programa utilizará la función dfunc3_21.m, deben aparecer 
% en la misma carpeta 
tspan = [0: 0.01: 2]; 
xO = [0; 0.1] ; 

[t, x] = ode23 ('dfunc3_13', tspan, xO); 

disp (' t x(t) xd(t)'); 

disp ([t x]); 

plot (t, x (:, 1)); 

xlabel ( 1 1 1 ); 

gtext ( 1 x(t)'); 

title ( 1 Ex3.13 1 ); 

% dfunc3_20.m 

function f = dfunc3_20 (t, x) 
f = zeros (2, 1); 
f(l) = x(2); 

f(2) = 400000*0.05*sin(29.0887*t)/1200 + ... 

sqrt (400000*1200)*29.0887*0.05*cos(29.0887*t)/1200 ... 

- sqrt(400000*1200)*x(2)/1200 - (400000/1200)*x(1); 


Ex3_13 

t 

x(t) 

xd (t) 

0 

0 

0.1000 

0100 

0.0022 

0.3422 

0200 

0.0067 

0.5553 

0300 

0.0131 

0.7138 

0400 

0.0208 

0.7984 

0500 

0.0288 

0.7976 


9500 

-0.0388 

0.4997 

9600 

-0.0322 

0.8026 

9700 

-0.0230 

1.0380 

9800 

-0.0118 

1.1862 

9900 

0.0004 

1.2348 

0000 

0.0126 

1.1796 
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Respuesta de estado estable de un sistema viscosamente amortiguado 

Desarrolle un programa MATLAB de uso general, llamado Program3 . m para encontrar la respuesta de esta¬ 
do estable de un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado sometido a la fuerza armónica 
F 0 eos ojt o F 0 sen oit. Use el programa para hallar y graficar la respuesta de un sistema con los siguientes datos: 

m = 5 kg, c = 20 N-s/m, k = 500 N/m, F 0 = 250 N, co = 40 rad/s, n = 40, ic = 0 

Solución: Se desarrolla Program3 . m para que acepte los siguientes datos de entrada: 

xm = masa 

xc — constante de amortiguamiento 
xk = constante de resorte 
/ 0 = amplitud de la función forzada 
om = frecuencia forzada 

n = cantidad de pasos en un ciclo en el cual se va a calcular la respuesta 
ic = 1 para función forzada tipo coseno; 0 para función forzada tipo seno 

El programa da los siguientes resultados: 

cantidad de pasos i, x{i), x(i), 'x(i) 

El programa también traza las variaciones de x, x, y ’x con el tiempo. 


>> program3 

Respuesta de estado estable de un sistema de un solo grado 
de libertad no amortiguado sometido a una fuerza armónica 


Datos 

dados 



xm 

= 

5.00000000e+000 



xc 

= 

2.00000000e+001 



xk 

= 

5.00000000e+002 



fO 

= 

2.50000000e+002 



om 

= 

4.00000000e + 001 



ic 

= 

0 



n 

= 

20 



Respuesta: 



i 


x (i) 

xd(i) 

xdd(i) 

1 


1.35282024e-002 

1.21035472e+000 

-2.16451238e+001 

2 


2.22166075e-002 

9.83897315e-001 

-3.55465721e+001 

3 


2.87302863e-002 

6.61128738e-001 

-4.59684581e+001 

4 


3.24316314e-002 

2.73643972e-001 

-5.18906102e+001 

5 


3.29583277e-002 

-1.40627096e-001 

-5.27333244e+001 

6 


3.02588184e-002 

-5.41132540e-001 

-4.84141094e+001 

7 


2.45973513e-002 

-8.88667916e-001 

-3.93557620e+001 

8 


1.65281129e-002 

-1.14921388e+000 

-2.64449806e+001 

9 


6.84098018e-003 

-1.29726626e+000 

-1.09455683e+001 

10 


-3.51579846e-003 

-1.31833259e+000 

5.62527754e+000 

11 


-1.35284247e-002 

-1.21035075e+000 

2.16454794e+001 

12 


-2.22167882e-002 

-9.83890787e-001 

3.55468612e+001 

13 


-2.87304077e-002 

-6.61120295e-001 

4.59686523e+001 

14 


-3.24316817e-002 

-2.73634442e-001 

5.18906907e+001 

15 


-3.29583019e-002 

1.40636781e-001 

5.27332831e+001 

16 


-3.02587190e-002 

5.41141432e-001 

4.84139504e+001 

17 


-2.45971881e-002 

8.88675144e-001 

3.93555009e+001 

18 


-1.65279018e-002 

1.14921874e+000 

2.64446429e+001 

19 


-6.84074192e-003 

1.29726827e+000 

1.09451871e+001 

20 


3.51604059e-003 

1.31833156e+000 

-5.62566494e+000 
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Resumen del capítulo 

Consideramos las respuestas de vibración forzada de sistemas no amortiguados y viscosamente amortiguados 
bajo excitaciones armónicas. Las excitaciones armónicas lo son en la forma de fuerza aplicada a la masa, mo¬ 
vimiento de la base y fuerza ejercida en la masa del sistema por una masa desbalanceada rotatoria. También 
analizamos los aspectos de resonancia, batidos, relación de amplificación o amplitud, ángulo de fase, vibración 
transitoria y vibración de estado estable. Finalmente, estudiamos la aplicación del método de función de trans¬ 
ferencia, las transformadas de Laplace y la función de transferencia de frecuencia para determinar la respuesta 
de sistemas armónicamente excitados. 

Ahora que ya ha terminado este capítulo, deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver 
los problemas que se dan a continuación. 
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3.4 R. D. Blevins, Flow-Induced Vibration (2a. ed.), Van Nostrand Reinhold, Nueva York, 1990. 

3.5 J. C. R. Hunt y D. J. W. Richards, “Overhead line oscillations and the effect of aerodynamic dampers”, 
Proceedings of the Institute of Electrical Engineers, Londres, Vol. 116, 1969, págs. 1869-1874. 
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3.8 R. Plunkett (ed.), Mechanical Impedance Methods for Mechanical Vibrations, American Society of 
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3.11 M. S. Hundal, "Response of a base excited system with Coulomb viscous friction”, Journal of Sound 
and Vibration, Vol. 64, 1979, págs. 371-378. 

3.12 J. P. Bandstra, “Comparison of equivalent viscous damping and nonlinear damping in discrete and con- 
tinuous vibrating systems", Journal of Vibration, Acoustics, Stress, and Reliability in Design, Vol. 105, 
1983, págs. 382-392. 

3.13 W. G. Green, Theory of Machines (2a. ed.), Blackie & Son, Londres, 1962. 

3.14 S. A. Tobías, Machine-Tool Vibration, Wiley, Nueva York, 1965. 

3.15 R. W. Fox y A. T. McDonald, Introduction to Fluid Mechanics (4a. ed.), Wiley, Nueva York, 1992. 

3.16 N. S. Currey, Aircraft Landing Gear Design: Principies and Practice, AIAA Education Series, Ameri¬ 
can Institute of Aeronautics and Astronautics, 1988. 
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3.18 C. M. Cióse, D. K. Frederick y J. C. Newell, Modelling and Analysis of Dynamic Systems, (3a. ed.), 
Wiley, Nueva York, 2002. 


Preguntas de repaso 

3.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. ¿Cómo se relacionan la amplitud, frecuencia y fase de una vibración de estado estable con las de 
la fuerza armónica aplicada para un sistema no amortiguado? 

2. Explique por qué una fuerza constante que actúa en la masa vibratoria no tiene ningún efecto en la 
vibración de estado estable. 

3. Defina el término factor de amplificación. ¿Cómo se relaciona el factor de amplificación con la 
relación de frecuencia? 

4. ¿Cuál será la frecuencia de la fuerza aplicada con respecto a la frecuencia natural del sistema si el 
factor de amplificación es menor que la unidad? 

5. ¿Cuáles son la amplitud y el ángulo de fase de la respuesta de un sistema viscosamente amortigua¬ 
do vecino a la resonancia? 

6 . ¿Es el ángulo de fase correspondiente a la amplitud pico de un sistema viscosamente amortiguado 
siempre mayor que 90 o ? 

7. ¿Por qué en la mayoría de los casos el amortiguamiento se considera sólo vecino de la resonancia? 

8 . Muestre los diversos términos en la ecuación de movimiento forzado de un sistema viscosamente 
amortiguado en un diagrama vectorial. 

9. ¿Qué le sucede a la respuesta de un sistema no amortiguado en resonancia? 

10. Defina los siguientes términos: batido, factor de calidad, transmisibilidad, rigidez compleja, 
amortiguamiento cuadrático. 

11. Dé una explicación física de por qué el factor de amplificación es casi igual a 1 para valores peque¬ 
ños de r y es pequeño para valores grandes de r. 
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12. ¿Se reducirá la fuerza transmitida a la base de una máquina montada sobre resortes con la adición 
de amortiguamiento? 

13. ¿Cómo cambia la fuerza transmitida a la base a medida que se incrementa la velocidad de la má¬ 
quina? 

14. Si un vehículo vibra fuertemente mientras se desplaza por un camino lleno de baches, ¿mejorará la 
condición un cambio de velocidad? 

15. ¿Es posible encontrar la amplitud máxima de una vibración forzada amortiguada con cualquier valor 
de r igualando la energía disipada por el amortiguamiento al trabajo realizado por la fuerza extema? 

16. ¿Qué suposiciones se hacen sobre el movimiento de una vibración forzada con amortiguamiento 
no viscoso al hallar la amplitud? 

17. ¿Es posible encontrar el valor aproximado de la amplitud de una vibración forzada amortiguada sin 
considerar el amortiguamiento para nada? De ser así, ¿en qué circunstancias? 

18. ¿Es efectiva la fricción seca para limitar la amplitud resonante? 

19. ¿Cómo encuentra la respuesta de un sistema viscosamente amortiguado en situación de desbalance 
rotatorio? 

20. ¿Cuál es la frecuencia de la respuesta de un sistema viscosamente amortiguado cuando la fuerza 
externa es F 0 sen cotí ¿Es armónica esta respuesta? 

21. ¿Cuál es la diferencia entre la amplitud pico y la amplitud resonante? 

22. ¿Por qué se utiliza el amortiguamiento viscoso en la mayoría de los casos en lugar de otros tipos 
de amortiguamiento? 

23. ¿Qué es vibración autoexcitada? 

24. ¿Cómo se define la función de transferencia? 

25. ¿Cómo podemos generar la función de transferencia de frecuencia a partir de la función de trans¬ 
ferencia general? 

26. ¿Qué es un diagrama de Bode? 

27. ¿Cómo se define decibefí 

3.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. El factor de amplificación es la relación de amplitud máxima y deflexión estática. 

2. La respuesta será armónica si la excitación es armónica. 

3. El ángulo de fase de la respuesta depende de los parámetros del sistema, m, c, k y a>. 

4. El ángulo de fase de la respuesta depende de la amplitud de la función forzada. 

5. Durante el batido, la amplitud de la respuesta se incrementa y luego se reduce en un patrón regular. 

6 . Se puede utilizar el factor Q para estimar el amortiguamiento en un sistema. 

7. Los puntos de media potencia indican los valores de relación de frecuencia donde el factor de 
amplificación se reduce a <2/V2, donde Q es el factor Q. 

8 . La relación de amplitud alcanza su valor máximo en resonancia en el caso de amortiguamiento 
viscoso. 

9. La respuesta siempre está en fase con la función forzada armónica en el caso de amortiguamiento 
de histéresis. 

10. El amortiguamiento reduce la amplitud con todos los valores de la frecuencia forzada. 

11. El desbalance en una máquina rotatoria ocasiona vibración. 

12. Se puede suponer que la solución de estado estable sea armónica para valores pequeños de fuerza 
de fricción seca. 

13. En un sistema con desbalance rotatorio, el efecto de amortiguamiento se vuelve insignificantemen¬ 
te pequeño a altas velocidades. 

14. La función de transferencia es una propiedad del sistema y no se relaciona con la entrada. 
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15. Las funciones de transferencia de varios sistemas diferentes pueden ser las mismas. 

16. Si se conoce la función de transferencia de un sistema, se puede encontrar para todos los tipos de 
entrada. 


3.3 Escriba en los siguientes espacios en blanco la palabra correcta: 

1. La excitación puede ser_, periódica, no periódica o de naturaleza aleatoria. 

2. La respuesta de un sistema a una excitación armónica se llama respuesta_. 

3. La respuesta de un sistema a una excitación no periódica repentinamente aplicada se llama res¬ 
puesta _. 

4. Cuando la frecuencia de excitación coincide con la frecuencia natural del sistema, la condición se 

conoce como_. 

5. El factor de amplificación también se conoce como factor de_. 

6. El fenómeno de_puede ocurrir cuando la frecuencia forzada se aproxima a la frecuencia 

natural del sistema. 

7. Cuando la base de un sistema se somete a movimiento armónico con amplitud Y y se produce una 

amplitud de respuesta X, la relación y se llama_de desplazamiento. 

8. Z(ico) = —meo 2 + i coc + k se llama la_mecánica del sistema. 

9. La diferencia entre las frecuencias asociadas con los puntos de media potencia se conoce como la 
_del sistema. 

10. El valor de la relación de amplitud en resonancia se conoce como factor de _. 

11. El amortiguamiento de fricción seca también se conoce como amortiguamiento de _. 

12. Para_valores de amortiguamiento de fricción seca, el movimiento de la masa será discon¬ 

tinuo. 

13. La cantidad k(l + ij¡) en el amortiguamiento de histéresis se llama rigidez_. 

14. El amortiguamiento cuadrático o de velocidad al cuadrado está presente siempre que un cuerpo de 

mueve en un flujo de fluido_. 

15. En sistemas autoexcitados, el_mismo produce la fuerza de excitación. 

16. La trepidación de las aspas de una turbina es un ejemplo de vibración_. 

17. El movimiento_y el sistema se vuelven inestables durante la autoexcitación. 

18. El método de la función de transferencia está basado en la transformada de_. 

19. _identifica la entrada, el sistema y la salida con claridad. 

20. La transformada de Laplace de/(í) se indica como_. 

21. La transformada de Laplace convierte una ecuación diferencial lineal en una expresión_. 


3.4 Seleccione la respuesta correcta de entre las opciones dadas: 

1. La respuesta de un sistema no amortiguado en resonancia será 

a. muy grande b. infinita c. cero 

2. La reducción de la relación de amplitud en presencia de amortiguamiento es muy significativa 

a. casi co = co n b. casi co = 0 c. casi co = oo 

3. La frecuencia de batido es 

a. co n — co b. co n c. co 

4. La energía disipada en un ciclo por amortiguamiento de fricción seca está dada por 

a. 4/jlNX b. 4 ¡jlN c. 4/jlNX 2 

5. La respuesta de frecuencia compleja, H(ico), se define como 


a. 


kX_ 

F 0 


b. 


X 

~Fq 


c. 


kX_ 

~Fb 
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6. La energía disipada en la siguiente duración se considera para hallar la constante de amortigua¬ 
miento viscoso equivalente de un sistema con amortiguamiento de Coulomb: 

a. un medio ciclo b. un ciclo completo c. un segundo 

7. La fuerza de amortiguamiento depende de la frecuencia de la fuerza aplicada en el caso de 

a. amortiguamiento viscoso b. amortiguamiento de Coulomb 

c. amortiguamiento de histéresis 

8. El sistema regido por la ecuación mx + ex + kx = 0 es dinámicamente estable si 

a. k es positiva b. c y k son positivas c. c es positiva 

9. La rigidez compleja o amortiguamiento complejo se define en el caso de 

a. amortiguamiento de histéresis b. amortiguamiento de Coulomb 

c. amortiguamiento viscoso 

10. La ecuación de movimiento de una máquina (que gira a una frecuencia co) de masa M, con una 
masa desbalanceada m, en el radio e, está dada por 

a. mx + ex + kx = mear sen wt b. Mx + ex + kx = mear sen wt 

c. Mx + ex + kx = Mear sen ajt 

11. La transmisibilidad de fuerza de un sistema, sometido a excitación de base (con amplitud Y) que 
produce una fuerza transmitida F T se define como 


a. 


Ijl 

kY 



c. 


Fr 

k 


3.5 Utilizando la notación: 

r = relación de frecuencia = — 

aj n 

cu = frecuencia forzada 
a) n = frecuencia natural 
£ = relación de amortiguamiento 

a>¡, (o-, = frecuencias correspondientes a puntos de mediana potencia 
correlacione los elementos en las dos columnas siguientes: 


1. Factor de amplificación de un sistema 
no amortiguado 

2. Período de batido 

3. Factor de amplificación de un sistema 
amortiguado 

4. Frecuencia amortiguada 


2-77 


b. 


d. 


OJ n - 

(O 

- 

1 + 

Lo - 

r 2 

w„ 


0) 2 — 

0)¡ 

1 



1/2 


1 - r z 


5. Factor de calidad 


e. to„Vl - í 2 


1 

f ‘ L(l- r 2 ) 2 + (2£r) 2 _ 


6. Transmisibilidad de desplazamiento 


1/2 
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3.6 Correlacione las siguientes ecuaciones de 


1. 

m'z + c'z + kz = - 

- triy 

2. 

Mx + ex + kx = 

meto 2 sen&j/ 

3. 

m'x + kx ± /jlN = 

■ m 

4. 

mx + í:(l + ifi)x 

= Fq sen&)/ 

5. 

m'x + ex + kx = 

Fq sen cot 


movimiento: 

a. Sistema con amortiguamiento de Coulomb 

b. Sistema con amortiguamiento viscoso 

c. Sistema sometido a excitación de base 

d. Sistema con amortiguamiento de histéresis 

e. Sistema con desbalance rotatorio 


Problemas 

Sección 3.3 Respuesta de un sistema no amortiguado sometido a fuerza armónica 

3.1 Se cuelga un peso de 50 N de un resorte de 4000 N/m de rigidez y se somete a una fuerza armónica de 
60 N de amplitud y 6 Hz de frecuencia. Encuentre (a) la extensión del resorte debido al peso suspendi¬ 
do; (b) el desplazamiento estático del resorte debido a la fuerza máxima aplicada, y (c) la amplitud del 
movimiento forzado del peso. 

3.2 Un sistema de resorte-masa se somete a una fuerza armónica cuya frecuencia se acerca a la frecuencia 
natural del sistema. Si la frecuencia forzada es de 39.8 Hz y la frecuencia natural es de 40.0 Hz, deter¬ 
mine el periodo de batido. 

3.3 Considere un sistema de resorte-masa, con k = 4000 N/m y m = 10 kg, sujeto a una fuerza armónica 
F(t) — 400 eos 10/ N. Encuentre y trace la respuesta total del sistema en las siguientes condiciones 
iniciales: 

a. x 0 = 0.1 m, x 0 = 0 

b. Xq = 0, xq = 10 m/s 

c. xq = 0.1 m, xq = 10 m/s 

3.4 Considere un sistema de resorte-masa, con k = 4000 N/m y m = 10 kg, sujeto a una fuerza armónica 
F(t) = 400 eos 20/ N. Encuentre y trace la respuesta total del sistema en las siguientes condiciones 
iniciales: 

a. x 0 = 0.1 m, x 0 = 0 

b. Xq = 0, Xq = 10 m/s 

C. Xq = 0.1 m, Xq — 10 Hl/s 

3.5 Considere un sistema de resorte-masa, con k = 4000 N/m y m = 10 kg, sujeto a una fuerza armónica 
F(t) = 400 eos 20.1/ N. Encuentre y trace la respuesta total del sistema en las siguientes condiciones 
iniciales: 

a. Xq = 0.1 m, Xq = 0 

b. Xq = 0, Xq = 10 m/s 

c. Xq = 0.1 m, Xq = 10 m/s 

3.6 Considere un sistema de resorte-masa, con k = 4000 N/m y m = 10 kg, sujeto a una fuerza armónica 
F(t) = 400 eos 30/ N. Determine y trace la respuesta total del sistema en las siguientes condiciones 
iniciales: 


a. Xq = 0.1 m, x 0 = 0 

b. Xq = 0, Xq = 10 m/s 

c. xq — 0.1 m, xq = 10 m/s 
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3.7 Un sistema de resorte-masa se compone de una masa que pesa 100 N y un resorte con una rigidez de 
2000 N/m. La masa se somete a resonancia por la acción de una fuerza armónica F(t) = 25 eos cot N. 
Encuentre la amplitud del movimiento forzado al final de (a) t ciclo; (b) l\ ciclos, y (c) 5| ciclos. 

3.8 Se cuelga una masa m de un resorte de 4 000 N/m de rigidez y se somete a una fuerza armónica de 100 N 
de amplitud y frecuencia de 5 Hz. Se observa que la amplitud del movimiento forzado es de 20 mrn. 
Determine el valor de m. 

3.9 Un sistema de resorte-masa con m = 10 kg y k = 5 000 N/m se somete a una fuerza armónica de 250 N 
de amplitud y frecuencia co. Si la amplitud máxima de la masa es de 100 mrn, determine el valor de co. 

3.10 En la figura 3.1(a), se aplica una fuerza periódica F(t) = F 0 eos cot en un punto del resorte ubicado a 
una distancia de 25 por ciento de su longitud con respecto al apoyo fijo. Suponiendo que c = 0, halle la 
respuesta de estado estable de la masa m. 

3.11 Un sistema de resorte-masa, que descansa sobre un plano inclinado, se somete a una fuerza armónica 
como se muestra en la figura 3.38. Encuentre la respuesta del sistema suponiendo condiciones iniciales 
cero. 

3.12 La frecuencia natural de vibración de una persona es de 5.2 Hz mientras se encuentra parada sobre una 
superficie horizontal. Suponiendo que el amortiguamiento sea insignificante, determine lo siguiente: 

a. Si el peso de la persona es de 70 kg f , determine la rigidez equivalente de su cuerpo en la dirección 
vertical. 

b. Si el piso se somete a una vibración armónica vertical de 5.3 Hz de frecuencia y 0.1 m de amplitud 
debido a una máquina rotatoria desbalanceada que opera apoyada en el piso, determine el desplaza¬ 
miento vertical de la persona. 

3.13 Trace la respuesta de vibración forzada de un sistema de resorte-masa dada por la ecuación (3.13) con 

los siguientes conjuntos de datos: 

a. Conjunto 1: S est = 0.1, co = 5, co n = 6, x 0 = 0.1, x 0 — 0.5 

b. Conjunto 2: S est = 0.1, co = 6.1, co n = 6, x 0 = 0.1, x 0 = 0.5 

c. Conjunto 3: 5 e st = 0-1- M ~ 5.9, co n = 6, x 0 = 0.1, x 0 = 0.5 

3.14 Se pone a vibrar un sistema de resorte-masa desde condiciones iniciales cero bajo una fuerza armónica. Se 
encuentra que la respuesta presenta el fenómeno de batidos con el periodo de batidos igual a 0.5 s y el 



Figura 3.38 
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periodo de oscilación igual a 0.05 s. Encuentre la frecuencia natural del sistema y la frecuencia de la 
fuerza armónica. 

3.15 Un sistema de resorte-masa con m = 100 kg y k = 400 N/m, se somete a una fuerza armónica/!0 = F 0 
eos cot con F 0 = 10 N. Encuentre la respuesta del sistema cuando co es igual a (a) 2 rad/s; (b) 0.2 rad/s, 
y (c) 20 rad/s. Analice los resultados. 

3.16 Un motor de avión tiene una masa desbalanceada rotatoria m en el radio r. Si el ala se modela como una 
viga en voladizo de sección transversal uniforme a X b, como se muestra en la figura 3.39(b), determine 
la deflexión máxima del motor a una velocidad de N rpm. Suponga que el amortiguamiento y el efecto 
del ala entre el motor y el extremo libre son insignificantes. 



Figura 3.39 




3.17 Una turbina de viento de tres aspas (figura 3.40(a)) tiene una pequeña masa desbalanceada m en un 
radio r en el plano de las aspas. Las aspas se encuentran a una distancia R del eje (y) vertical central y 
giran a una velocidad angular de co. Si la armadura de soporte se modela como una flecha de acero hueca 
de 0.1 m de diámetro externo y 0.08 m de diámetro interno, determine el esfuerzo máximo desarrollado 
en la base del soporte (punto A). El momento de inercia de la masa del sistema de turbina con respecto 
al eje vertical (y) es J 0 . Suponga R = 0.5 m, m = 0.1 kg, r = 0.1 m, J 0 = 100 kg-m 2 , h = 8 m y co = 
31.416 rad/s. 

3.18 En la figura 3.41 se muestra una máquina de prueba de fatiga electromagnética en la cual se aplica una 
fuerza alterna a la muestra haciendo pasar una corriente alterna de frecuencia/a través de la armadura. 
Si el peso de la armadura es de 40 Ib, la rigidez del resorte (Zq) es de 10,217.0296 lb/pulg y la rigidez de 
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y 





Figura 3.40 Turbina de viento de tres aspas. (Foto cortesía de Power Transmission Design). 


Armadura 



Figura 3.41 Máquina de prueba de fatiga electromagnética. 


la muestra de acero es de 75 X 10 4 lb/pulg, determine la frecuencia de la corriente alterna que induce 
un esfuerzo en la muestra que es el doble de la cantidad generada por los imanes. 

3.19 El actuador de resorte que se ve en la figura 3.42 opera utilizando la presión de aire suministrada por 
un controlador neumático (p) como entrada y proporciona un desplazamiento de salida a una válvula 
(r) proporcional a la presión del aire de entrada. El diafragma, hecho de caucho con base de tela, tiene 
un área A y se desvía bajo la presión del aire de entrada contra un resorte de rigidez k. Encuentre la 
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Entrada 

(aire a presión, p) 

! 



respuesta de la válvula bajo una presión del aire de entrada armónicamente fluctuante p(t) = p 0 sen cot 
para los siguientes datos: 

p 0 = 10 lb/pulg 2 ; (o = 8 rad/s; A = 100 pulg 2 ; k = 400 lb/pulg; peso del resorte = 15 Ib, y peso de la 
válvula y varilla de válvula = 20 Ib. 

3.20 En el sistema de leva y seguidor que se muestra en la figura 3.43, la rotación de la leva imparte un 
movimiento vertical al seguidor. La varilla de empuje, la cual actúa como un resorte, se comprime una 


A 


Leva 

circular 



Varilla de empuje ( A , E, /), 
constante de resorte = k = 


Seguidor, masa = m 


AE 

1 


Figura 3.43 




















































s\\\\\\\ 


312 


Capítulo 3 Vibración armónicamente excitada 


cantidad x 0 antes del ensamble. Determine lo siguiente: (a) la ecuación de movimiento del seguidor, 
incluida la fuerza de gravedad; (b) la fuerza ejercida en el seguidor por la leva y (c) las condiciones en 
las cuales el seguidor pierde contacto con la leva. 


3.21* Diseñe una flecha de acero sólida soportada por cojinetes la cual lleva el rotor de una turbina a la mitad. 
El rotor pesa 500 Ib y suministra una potencia de 200 hp a 3000 rpm. Para mantener el esfuerzo produ¬ 
cido por el desbalance en el rotor a un valor mínimo, la velocidad crítica de la flecha tiene que ser de un 
quinto de la velocidad de operación del rotor. La longitud de la flecha tiene que ser igual al menos a 30 
veces su diámetro. 

3.22 Una flecha de acero hueca de 100 pulg de longitud, 4 pulg de diámetro extemo y 3.5 pulg de diámetro 
interno, lleva el rotor de una turbina, que pesa 500 Ib, a la mitad y está apoyada por sus extremos en 
cojinetes. La holgura entre el rotor y el estator es de 0.5 pulg. El rotor tiene un excentricidad equivalente 
a un peso de 0.5 Ib en un radio de 2 pulg. Se instala un interruptor para detener el rotor siempre que 
éste toca el estator. Si el rotor opera en resonancia, ¿cuánto tiempo le tomará para activar el interruptor? 
Suponga que el desplazamiento y velocidad iniciales del rotor perpendiculares a la flecha son cero. 

3.23 Una viga de acero en voladizo, que sostiene un peso de 0.1 Ib en el extremo libre, se utiliza como me¬ 
didor de frecuencia. 7 La viga tiene una longitud de 10 pulg, un ancho de 0.2 pulg y un espesor de 0.05 
pulg. La fricción intema equivale a una relación de amortiguamiento de 0.01. Cuando el extremo fijo de 
la viga se somete a un desplazamiento armónico y(t) = 0.05 eos cot, se observa que el desplazamiento 
máximo del extremo libre es de 2.5 pulg. Encuentre la frecuencia forzada. 

3.24 Obtenga la ecuación de movimiento rotatorio y encuentre la respuesta de estado estable del sistema que 
se muestra en la figura 3.44 en tomo a la bisagra O para los siguientes datos: k í = k 2 = 5 000 N/m, a = 
0.25 m ,b = 0.5 m, / = 1 m, M = 50 kg, m = 10 kg, F 0 = 500 N, (o = 1000 rpm. 

3.25 Obtenga la ecuación de movimiento y encuentre la solución de estado estable del sistema que se mues¬ 
tra en la figura 3.45 para movimiento rotatorio en torno a la bisagra O para los datos siguientes: k = 
5 000 N/m, l = 1 m, m = 10 kg, M 0 =100 N-m, &> = 1 000 rpm. 


/////. 


F(t) = F 0 sen wt 


Barra rígida uniforme, masa m 


O 


X 




M 


Figura 3.44 



Figura 3.45 


* El asterisco indica un problema de tipo diseño, o un problema sin respuesta única. 

7 El uso de vigas en voladizo como medidores de frecuencia se analiza en detalle en la sección 10.4 en el sitio web. 
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Sección 3.4 Respuesta de un sistema amortiguado sometido a fuerza armónica 

3.26 Considere un sistema de resorte-masa-amortiguador con k = 4000 N/m, m — 10 kg y c = 40 N-s/m. 
Determine las respuestas de estado estable y total del sistema sometido a la fuerza armónica F(t ) = 200 
eos 10?Ny las condiciones iniciales x 0 = 0.1 my x 0 = 0. 

3.27 Considere un sistema de resorte-masa-amortiguador con k = 4000 N/m, m = 10 kg y c = 40 N-s/m. 
Determine las respuestas de estado estable y total del sistema sometido a la fuerza armónica F(t) = 200 
eos 10? N y las condiciones iniciales x ü = 0 y ic 0 = 10 m/s. 

3.28 Considere un sistema de resorte-masa-amortiguador con k = 4000 N/m, m — 10 kg y c = 40 N-s/m. 
Determine las respuestas de estado estable y total del sistema sometido a la fuerza armónica F(t ) = 200 
eos 20? N y las condiciones iniciales x 0 = 0.1 m y x 0 = 0. 

3.29 Considere un sistema de resorte-masa-amortiguador con k = 4000 N/m, m — 10 kg y c = 40 N-s/m. 
Encuentre las respuestas de estado estable y total del sistema sometido a la fuerza armónica F(t) = 200 
eos 20? N y las condiciones iniciales x 0 = 0 y ic 0 = 10 m/s. 

3.30 Un motor de automóvil de cuatro cilindros se tiene que montar sobre tres amortiguadores, como se 
indica en la figura 3.46. El ensamble de motor-bloque pesa 500 Ib. Si la fuerza desbalanceada generada 
por el motor resulta de 200 sen 100 tt?, diseñe los tres amortiguadores (cada uno de rigidez k y constante 
de amortiguamiento viscoso c ) de modo que la amplitud de vibración sea menor que 0.1 pulg. 

3.31 La hélice de un barco, de 10 5 N de peso y momento de inercia de masa polar de 10000 kg-m 2 , está 
conectada al motor mediante una flecha de acero escalonada hueca, como se muestra en la figura 3.47. 
Suponiendo que el agua proporciona una relación de amortiguamiento viscoso de 0.1, determine la res- 



Figura 3.46 Motor de automóvil de cuatro cilindros. 
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Capítulo 3 Vibración armónicamente excitada 



Agua 

(proporciona 

amortiguamiento) 



Figura 3.47 Hélice de un barco. 


puesta de vibración torsional de la hélice cuando el motor induce un desplazamiento angular armónico 
de 0.05 sen 314.16? rad en la base (punto A) de la flecha de la hélice. 

3.32 Encuentre la relación de frecuencia r = (o/w n , a la cual la amplitud de un sistema amortiguado de un 
solo grado de libertad alcanza su valor máximo. Encuentre también el valor de la amplitud máxima. 

3.33 La figura 3.48 muestra un amperímetro de bobina móvil de imán permanente. Cuando fluye corriente 
(I) a través de la bobina enrollada en el núcleo, éste gira en un ángulo proporcional a la magnitud de la 
corriente indicada por la aguja en la escala. El núcleo, junto con la bobina, tiene un momento de inercia 



Figura 3.48 Un imán permanente acciona el amperímetro de bobina móvil. 


















































Problemas 315 


de masa J 0 , la constante de resorte torsional es k, y el amortiguador torsional tiene una constante de amor¬ 
tiguamiento de c¡. La escala del amperímetro está calibrada de modo que cuando se hace que pase una 
comente directa de 1 ampere a través de la bobina, la aguja indica una corriente de 1 ampere. El medidor 
se tiene que volver a calibrar para medir la magnitud de la corriente alterna. Determine el valor de estado 
estable de la corriente indicada por la aguja cuando se hace pasar una corriente alterna de 5 amperes y 50 
Hz a través de la bobina. Suponga J 0 = 0.001 N-m 2 , k t = 62.5 N-m/rad y c, = 0.5 N-m-s/rad. 

3.34 Un sistema de resorte-masa-amortiguador se somete a una fuerza armónica. La amplitud es de 20 mm 
en resonancia y de 10 mm a una frecuencia 0.75 veces la frecuencia resonante. Encuentre la relación de 
amortiguamiento del sistema. 

3.35 Para el sistema que se muestra en la figura 3.49, x y y indican, respectivamente, el desplazamiento 
absoluto de la masa m y el extremo Q del amortiguador hidráulico c¡. (a) Obtenga la ecuación de mo¬ 
vimiento de la masa m, (b) el desplazamiento de estado estable de la masa m, y (c) encuentre la fuerza 
transmitida al soporte en P, cuando el extremo Q se somete al movimiento armónico y(t) = Y eos wt. 


I 


x(t) 


mj? 


/ /7777777777? 


IQ 


c l 


y(t) = Y eos cot 


Figura 3.49 


3.36 La ecuación de movimiento de un sistema de resorte-masa sometido a una fuerza armónica se expresa 
como 

x + 2£co n x + wf, = /o eos wt (E.l) 

Fq ílc 

donde f 0 = w n = J—, y £ = c/(2mw n ). 
til V m 

i. Encuentre la respuesta de estado estable del sistema en la forma x s (t) = Cj eos cot + C 2 sen wt 

ii. Encuentre la respuesta total del sistema en la forma 

x(t) = X/ t (t) + x p (t) = A eos w d t + B sencu¿? + Cj eos wt + C 2 sen caí (E.2) 

Suponga las condiciones iniciales del sistema como x(t = 0) = x 0 y x{t = 0) = x 0 . 

3.37 Una cámara de video de 2.0 kg de masa está montada en la azotea de un banco para vigilancia. La cáma¬ 
ra está fija en el extremo de una barra de aluminio tubular y el otro extremo está fijo en el edificio como 
se muestra en la figura 3.50. La fuerza inducida por el viento que actúa en la cámara,/(r), es armónica 
con/jr) = 25 eos 75.3984? N. Determine las dimensiones de sección transversal del tubo de aluminio si 
la amplitud de vibración máxima de la cámara se tiene que limitar a 0.005 m. 

3.38 Un rotor de turbina está montado en una flecha escalonada fija por los dos extremos como se muestra 
en la figura 3.51. La rigidez torsional de los dos segmentos de la flecha la dan k ñ = 3000 N-m/rad y 
k t 2 = 4000N-mrad. La turbina genera un par de torsión armónico que leda3í(í) = M 0 cos wt respecto del 
eje de flecha con M 0 = 200 N-m y w = 500 rad/s. El momento de inercia de masa del rotor respecto 
del eje de flecha es J 0 = 0.05 kg-m 2 . Suponiendo la constante de amortiguación torsional equivalente del 
sistema como c t = 2.5 N-m-s/rad, determine la respuesta de estado estable del rotor, 0(t). 

3.39 Se necesita el diseño de un sistema electromecánico para lograr una frecuencia natural de 1000 Hz y un 
factor Q de 1200. Determine el factor de amortiguamiento y el ancho de banda del sistema. 
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Cámara de video 



Figura 3.50 



Figura 3.51 


3.40 Demuestre que, para valores pequeños de amortiguamiento, la relación de amortiguamiento £ se expre¬ 
sa como 

Ciío (ú\ 

i = , 

Ct>2 ' <Wi 

donde uq y io 2 son las frecuencias que corresponden a los puntos de mediana potencia. 

3.41 Un sistema torsional consta de un disco de momento de inercia de masa J 0 = 10 kg-m 2 , un amorti¬ 
guador torsional de constante de amortiguamiento c, = 300 N-m-s/rad, y una flecha de acero de 4 
cm de diámetro y 1 m de largo (fija a un extremo y unida al disco en el otro extremo). Se observa una 
oscilación angular estable de amplitud de 2° cuando se aplica al disco un par de torsión armónico de 
magnitud 1000 N-m. (a) Encuentre la frecuencia del par de torsión aplicado, y (b) encuentre el par de 
torsión máximo transmitido al soporte. 

3.42 Para un sistema vibratorio, m = 10 kg, k = 2 500 N/m, y c = 45 N-s/m. Una fuerza armónica de ampli¬ 
tud de 180 N y frecuencia de 3.5 Hz actúa sobre la masa. Si el desplazamiento inicial y la velocidad de 
la masa son 15 mm y 5m/s, encuentre la solución total que represente el movimiento de la masa. 

3.43 Se observa que la amplitud pico de un sistema de un solo grado de libertad, bajo una excitación armó¬ 
nica, debe ser de 0.2 pulg. Si la frecuencia natural no amortiguada del sistema es 5 Hz, y la deflexión 
estática de la masa sujeta a una fuerza máxima es 0.1 pulg: (a) estime la relación de amortiguamiento 
del sistema, y (b) encuentre las frecuencias que correspondan a las amplitudes de mediana potencia. 
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3.44 El tren de aterrizaje de un avión se puede idealizar como el sistema de resorte-masa-amortiguador que 
se muestra en la figura 3.52. Si _>’(/) = y 0 eos wt describe la superficie de la pista, determine los valores 
de k y c que limitan la amplitud de vibración del avión ( x ) a 0.1 m. Suponga m = 2 000 kg, y 0 = 0.2 m 
y a) = 157.08 rad/s. 


Compartimiento con 
puntal y amortiguamiento 
viscoso 



Figura 3.52 Modelado de un tren de aterrizaje. 


3.45 Una afiladora de precisión (figura 3.53) está montada sobre un aislador que tiene una rigidez de 1 MN/m 
y una constante de amortiguamiento viscoso de 1 kN-s/m. El suelo sobre el cual está montada la má¬ 
quina se somete a una perturbación armónica debido a la operación de un motor desbalanceado vecino 
a la afiladora. Encuentre la amplitud de desplazamiento máximo aceptable del piso si la amplitud de 
vibración resultante de la afiladora se tiene que limitar a 1(U 6 m. Suponga que la afiladora y la rueda 
son un cuerpo rígido de 5 000 N de peso. 

3.46 Obtenga la ecuación de movimiento y determine la respuesta de estado estable del sistema que se mues¬ 
tra en la figura 3.54 para movimiento rotatorio alrededor del gozne O con los siguientes datos: k = 5 000 
N/m, l = 1 m, c = 1000 N-s/m, m = 10 kg, M 0 =100 N-m, w = 1000 rpm. 

3.47 Un compresor de aire de 100 kg de masa está montado sobre un cimiento elástico. Se ha observado que 
cuando se aplica una fuerza armónica de 100 N de amplitud al compresor, el desplazamiento de estado 
estable máximo de 5 mm ocurre a una frecuencia de 300 rpm. Determine la rigidez equivalente y la 
constante de amortiguamiento del cimiento. 

3.48 Encuentre la respuesta de estado estable del sistema que se muestra en la figura 3.55 para los siguientes 
datos: k\ = 1 000 N/m, k 2 — 500 N/m, c = 500 N-s/m, m = 10 kg, r = 5 cm, J 0 = 1 kg-m 2 , F 0 = 50 N, 
cú = 20 rad/s. 
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Figura 3.53 


Polea, momento de inercia de masa, J 0 



3.49 Una barra delgada uniforme de masa m puede ser soportada en una de dos maneras como se muestra en 
la figura 3.56. Determine el arreglo que reduce la respuesta de estado estable de la barra sometida a una 
fuerza armónica F 0 sen cot aplicada a la mitad de la barra, como se muestra en la figura. 



Figura 3.56 
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Sección 3.5 Respuesta de un sistema amortiguado sometido a F(t) = F 0 e'" f 

3.50 Obtenga la expresión para la respuesta de frecuencia compleja de un sistema torsional no amortiguado. 

3.51 Un sistema de un solo grado de libertad amortiguado, con parámetros m = 150 kg, k — 25 kN/m y c = 
2000 N-s/m, se somete a la fuerza armónica/!?) = 100 eos 20? N. Encuentre la amplitud y el ángulo de 
fase de la respuesta de estado estable del sistema mediante un método gráfico. 

Sección 3.6 Respuesta de un sistema amortiguado sometido al movimiento armónico de 
la base 

3.52 La estructura de un edificio de un piso se somete a una aceleración armónica del suelo como se muestra 
en la figura 3.57. Encuentre el movimiento de estado estable del suelo (masa ni). 

3.53 Encuentre el desplazamiento horizontal del piso (masa m) de la estructura del edificio que se muestra en 
la figura 3.57 cuando la aceleración del suelo la da x g = 100 sen cot mm/s: suponga que m = 2000 kg, 
k = 0.1 MN/m, co = 25 rad/s y x g (t = 0) = x g (t = 0) = x(t = 0) = x(t = 0) = 0. 

3.54 Si el suelo en la figura 3.57 se somete a un desplazamiento horizontal armónico con frecuencia co = 200 
rad/s y amplitud X g = 15 mm, encuentre la amplitud de vibración del piso (masa m). Suponga la masa 
del piso como 2 000 kg y la rigidez de la columna como 0.5 MN/m. 


\j— *~x(t) 



Figura 3.57 


3.55 Un automóvil se modela como un sistema de un solo grado de libertad que vibra en la dirección vertical. 
Se conduce a lo largo de una carretera cuya elevación varía senoidalmente. La distancia de una eleva¬ 
ción a una depresión es de 0.2 m y la distancia a lo largo de la carretera entre las elevaciones es de 35 m. 
Si la frecuencia del automóvil es de 2 Hz y la relación de amortiguamiento de los amortiguadores es de 
0.15, determine la amplitud de vibración del automóvil a una velocidad de 60 km/hora. Si se varía la 
velocidad del automóvil, encuentre la velocidad más desfavorable para los pasajeros. 

3.56 Derive la ecuación (3.74). 

3.57 La estructura de un edificio de un piso se modela como un piso rígido de masa m y las columnas de rigi¬ 
dez k, como se muestra en la figura 3.58. Se propone que el amortiguador mostrado en la figura se utilice 
para absorber las vibraciones producidas por el movimiento horizontal del suelo y(t) — Y eos cor. Derive 
una expresión para la constante de amortiguamiento del amortiguador que absorba la máxima potencia. 

3.58 Una barra uniforme de masa m gira alrededor del punto O con sus extremos apoyados en dos resortes, 
como se muestra en la figura 3.59. El extremo P del resorte PQ se somete a un desplazamiento horizon¬ 
tal x(t) x 0 = sen cot. Encuentre el desplazamiento angular de estado estable de la barra cuando / = 1 m, 
k = 1 000 N/m, m = 10 kg, x 0 = 1 cm, co = 10 rad/s. 
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Figura 3.58 


x(t) = x 0 sen wt 



3.59 Una barra uniforme de masa m gira alrededor del punto O con sus extremos apoyados en dos resortes 
como se muestra en la figura 3.60. El extremo P del resorte PQ se somete a un desplazamiento senoidal 
x(t) = x 0 sen wt. Encuentre el desplazamiento angular de estado estable de la barra cuando l=lm,l = 
1000 N/m, c = 500 N-s/m, m = 10 kg, x 0 = 1 cm y cu = 10 rad/s. 


x(t) = x 0 sen í oí 



Figura 3.60 


3.60 Encuentre la relación de frecuencia, r=r m a la cual la transmisibilidad del desplazamiento dada por la 
ecuación (3.68) alcanza un valor máximo. 

3.61 Un automóvil que pesa 1000 Ib vacío y 3 000 totalmente cargado, vibra en dirección vertical mientras 
viaja a 55 mph por una carretera con baches de forma senoidal y amplitud de Y pies y periodo de 12 
pies. Suponiendo que el automóvil se puede modelar como un sistema de un solo grado de libertad con 
rigidez de 30 000 lb/pie y relación de amortiguamiento £ = 0.2, determine la amplitud de vibración del 
automóvil cuando está (a) vacío y (b) totalmente cargado. 
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3.62 La base de un sistema de resorte-masa, con m = 25 kg y k = 2500 N/m se somete a una excitación ar¬ 
mónica y(t) = Y 0 eos cot. La amplitud de la masa es de 0.05 m cuando la base es excitada a la frecuencia 
natural del sistema con Y 0 = 0.01 m. Determine la constante de amortiguamiento del sistema. 

Sección 3.7 Respuesta de un sistema amortiguado sometido a desbalance rotatorio 

3.63 Un compresor de aire de un cilindro de 100 kg de masa está montado sobre soportes de montaje de cau¬ 
cho, como se muestra en la figura 3.61. La rigidez y constantes de amortiguamiento de los soportes de 
montaje son de 10 6 N/m y 2000 N-s/m, respectivamente. Si el desbalance del compresor equivale a una 
masa de 0.1 kg colocada en el extremo de la manivela (punto A) determine la respuesta del compresor 
a una velocidad de la manivela de 3 000 rpm. Considere r = 10 cm y / = 40 cm. 

3.64 Una de las aspas del rotor de cola de un helicóptero tiene una masa desbalanceada de m = 0.5 kg a una 
distancia de e = 0.15 m del eje de rotación, como se muestra en la figura 3.62. La sección de cola tiene 
una longitud de 4 m, una masa de 240 kg, una rigidez flexional (El) de 2.5 MN-m 2 , y una relación de 
amortiguamiento de 0.15. La masa de las aspas del rotor de cola, incluido su sistema de propulsión, es 
de 20 kg. Determine la respuesta forzada de la sección de cola cuando las aspas giran a 1500 rpm. 



Figura 3.61 


Aspas del rotor de cola 



Figura 3.62 
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3.65 Cuando un ventilador de escape de 380 kg de masa está apoyado sobre resortes con amortiguamiento 
insignificante, la deflexión estática resultante es de 45 mm. Si el ventilador tiene un desbalance rotatorio 
de 0.15 kg-rn, encuentre (a) la amplitud de vibración a 1750 rpm, y (b) la fuerza transmitida al suelo a 
esta velocidad. 

3.66 Una viga de acero con ambos extremos empotrados de 5 m de longitud, 0.5 m de ancho y 0.1 m de 
espesor, sostiene un motor eléctrico de 75 kg de masa y 1200 rpm de velocidad a media distancia, como 
se muestra en la figura 3.63. Se desarrolla una fuerza rotatoria F 0 = 5 000 N debido al desbalance en el 
rotor del motor. Encuentre la amplitud de las vibraciones de estado estable sin tener en cuenta la masa 
de la viga. ¿Cuál será la amplitud si se considera la masa de la viga? 



Figura 3.63 


3.67 Si el motor eléctrico del problema 3.66 se monta en el extremo libre de una viga de acero en voladizo 
de 5 m de longitud (figura 3.64), y la amplitud de vibración se tiene que limitar a 0.5 cm, encuentre las 
dimensiones de sección transversal necesarias de la viga. Incluya el peso de la viga en los cálculos. 



Figura 3.64 


3.68 Una bomba centrífuga que pesa 600 N y opera a 1000 rpm, está montada sobre seis resortes de 6000 
N/m de rigidez cada uno. Encuentre el desbalance máximo permisible, para limitar la deflexión de es¬ 
tado estable a 5 mm pico a pico. 

3.69* Se va a montar un compresor de aire, que pesa 1000 Ib y opera a 1500 rpm, sobre un aislador adecuado. 
Hay un resorte helicoidal con rigidez de 45 000 lb/pulg, otro resorte helicoidal con rigidez de 15 000 Ib/ 
pulg, y un amortiguador con relación de amortiguamiento de 0.15, disponibles para usarse. Seleccione 
el mejor sistema de aislamiento posible para el compresor. 

3.70 Un motor eléctrico de velocidad variable, que tiene un desbalance, está montado sobre un aislador. A 
medida que la velocidad del motor se incrementa desde cero, las amplitudes de vibración del motor son 
de 0.55 pulg en resonancia y de 0.15 pulg al superar la resonancia. Encuentre la relación de amortigua¬ 
miento del aislador. 

3.71 Un motor eléctrico que pesa 750 Ib y funciona a 1 800 rpm está montado sobre cuatro resortes helicoidales 
de acero, cada uno con ocho espiras activas y un alambre de 0.25 pulg de diámetro y 3 pulg de diámetro de 
espira. El rotor pesa 100 Ib con su centro de masa ubicado a una distancia de 0.01 pulg del eje de rotación. 
Encuentre la amplitud de vibración del motor y la fuerza transmitida a la base a través de los resortes. 

3.72 Un pequeño ventilador extractor, que gira a 1500 rpm, está montado en una flecha de acero de 0.2 pulg. 
El rotor del ventilador pesa 30 Ib y tiene una excentricidad de 0.01 pulg con respecto al eje de rotación. 
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Encuentre (a) la fuerza máxima transmitida a los cojinetes, y (b) los caballos de fuerza necesarios para 
impulsar la flecha. 

3.73 Obtenga la ecuación (3.84) para la fuerza transmitida al cimiento debido al desbalance rotatorio. 

3.74 Una placa rígida, que pesa 100 Ib, está conectada a la bisagra a lo largo del borde (P) y está montada 
sobre un amortiguador hidráulico con c — 1 lb-s/pulg, en el borde opuesto ( Q ), como se muestra en la 
figura 3.65. Un pequeño ventilador que pesa 50 Ib y gira a 750 rpm está montado en la placa por medio 
de un resorte con k = 200 lb/pulg. Si el centro de gravedad del ventilador se encuentra a 0.1 pulg de su 
eje de rotación, encuentre el movimiento de estado estable del borde y la fuerza transmitida al punto S. 



3.75 Un motor eléctrico está montado en el extremo de una viga en voladizo. Se observa que la viga se desvía 
0.2 m cuando el motor funciona a una velocidad de 1500 rpm. Ignorando la masa y el amortiguamiento 
de la viga, determine la velocidad del motor de modo que la amplificación dinámica sea menor que 10% 
con respecto al valor de equilibrio estático. 

3.76 Un compresor de aire de 50 kg de masa está montado sobre un soporte elástico y opera a una velocidad 
de 1000 rpm. Tiene una masa desbalanceada de 2 kg a una distancia radial (excentricidad) de 0.1 m del 
eje de rotación. Si el factor de amortiguamiento del soporte elástico es £ = 0.1, determine lo siguiente: 
(a) la constante de resorte del soporte elástico el cual transmite no más del 25% de la fuerza desbalan¬ 
ceada al cimiento, y (b) la magnitud de la fuerza transmitida al cimiento. 

3.77 Un rotor de turbina de 200 kg de masa tiene una masa desbalanceada de 15 kg. Está apoyado en un 
cimiento el cual tiene una rigidez equivalente de 5000 N/m y una relación de amortiguamiento de 
£ = 0.05. Si el rotor vibra con una deflexión de 0.1 m en resonancia, determine (a) la ubicación radial 
(excentricidad) de la masa desbalanceada, (b) la masa adicional que se debe agregar (uniformemente) 
al rotor para que la deflexión de éste se reduzca a 0.05 m, y (c) la deflexión pico de la turbina cuando la 
relación de frecuencia (r) varía. 

Sección 3.8 Vibración forzada con amortiguamiento de Coulomb 

3.78 Obtenga la ecuación (3.99). 

3.79 Obtenga la ecuación de movimiento de la masa m que se muestra en la figura 3.66 cuando la presión en 
el cilindro fluctúa senoidalmente. Los dos resortes con rigideces k x se encuentran en inicio sometidos a 
una tensión T 0 y el coeficiente de fricción entre la masa y las superficies de contacto es /x. 

3.80 La masa de un sistema de resorte-masa, con m = 15 kg y k — 25 kN/m, vibra sobre una superficie ho¬ 
rizontal bajo una fuerza armónica de 200 N y frecuencia de 20 Hz. Encuentre la amplitud de vibración 
de estado estable. Suponga que el coeficiente de fricción entre la masa y la superficie horizontal es de 
0.25. 
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Figura 3.66 


3.81 Un sistema de resorte-masa con m = 25 kg y k = 10 kN/m vibra sobre una superficie horizontal con 
coeficiente de fricción /jl = 0.3. Sometida a una fuerza armónica de 8 Hz de frecuencia, la vibración de 
estado estable de la masa es de 0.2 m. Determine la constante de amortiguamiento viscoso equivalente 
del sistema. 

3.82 Un sistema de resorte-masa se somete a amortiguamiento de Coulomb. Cuando se aplica una fuerza 
armónica de 120 N y frecuencia de 2.5173268, el sistema oscila con una amplitud de 75 mm. Determine 
el coeficiente de fricción seca si m = 2 kg y k = 2100 N/m. 

Sección 3.9 Vibración forzada con amortiguamiento de histéresis 

3.83 Una carga de 5 000 N produjo un desplazamiento estático de 0.05 m en una estructura compuesta. Se ve 
que una fuerza armónica de 1000 N provoca una amplitud resonante de 0.1 m. Encuentre (a) la constan¬ 
te de amortiguamiento de histéresis de la estructura; (b) la energía disipada por ciclo en resonancia; (c) 
la amplitud de estado estable a un cuarto de la frecuencia resonante, y (d) la amplitud de estado estable 
a tres veces la frecuencia resonante. 

3.84 La energía disipada en amortiguamiento de histéresis por ciclo bajo excitación armónica se puede ex¬ 
presar en la forma general 

\W=TrpkXy (E.l) 

donde y es un exponente (se consideró y = 2 en la ecuación (2.150)), y /3 es un coeficiente de dimensión 
(metros) 2- ')'. Un sistema de resorte-masa con k — 60 kN/m vibra bajo amortiguamiento de histéresis. 
Cuando se excita armónicamente en resonancia, la amplitud de estado estable es de 40 mm con una 
entrada de energía de 3.8 N-m. Cuando la entrada de energía resonante se incrementa a 9.5 N-m, la 
amplitud es de 60 mm. Determine los valores de ¡3 y y en la ecuación (E.l). 


Sección 3.10 Movimiento forzado con otros tipos de amortiguamiento 

3.85 Cuando un sistema de resorte-masa-amortiguador se somete a una fuerza armónica F(t) = 5 eos 3 ttí 
I b, el desplazamiento resultante es x(t) = 0.5 eos (3 t7 t — Tr/3)pulg. Encuentre el trabajo realizado (a) 
durante el primer segundo y (b) durante los primeros 4 segundos. 

3.86 Determine el coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente de un amortiguamiento que ofrezca 
una fuerza de amortiguamiento de F á = c(x) n , donde cy n son constantes y x es la velocidad relativa a 
través del amortiguador. Incluso, determine la amplitud de vibración. 

3.87 Demuestre que para un sistema tanto con amortiguamiento viscoso como de Coulomb el valor aproxi¬ 
mado de la amplitud de estado estable es resultado de 


X 2 [k 2 ( 1 


) 2 + cV 


%UlNcü) 

+ x— -+ 


/1 6/jl 2 N 2 
\ 7r ^ 



= 0 
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3.88 La ecuación de movimiento de un sistema de resorte-masa lo da 

míe ± fjíN + ex 3 + kx = Fq eos wt 

Obtenga expresiones para (a) la constante de amortiguamiento viscoso equivalente; (b) la amplitud de 
estado estable, y (c) la relación de amplitud en resonancia. 


Sección 3.11 Autoexcitación y análisis de estabilidad 

3.89 Un fluido con densidad p, fluye por un tubo de acero en voladizo de longitud / y área de sección trans¬ 
versal A (figura 3.67). Determine la velocidad (v) del fluido a la cual ocurre la inestabilidad. Suponga 
que la masa total y la rigidez a la flexión del tubo son m y El, respectivamente. 



Figura 3.67 


3.90 Las primeras dos frecuencias naturales de la antena telescópica de un automóvil que se muestran en 
la figura 3.68 son de 3.0 Hz y 7.0 Hz. Determine si la formación de torbellinos alrededor de la antena 
provoca inestabilidad dentro del rango de velocidad de 50 a 75 mph del automóvil. 

3.91 El poste de un anuncio de un restaurante de comida rápida se compone de un cilindro de acero hueco de 
altura h, diámetro interno d y diámetro externo D, fijo en el suelo, y sostiene una masa concentrada M en 
su extremo superior. Se puede modelar como un sistema de resorte-masa-amortiguador de un solo grado 
de libertad con una relación de amortiguamiento viscoso equivalente de 0.1 para analizar sus caracte- 



Figura 3.68 
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rísticas de vibración transversal bajo la excitación del viento. Determine lo siguiente: (a) la frecuencia 
natural de vibración transversal del poste; (b) la velocidad del viento a la cual el poste experimenta un 
desplazamiento de estado estable máximo, y (c) el desplazamiento de estado estable máximo inducido 
por el viento del poste. Datos: h = 10 m, D = 25 cm, d = 20 cm, M = 200 kg. 

3.92 Considere la ecuación de movimiento de un sistema de un solo grado de libertad: 

mx + ex + kx = F 

Derive la condición que conduce a oscilaciones divergentes en cada uno de los siguientes casos: (a) 
cuando la función forzada es proporcional al desplazamiento, F(t) = FqX(í); (b) cuando la función for¬ 
zada es proporcional a la velocidad, F(í) = Fqx(í), y (c) cuando la función forzada es proporcional a 
la aceleración, F(í) = Fqx(í). 


Sección 3.12 Método de la función de transferencia 

3.93 Obtenga la función de transferencia de un sistema viscosamente amortiguado sujeto a movimiento 
armónico de la base con la ecuación de movimiento: 

mx + c(x — y) + k(x — y) = 0 

donde y(t) = Y sen wt 

3.94 Obtenga la función de transferencia de un sistema viscosamente amortiguado sujeto a desbalance rota¬ 
torio, con la ecuación de movimiento: 

Mx + ex + kx = meto 2 sen cot 


Sección 3.13 Soluciones obtenidas utilizando transformadas de Laplace 

3.95 Encuentre la respuesta de estado estable de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad suje¬ 
to a movimiento armónico de la base, considerado en la sección 3.6, utilizando una transformada de 
Laplace. 

3.96 Encuentre la respuesta de estado estable de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad sujeto 
a desbalance rotatorio armónico de la base, considerado en la sección 3.7, utilizando una transformada 
de Laplace. 

3.97 Encuentre la respuesta de estado estable de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad sujeto 
a una fuerza armónica, considerada en la sección 3.3, utilizando una transformada de Laplace. 

3.98 Un resorte y un amortiguador viscoso, conectados a una barra rígida sin masa, se someten a una fuerza 
armónica/(f) como se muestra en la figura 3.69. Determine la respuesta de estado estable del sistema 
por medio de una transformada de Laplace. 

3.99 Obtenga las ecuaciones (E.4)-(E.7) en el ejemplo 3.16. 

3.100 Se realiza un experimento para encontrar las características de respuesta dinámica de un sistema de 
ensamble de rueda de un automóvil. Para esto, la rueda se conecta a una flecha mediante un tirante y se 
somete a una fuerza armónica/(í) como se muestra en la figura 3.70. La flecha ofrece una rigidez torsio- 
nal de k¡ en tanto que la rueda experimenta vibración torsional alrededor del eje de la flecha. Encuentre 
la respuesta del sistema, 6(t), utilizando una transformada de Laplace. Suponga que las condiciones 
iniciales son cero. 
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F = 200 N x(t) 

1 




Sección 3.14 Funciones de transferencia de frecuencia 

3.101 Genere la función de transferencia de frecuencia a partir de la función de transferencia general para 
un sistema viscosamente amortiguado sujeto a un movimiento armónico de la base considerado en el 
problema 3.93 e identifique la entrada, el sistema y las sinusoides de salida. 

3.102 Genere la función de transferencia de frecuencia a partir de la función de transferencia general para 
un sistema viscosamente amortiguado sujeto a desbalance rotatorio considerado en el problema 3.94 e 
identifique la entrada, el sistema y las sinusoides de salida. 





























328 


Capítulo 3 Vibración armónicamente excitada 


Sección 3.15 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

3.103 Trace la respuesta forzada de un sistema de resorte-masa no amortiguado en las siguientes condiciones: 
MATLAB: m = 10 kg, k = 4000 N/m, F(t) = 200 eos 10/ N, x 0 = 0.1 m, x 0 = 10 m/s. 

3.104 Trace la respuesta forzada de un sistema de resorte-masa sujeto a amortiguamiento de Coulomb uti¬ 
lizando MATLAB. Suponga los siguientes datos: m = 10 kg, k = 4000 N/m, F(t) = 200 sen lOf N, 
m = 0.3, x 0 = 0.1 m, x 0 = 10 m/s. 

3.105 Trace la respuesta de un sistema viscosamente amortiguado sujeto a excitación armónica de la base, 
y(t) = Y sen cot m, utilizando MATLAB para los siguientes datos: m = 100 kg, k = 4 X 10 4 N/m, 
£ = 0.25, Y = 0.05 m, co = 10 rad/s, x 0 = 1 m, i 0 = 0. 

3.106 Trace la respuesta de estado estable de un sistema viscosamente amortiguado sujeto a la fuerza armóni¬ 
ca F(t) — F 0 = eos cot utilizando MATLAB. Suponga los siguientes datos: m = 10 kg, k = 1 000 N/m, 
£ = 0.1, F 0 = 100 N, co = 20 rad/s. 

3.107 Considere un automóvil que viaja por una carretera con baches a una velocidad de v km/h. El sistema 
de suspensión tiene una constante de resorte de 40 kN/m y una relación de amortiguamiento de £ = 0.1. 
La superficie de la carretera varía senoidalmente con una amplitud de Y = 0.05 m y una longitud de 
onda de 6 m. Escriba un programa MATLAB para hallar la amplitud de desplazamiento del automóvil 
para las siguientes condiciones: (a) masa del automóvil = 600 kg (vacío), 1000 kg (cargado) y (b) ve¬ 
locidad del automóvil (v) = 10 km/h, 50 km/h, 100 km/h. 

3.108 Escriba un programa de computadora para encontrar la respuesta total de un sistema de resorte-masa- 
amortiguador viscoso sometido a excitación de la base. Use este programa para hallar la solución de un 
problema con m = 2 kg, c = 10 N-s/m, k = 100 N/m, y(t) = 0.1 sen 25 1 m, x 0 = 10 mm, y x 0 — 5 m/s. 

3.109 Trace las gráficas de contra r y <fi contra r para un sistema amortiguado sujeto a desbalance rota¬ 
torio (ecuaciones (3.81)) para las relaciones de amortiguamiento £ = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1 utilizando 
MATLAB. 

X 

3.110 Trace las gráficas de — contra rycf> contra r para un sistema amortiguado sometido a excitación de 

la base (ecuaciones (3.68) y 3.69)) para las relaciones de amortiguamiento £ = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 y 1 
utilizando MATLAB. 


Proyectos de diseño 

3.111 El sistema que se muestra en la figura 3.71 se compone de dos masas excéntricas que giran en direc¬ 
ciones opuestas a la misma velocidad w. Se va a utilizar como agitador mecánico dentro del rango de 
frecuencia de 20 a 30 Hz. Determine los valores de co, e, M, m, k y c para satisfacer los siguientes reque¬ 
rimientos: (a) la salida de potencia media del agitador deberá ser al menos de 1 hp dentro del rango de 
frecuencia especificado, (b) La amplitud de vibración de las masas deberá ser de entre 0.1 y 0.2 pulg. 
(c) La masa del agitador (M) deberá ser al menos 50 veces la de la masa excéntrica {ni). 

3.112 Diseñe una columna de acero circular hueca de peso mínimo para el tanque de agua que se muestra en 
la figura 3.72. El peso del tanque (VE) es de 100000 Ib y la altura es de 50 pies. El esfuerzo inducido 
en la columna no deberá exceder la resistencia de fluencia del material, la cual es de 30000 lb/pulg 2 , 
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cuando se somete a aceleración del suelo armónica (debido a un sismo) de 0.5 g de amplitud y 15 Hz de 
frecuencia. Además, la frecuencia natural del tanque de agua no deberá ser mayor que 15 Hz. Suponga 
una relación de amortiguamiento de 0.15 para la columna. 


































CAPITULO 4 

Vibración en condiciones forzadas 



Jean Baptiste Fourier 

(1768-1830) 


Matemático francés y profesor de la Ecole Polytechnique en París. Sus trabajos sobre 
flujo de calor, publicados en 1822 y acerca de series trigonómetricas son muy cono¬ 
cidos. La expansión de una función periódica en cuanto a las funciones armónicas fue 
nombrada en su honor como “serie de Fourier’'. 

(Reproducido con permiso de Applied Mechamos Reviews). 
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4.1 Introducción 331 


Este capítulo se ocupa de la respuesta vibratoria de un sistema de un solo grado de libertad some¬ 
tido a condiciones forzadas arbitrarias. La respuesta del sistema sometido a fuerzas periódicas ge¬ 
nerales se presenta expandiendo primero la fuerza periódica en una serie de fuerzas armónicas 
mediante la serie de Fourier y luego superponiendo las respuestas derivadas de las fuerzas armóni¬ 
cas individuales. La respuesta del sistema sometido a una fuerza no periódica se presenta siguiendo 
dos métodos, el de la integral de convolución y el de la transformada de Laplace. El método de la 
integral de convolución, o de Duhamel, utiliza la función de respuesta al impulso del sistema. El 
método también se utiliza para determinar la respuesta a excitación de base y se presentan varios 
ejemplos para ilustrar su uso. También se delinea el concepto de espectros de respuesta correspon¬ 
diente a funciones forzadas específicas y su uso en la determinación de la respuesta máxima del 
sistema. Asimismo, se considera el espectro de respuesta correspondiente a la excitación de base, 
como la causada por un sismo. Se ilustran los espectros de respuesta típicos a un sismo y su uso 
en la búsqueda de las respuestas de estructuras de edificios. También se definen los conceptos de 
pseudovelocidad y de espectro pseudoasociado. El diseño de sistemas bajo un ambiente de choque 
se analiza junto con un ejemplo ilustrativo. Se presenta la transformada de Laplace y su uso para 
determinar la respuesta tanto de sistemas de primer orden como de segundo orden. Se consideran 
las respuestas bajo funciones de impulso, escalonadas y de rampa. Se consideran problemas de coli¬ 
sión no elástica y elástica como aplicaciones de cálculo de respuesta de impulso. Tienen su espacio 
de estudio el análisis de respuesta escalonada y la descripción de respuesta transitoria en función de 
tiempo pico, tiempo de subida, sobrepaso máximo, tiempo de asentamiento y tiempo de demora. La 
respuesta de sistemas en condiciones forzadas irregulares mediante métodos numéricos, incluido el 
método de Runge-Kutta de cuarto orden, se presenta junto con ejemplos ilustrativos. Por último, 
el uso de programas MATLAB para determinar la respuesta de un sistema sometido a funciones 
forzadas arbitrarias se ilustra con ejemplos. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Encontrar las respuestas de sistemas de un solo grado de libertad sometidos a fuerzas periódi¬ 
cas generales mediante la serie de Fourier. 

• Utilizar el método de convolución o integral de Duhamel para resolver problemas de vibra¬ 
ción de sistemas sometidos a fuerzas arbitrarias. 

• Encontrar la respuesta de sistemas sometidos a sismos utilizando espectros de respuesta. 

• Resolver sistemas no amortiguados y amortiguados sometidos a fuerzas arbitrarias, entre 
ellas fuerzas de impulso, escalonadas y de rampa, mediante la transformada de Laplace. 

• Entender las características de respuesta transitoria, como el tiempo pico, el sobrepaso, el 
tiempo de asentamiento, el tiempo de subida y el tiempo de demora, así como procedimientos 
para su estimación. 

• Aplicar métodos numéricos para resolver problemas de vibración de sistemas sometidos a 
fuerzas que se describen numéricamente. 

• Resolver problemas de vibración forzada utilizando MATLAB. 


introducción 


En el capítulo 3 consideramos la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad sometido a 
excitación armónica. Sin embargo, muchos sistemas prácticos se someten a varios tipos de condicio¬ 
nes forzadas que no son armónicas. La función forzada general puede ser periódica (no armónica) 
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o no periódica. Las fuerzas no periódicas incluyen fuerzas como una fuerza constante aplicada 
de repente (llamada fuerza gradual ), una fuerza que crece linealmente (llamada fuerza rampa) y 
una fuerza que varía exponencialmente. Una función forzada no periódica puede actuar con una 
duración corta, larga o infinita. Una función forzada o excitación de corta duración comparada con 
el periodo natural del sistema se llama choque. Ejemplos de funciones forzadas generales son el 
movimiento impartido por una leva al seguidor, la vibración percibida por un instrumento cuando 
su empaque se deja caer desde una altura, la fuerza aplicada a la cimentación de una prensa de forja, 
el movimiento de un automóvil cuando pasa por un bache y la vibración del suelo de una estructura 
de edificio durante un sismo. 

Si la función forzada es periódica pero no armónica, puede ser reemplazada por la suma de 
funciones armónicas por medio del procedimiento de análisis armónico estudiado en la sección 
1.11. Utilizando el principio de superposición, la respuesta del sistema se puede determinar super¬ 
poniendo las respuestas producidas por las funciones forzadas armónicas individuales. 

Por lo común, la respuesta de un sistema sometido a cualquier tipo de fuerza no periódica se 
determina mediante los siguientes métodos: 

1. Integral de convolución. 

2. Transformadas de Laplace. 

3. Métodos numéricos. 

Los dos primeros son analíticos, en los cuales la respuesta o solución se expresa en una forma 
que ayuda al estudio del comportamiento del sistema bajo la fuerza aplicada con respecto a varios 
parámetros y al diseñar el sistema. Por su parte, el tercer método se puede utilizar para hallar la 
respuesta de un sistema sometido a cualquier fuerza arbitraria para el cual una solución analítica 
es difícil o imposible de encontrar. Sin embargo, la solución hallada es aplicable sólo para el con¬ 
junto particular de valores de parámetro utilizados en la búsqueda de la solución. Esto hace difícil 
estudiar el comportamiento del sistema cuando los parámetros cambian. Este capítulo presenta los 
tres métodos de solución. 


4.2 Respuesta bajo una fuerza periódica general 


Cuando la fuerza externa F(t) es periódica t = 2ir/cú, se puede expandir en una serie de Fourier 
(vea la sección 1.11): 


F(t) = — + 2 a j cos j (ot + 2 bj sen jcot (4.1) 

2 j= l 7=1 

donde 

2 r 

a¡ = — F(t) cos jcotdt, j = 0,1,2, ... (4.2) 

T Jo 


y 


b¡ = 


F{t ) sen jcotdt. 


j = 1,2, ... 


(4.3) 


La respuesta de sistemas sometidos a fuerzas generales periódicas se considera en esta sección para 
sistemas de primero y segundo orden. Los sistemas de primer orden son aquellos para los cuales la 
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Amortiguador (c ( ) 



Figura 4.1 Ejemplos de sistemas de primer orden. 

ecuación de movimiento es una ecuación diferencial de primer orden. Asimismo, los sistemas de 
segundo orden son aquellos para los cuales la ecuación de movimiento es una ecuación diferencial 
de segundo orden. En las figuras 4.1 y 4.2 se muestran ejemplos típicos de sistemas de primero y 
segundo orden, respectivamente. 


Sistemas de 
primer orden 


Considere un sistema de resorte-amortiguador sometido a una excitación periódica como se mues¬ 
tra en la figura 4.1 (a). La ecuación de movimiento del sistema es 

ex + k(x — y) = 0 (4.4) 


donde y(t) es un movimiento periódico (o excitación) impartido al sistema en el punto A (por 
ejemplo, por una leva). Si el desplazamiento periódico del punto A, y(t), se expresa en la serie de 
Fourier como lo indica el lado derecho de la ecuación (4.1), la ecuación de movimiento del sistema 
se expresa como 

OO OO 

x + ax = ay = A 0 + ^A¡ sen (Ojt + '^Bj eos u>jt (4.5) 

7=1 7=1 


donde 


An — 


aa o 
2 ’ 


Aj = aaj, Bj = abj, o>; = ju>, j = 1, 2, 3,... 


(4.6) 
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Ejemplo 4.1 


m 

f x(t) 



7777777777777 , 
m.x + ex + kx = f(t) 

(a) 


Barra rígida 
(sin masa) 



e. 


m 



y(t) 


1 


77777777777777 

mx + ex + kx = ky(t) 

(b) 


Resorte torsional 



Figura 4.2 Ejemplos de sistemas de segundo orden. 


La solución de la ecuación (4.5) se presenta en el ejemplo 4.1. 


Respuesta de un sistema de primer orden sometido a una fuerza periódica 


Encuentre la respuesta del sistema de resorte-amortiguador que se muestra en la figura 4.1(a) sometido a una 
fuerza periódica con la ecuación de movimiento dada por la ecuación (4.5). 

Solución: Se ve que el lado derecho de la ecuación de movimiento, la ecuación (4.5), es una constante más 
una suma lineal de funciones armónicas (seno y coseno). Utilizando el principio de superposición, la solución 
de estado estable de la ecuación (4.5) se determina sumando las soluciones de estado estable correspondientes 
a los términos forzados en el lado derecho de la ecuación (4.5). 

La ecuación de movimiento correspondiente a la fuerza constante A 0 se expresa, con x 0 en lugar de x, como 

ic 0 + ax 0 = A 0 (E.l) 


La solución de la ecuación (E.l) es (se puede verificar sustituyendo en la ecuación (E.l): 

A 0 

x 0 (t) = — (E.2) 

Cl 

La ecuación de movimiento bajo la fuerza A ; - sen tojt se expresa como 

Xj + axj = Aj sen cojt (E.3) 
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en la cual la solución de estado estable de la ecuación (E.3) se supone como 


Xj(t) = Xj sen (cújt — (f>j) (E.4) 

donde la magnitud Xj y el ángulo de fase <pj indican las constantes desconocidas que se van a determinar. La 
solución en la ecuación (E.4) se expresa como la parte imaginaria de la siguiente solución en forma compleja: 

Xj {t) = Im[X/'(“> r -^J = A'/'" V rV = Uje i ' ú i t (E.5) 

donde Uj indica el número complejo: 


Uj = Xje+h 

Observando que la derivada de Xj(t) con respecto al tiempo es 


(E.6) 


xj(t) = iu> j Ujé 0> >' (E.7) 

La ecuación (E.3) se puede expresar con el término forzado en forma compleja (en el entendido de que sólo 
nos interesa la parte imaginaria de la solución): 

kj + axj = Aje" 0 ] 1 = Arfeos a>jt + i sen wjt) (E.8) 

Si insertamos las ecuaciones (E.5) y (E.7) en la ecuación (E.8), obtenemos 

i<o,U/"‘‘' + aUje^J 1 = Aje™? (E.9) 

Como ^ 0, la ecuación (E.9) se reduce a 


i(o¡Uj + aUj = Aj 


(E.10) 


Uj =-— 

a + iwj 


(E. 11) 


Las ecuaciones (E.6) y (E. 11) dan por resultado 


Aj 

Uj = X¡e ~=- 

a + i(üj 


(E. 12) 


Expresando . . como 

r a + itüj 


+ itüj (a + itüj)(a icoj) \/fl 2 + (oj _\/a 2 + col \/a 2 + coj_ 


(E.13) 


La ecuación (E.13) se reescribe como 


1 


a + ico; 


v; 


a ¿ + io¡ 


j [eos 4>j — i sen 4>j] = 


V 




a 2 + íu 2 


(E. 14) 
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donde 


-l | 1 

= tan 1 | — 
a 


(E.15) 


Utilizando la ecuación (E. 14) en la ecuación (E.12), vemos que 


Xj = Aj 
1 


= tan i i 


(E. 16) 


Por lo tanto, la ecuación (E.4) da la solución de la ecuación (E.3) con Xj y <pj dados por la ecuación (E.16). La 
ecuación de movimiento bajo la fuerza Bj eos iOjt se expresa como 


Xj + axj = B¡ eos cojt 


(E. 17) 


Suponiendo la solución de estado estable de la ecuación (E. 17) en la forma 

x j(t) = YjCos(cújt — <pj) (E.18) 

las constantes y ^ se determinan procediendo como en el caso de la solución de la ecuación (E.3) como 


B, 


Y] Va* + coj 


2 ^ 


4>j = tan 


-l/“í 


La solución de estado estable completa (o particular) de la ecuación (4.5) se expresa como 


(E.19) 


A 0 , “ 


p(0 = - + 2 


a #ívV + o Sj \ J \ a 


, -a 

sen< ü>:t — tan — 


“ B j ( 

+ 2j / , , cos ) w i í - tan — 

Va 2 + ai} l V a 


(E.20) 


donde la ecuación (4.6) da a, A 0 , Aj, Bj y tOj. 

Nota: La suma de las soluciones de estado estable homogénea y particular da la solución total de la ecuación 
(4.5): 


x(t) = x h (t) + xJt) 


(E.21) 


donde la ecuación (E.20) da la solución particular y la solución homogénea de la ecuación (4.5) se expresa 
como 


Xh (0 = Ce 


(E.22) 


donde C es una constante desconocida que se tiene que determinar utilizando la condición inicial del sistema. 
La solución total se expresa como 


x(t) = Ce at 3-- + 'y',X¡ sen (co¡t — (f>j ) + ~^Yj cos(aijt — <$>j) 

a j =l j=\ 


(E.23) 
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Ejemplo 4.2 


Cuando se utiliza la condición inicial x(t = 0) = x 0 en la ecuación (E.23), obtenemos 


Xq = C H- X¡ sen (/> ¡ + ^ Y¡ eos </>,- 

0 7=1 ' 7=1 


(E.24) 


la cual da 


C = x 0 -h 2 Xj sen </>j — ^ K, eos <fi , 


fl F=1 


7 = 1 


(E.25) 


Por lo tanto, la solución total de la ecuación (4.5) es 


<t) = 


*0 -1- 2 Xj sen <pj — ^ cos </>/ 

a 7=1 7=1 


+ S-’O sen ("d' - 4>j) + ^Yj cos(to d t - <j)y) 
7=1 7=1 


(E.26) 


Las características de la respuesta del sistema se pueden estudiar si consideramos un tipo más simple de fun¬ 
ción forzada mediante el ejemplo siguiente. 


Respuesta de un sistema de primer orden 

Determine la respuesta de un sistema resorte-amortiguador, semejante al que se muestra en la figura 4.1 (a) con 
la ecuación de movimiento: 


x + 1.5jc = 7.5 + 4.5 cos t + 3 sen 5í 
Suponga la solución inicial como x(t = 0) = 0. 

Solución: La ecuación de movimiento del sistema está dada por 

x + 1.5x = 7.5 + 4.5 cos t + 3 sen5t (E.l) 

Primero hallamos la solución de la ecuación diferencial considerando un término forzado a la vez dado en 
el lado derecho de la ecuación (E.l) y luego sumamos las soluciones para determinar la solución total de la 
ecuación (E.l). Para el término constante, la ecuación a resolver es 

i: + 1.5jc = 7.5 (E.2) 

La solución de la ecuación (E.2) es x(t) = 7.5/1.5 = 5. Para el término coseno, la ecuación a resolver está 
dada por 


x + l.5x = 4.5 cos t (E.3) 

Utilizando la solución de estado estable indicada en la ecuación (E.21) del ejemplo 4.1, expresamos la solución 
de la ecuación (E.3) como 


x(t) = Y cos(í — <f>) 


(E.4) 
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donde 


4.5 

V(1.5) 2 + (l) 2 


4.5 

,_ = 2.4961 

V3.25 


y 


cj) = tan 



0.5880 rad 


(E.5) 


(E.6) 


Asimismo, para el término seno, la ecuación a resolver es 

i + 1.5r = 3sen5f (E.7) 

Aplicando la solución de estado estable indicada en la ecuación (E.4) del ejemplo 4.1, expresamos la solución 
de la ecuación (E.7) como 

x(t) = X sen(5f — (/>) (E.8) 


donde 


y 


3 3 

X = . = = , ~ = 0.5747 

V (1.5) 2 + (5) 2 V27.25 


(E.9) 



1.2793 rad 


(E. 10) 


Por lo tanto, la suma de las soluciones de las ecuaciones (E.2), (E.3) y (E.7) da la solución particular total de 
la ecuación (E.l): 

x{t) = 5 + 2.4961 eos(í - 0.5880) + 0.5747 sen(5f - 1.2793) (E. 11) 
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La función forzada dada por la expresión del lado derecho en la ecuación (E. 1) y la respuesta de estado estable 
del sistema dado por la ecuación (E. 11) se muestran gráficamente en la figura 4.3. Los dos primeros términos de 
la respuesta (dados por los primeros dos términos del lado derecho de la ecuación (E. 11) también se muestran 
en la figura 4.3. Se ve que el sistema no filtra el término constante. Sin embargo, sí filtra la frecuencia baja 
(término coseno) hasta cierto grado y la alta frecuencia (término seno) a un grado mayor. 


Sistemas de 
segundo orden 


Sométase un sistema de resorte-masa-amortiguador, figura 4.2(a), a una fuerza periódica. Éste es un 
sistema de segundo orden porque la ecuación rectora es una ecuación diferencial de segundo orden: 

m'x + ex + kx = f(t) (4.7) 


Si la función forzada/(í) es periódica, se puede expresar en la forma de serie de Fourier de modo 
que la ecuación de movimiento se convierta en 


a 00 00 

mx + ex + kx = F{t ) =-1- eos ja>t + sen ja>t 

2 1=1 7=1 ' 

La determinación de la solución de la ecuación (4.8) se ilustra en el ejemplo 4.3. 


(4.8) 


Ejemplo 4.3 Respuesta de un sistema de segundo orden sometido 
a una fuerza periódica 


Determine la respuesta de un sistema de resorte-masa-amortiguador sujeto a una fuerza periódica con la ecua¬ 
ción de movimiento dada por la ecuación (4.8). Suponga las condiciones iniciales como cero. 

Solución: El lado derecho de la ecuación (4.8) es una constante más una suma de funciones armónicas. 
Utilizando el principio de superposición, la solución de estado estable de la ecuación (4.4) es la suma de las 
soluciones de estado estable de las siguientes ecuaciones: 


... a 0 

mx + ex + kx = — 

2 

mx + ex + kx = cij eos ja>t 
m'x + cic + kx = bj sen jojt 

Observando que la solución de la ecuación (E.l) está dada por 

a o 


x P (t ) = 


2 k 


(E.l) 

(E.2) 

(E.3) 


(E.4) 


y, utilizando los resultados de la sección 3.4, las soluciones de las ecuaciones (E.2) y (E.3) se expresan, res¬ 
pectivamente, como 


x p {t) 


x p(t) 


(üj/k) 

V (1 - fr 2 ) 2 + (2 £jr? 
( b j/k) 

V(1 - fr 2 ) 2 + (2{pf 


eos (jcot 


sen (jcot 


Qj) 


<t>j) 


(E.5) 


(E.6) 
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Ejemplo 4.4 


donde 


*>•“' \l-¡V 


-I i Ui’ 


Por lo tanto, la solución de estado estable completa de la ecuación (4.8) es resultado de 

( aj/k) 


, > flO , VI 

(o = ^ + 2 


2k j= 1 V (1 - A 2 ) 2 + {2Zjrf 

+ ” (W 
+ 7=1 V (1 - A 2 ) 2 + ( 2 £ y >) 2 


cos( j(Ot — <f>j) 


sen(y'tuf - 


(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 


Se ve por la solución de la ecuación (E.9), que la amplitud y desplazamiento de fase correspondientes al 
término j-ésimo dependen de j. Si jco — &>„, para cualquier j, la amplitud del armónico correspondiente será 
comparativamente grande. Esto será particularmente cierto con valores pequeños de j y £. Además, a medida 
que j crece, la amplitud se reduce y los términos correspondientes tienden a cero. Por lo tanto, los primeros 
términos breves suelen ser suficientes para obtener la respuesta con una razonable exactitud. 

La solución dada por la ecuación (E.9) indica la respuesta de estado estable del sistema. La parte tran¬ 
sitoria de la solución que surge de las condiciones iniciales también se puede incluir para hallar la solución 
completa. Para esto tenemos que evaluar las constantes arbitrarias fijando el valor de la solución completa y 
sus derivadas a los valores especificados de desplazamiento inicial ,r(0) y la velocidad inicial i(0). El resultado 
es una expresión complicada para la parte transitoria de la solución total. 


Vibración periódica de una válvula hidráulica 

En el estudio de las vibraciones de válvulas utilizadas en sistemas de control hidráulico, la válvula y su vástago 
elástico se modelan como un sistema amortiguado de resorte-masa, como se muestra en la figura 4.4(a). Ade¬ 
más de la fuerza del resorte y de la fuerza de amortiguamiento, existe una presión de fluido sobre la válvula 
que cambia con la cantidad de apertura o cierre de la válvula. Encuentre la respuesta de estado estable de la vál¬ 
vula cuando la presión en la cámara varía como se indica en la figura 4.4(b). Suponga que k = 2500 N/m, 
c = 10 N-s/m y m — 0.25 kg. 

Solución: La válvula se puede considerar como una masa conectada a un resorte y un amortiguador por un 
lado y sometida a una función forzada F(f) por el otro. La función forzada se expresa como 


F(t) = Ap{t) 


(E.l) 


donde A es el área de sección transversal de la cámara, dada por 


A = 


tt(50) 2 

4 


625 ir mm 2 = 0.00062577 m 2 


(E.2) 
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p(t) = presión, Pa 



Figura 4.4 Vibración periódica de una válvula hidráulica. 


y p{t) es la presión que actúa sobre la válvula en cualquier instante t. Como p{t) es periódica con periodo r = 2 
segundos y A es una constante, F(f) también es una función periódica de periodo r = 2 segundos. La frecuen¬ 
cia de la función forzada es co = (2tt/t) = tt rad/s. F(t) se expresa en la forma de una serie de Fourier como 

a 0 

F(t) = — + a¡ eos wt + fl 2 eos 2wt + 

+ b\ sen (ot + b2sen2tot + (E.3) 


donde las ecuaciones (4.2) y (4.3) dan cij y b ; . Como la función F(t) está dada por 


F(t) 


Í 50,000Ar durante 0 t =S — 

2 

50,000A(2 — t) durante — =S t ^ r 


(E.4) 


los coeficientes de Fourier a- y b¡ se calculan con ayuda de las ecuaciones (4.2) y (4.3): 


fl 0 


ni n 2 

50,000Aír/t + / 50,000A(2 - t)dt 


= 50,000A 


a i = 


50,000A? eos TTtdt + / 50,000A(2 — t) eos irtdt 


b i = - 


2 X 10V4 

TT 2 

ni 


50,000At sen ntdt + / 50,000A(2 — t ) sen ntdt 


= 0 


a 2 = 


50,000A? eos 2ttí dt + / 50,000A(2 — t)cos2TTtdt 


= 0 


(E.5) 


(E.6) 

(E.7) 

(E.8) 
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Z?2 = — 

2 2 

2 

a 3 = — 


y 50,000Aí sen 2TTtdt + J 50,000A(2 — t) sen 2 t7í rif 
y 50,000Aí eos 3 - 77 /t/í + y 50,000A(2 — t)cos3Trtdt 


= 0 


(E.9) 


2 X 10 5 A 
9tt 2 


(E.10) 


b, = 


y 50,000A? sen 3 - 7 ríí/í + j 50,000A(2 — t)sen3TTtdt 


= 0 


(E. 11) 


Del mismo modo, obtenemos a 4 = a 6 = = b 4 = b¡ = b 6 = ... = 0. Considerando sólo los primeros tres 

armónicos, la función forzada se puede escribir de forma aproximada como: 

, , 2 X 10 5 A 2 X 10 5 A 

F(t) — 25,000A---eos cot --—eos 3 cot (E. 12) 

TT 2 9 tt 2 

La respuesta de estado estable de la válvula a la función forzada de la ecuación (E.12) se expresa como 

25,000A (2 X 10 5 A/(&tt- 2 )) 


x p(t) = 


k V (1 - r 2 ) 2 + (2(r) 2 
(2 X 10 5 A/(9jfcTT 2 )) 
V (1 - 9r 2 ) 2 + ( 6 ^r ) 2 


COS (tüt — </>]) 

eos (3 cot — (fii) 


(E. 13) 


La frecuencia natural de la válvula está dada por 




= 100 rad/s 


y la frecuencia forzada la da 


(E. 14) 


2tt 2t t 

íl> = — = — = tt rad/s 

T 2 


Por lo tanto, la relación de frecuencia se obtiene: 


r 


(O TT 

CO n 100 


0.031416 


(E. 15) 


(E. 16) 


y la relación de amortiguamiento: 

c_ _ c _ 10.0 

^ ~ c c ~ 2mw„ ~ 2(0.25) (100) 


Los ángulos de fase <f>¡ y <^3 se calculan como sigue: 

2 ir 


<f> 1 = tari 


-1 


= tan 


-1 


1 - ri 

2 X 0,2 X 0,031416 \ 

1 - 0.031416 2 / 


= 0.0125664 rad 


(E. 17) 


(E. 18) 
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Ejemplo 4.5 


y 


' (rV) 

, Í6 X 0.2 X 0.03141ó\ 

= tan -1 -— = 0.0380483 rad 

V 1 - 9(0.031416) 2 J 


De acuerdo con las ecuaciones (E.2) y (E. 14) a (E. 19), la solución se escribe como 

x p {t) = 0.019635 - 0.015930 eos (ttí - 0.0125664) 

~ 0.0017828 cos(3 irt - 0.0380483) m 


(E-19) 


(E.20) 


Respuesta total bajo excitación armónica de la base 

Encuentre la respuesta total de un sistema viscosamente amortiguado de un solo grado de libertad sometido a 
excitación armónica de la base con los siguientes datos: m = 10 kg, c = 20 N-s/m, k = 400 N/m, y(í) = 0.05 
sen 5 1 m, x 0 — 0.02 m, x Q = 10 m/s. 

Solución: La ecuación de movimiento del sistema la da (vea la ecuación (3.65): 

mx + ex + kx = ky + cy = kY sen cot + ccoY eos cot (E.l) 


Observando que la ecuación (E.l) es semejante a la (4.8) con a 0 = 0, a¡ = ccoY, ¿q = kY, y a¡ = b¡ = 0; i = 2, 
3,..., la respuesta de estado estable del sistema se expresa, utilizando la ecuación (E.9) del ejemplo 4.3, como 


x Jt) = 


1 


V(1 - r 2 ) 2 + (2£r) 2 


a \ 

— coslíuf — 4>i) 3-senfíuí — (/>]) 

k k 


(E.2) 


Para los datos dados, encontramos 


Y= 0.05 m, o = 5 rad/s, io n = 


m 

c 


4000 

10 


= 20 rad/s 


20 


lo 5 ^_ c _ 

w n 20 ’ c c 2 Vkm 2V 7 (4000) (10) 


= 0.05 


(o d = Vi - £ 2 w n = 19.975 rad/s 

q = ccoY = (20) (5) (0.05) = 5, b x = kY = (4000) (0.05) = 200 

2 ír 


<{>1 = tan 1 


(2 (0.05) (0.25) \ 

. = tan -r— I = 0.02666 rad 

1 - r 2 J \ 1 - (0.25) 2 / 


V(1 - r 2 ) 2 + (2ir) 2 = V(1 - 0.25 2 ) 2 + (2 ( 0.05) (0.25)) 2 = 0.937833. 
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Enseguida se da la solución de la ecuación homogénea (vea la ecuación 2.70)): 

Xh(t) = X 0 e~^ a, " t eos (íojt — 4> o) = X 0 e~' eos (19.975 1 — 4>o) (E.3) 


donde X 0 y <f> Q son constantes desconocidas. La solución total se puede expresar como la superposición de 

x h (í) y V0 como 


jc(í) = X 0 e~' eos(19.975 1 


0o) + 


1 

0.937833 


-cos(5 1 — ó,) + ——sen(5í — ó¡) 

4000 v ’ 4000 v 


= X 0 e~‘ eos(19.975 1 - fa) + 0.001333 cos(5r - 0.02666) 
+ 0.053314 sen(5í - 0.02666) 


(E.4) 


donde las incógnitas X 0 y <f> 0 se pueden hallar a partir de las condiciones iniciales. La velocidad de la masa se 
expresa con la ecuación (E.4) como 


x(t) = —(í) = —X 0 e~ r eos (19.975í - </> 0 ) - 19.975X 0 e“ f sen(19.975 1 - <¡> 0 ) 
dt 

- 0.006665 sen(5 1 - 0.02666) + 0.266572 eos (5f - 0.02666) (E.5) 

Utilizando las ecuaciones (E.4) y (E.5), encontramos 

x 0 = x(t = 0) = 0.02 = Vo eos (f> 0 + 0.001333 cos(0.02666) - 0.053314 sen(0.02666) 


o 


X 0 eos <f >o = 0.020088 


(E.6) 


y 


x 0 = x(t = 0) = 10 = —X 0 eos <fio + 19.975X 0 sen^o 
+ 0.006665 sen(0.02666) + 0.266572 eos (0.02666) 


o 


— X 0 cos(f> 0 + 19.975 sen</> 0 = 9.733345 


(E.7) 


La solución de las ecuaciones (E.6) y (E.7) da por resultado X 0 = 0.488695 y (f> 0 = 1.529683 rad. Por lo tanto, 
la respuesta total de masa sometida a excitación de la base, en metros, está dada por 

x(t) = 0.488695^“' eos (19.975 1 - 1.529683) 

+ 0.001333 eos (5 1 - 0.02666) + 0.053314 sen(5 1 - 0.02666) (E.8) 


Nota'. La ecuación (E.8) se traza en el ejemplo 4.32. 
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4.3 Respuesta bajo una fuerza periódica 
de forma irregular 


En algunos casos, la fuerza que actúa en un sistema puede ser bastante irregular y se puede determi¬ 
nar sólo experimentalmente. Ejemplos de tales fuerzas incluyen las fuerzas inducidas por el viento 
y los sismos. En esos casos, las fuerzas estarán disponibles en forma gráfica y no se puede encontrar 
ninguna expresión analítica para describir F(t). En ocasiones, el valor de F(t) puede estar disponible 
sólo en algunos puntos discretos í¡, t 2 ,..., t N . En todos los casos es posible encontrar los coeficientes 
de Fourier por medio de un procedimiento de integración numérica, como se describe en la sección 
1.11. Si F¡, F 2 ,..., F n indica los valores de F(t) en q, t 2 ,.... t N , respectivamente, donde N implica un 
número par de puntos equidistantes en un periodo t(t = NAt), como se muestra en la figura 4.5, la 
aplicación de la regla trapezoidal [4.1] da por resultado 


a o = 


2 _ 

N 


N 


i= 1 


(4.9) 


2 ^ 2 jTTti 

Oj = ñZ/i™—’ 


b ‘ - íl * 


sen- 


2jTTt¡ 


j = 1,2,.. 

j = 1,2, .. 


(4.10) 

(4.11) 


Una vez conocidos los coeficientes de Fourier <7 0 , a / y b¡, la respuesta de estado estable del sistema 
se determina utilizando la ecuación (4.9) con 


r = 



(4.12) 



Ejemplo 4.6 Vibración de estado estable de una válvula hidráulica 


Encuentre la respuesta de estado estable de la válvula del ejemplo 4.4 si las fluctuaciones de presión en la 
cámara son periódicas. A continuación se dan los valores de presión medidos a intervalos de 0.01 segundos 
en un ciclo. 
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Tiempo, /[ 
(segundos) 

0 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

0.06 

0.07 

0.08 

0.09 

0.10 

0.11 

0.12 

Pi = P(t¡) 
(kN/m 2 

0 

20 

34 

42 

49 

53 

70 

60 

36 

22 

16 

7 

0 


Solución: Como las fluctuaciones de presión sobre la válvula son periódicas, el análisis de Fourier de los 
datos de presión dados en un ciclo da 

p(t) = 34083.3 - 26996.0 eos 52.36/ + 8307.7 sen 52.36/ 

+ 1416.7 eos 104.72/ + 3608.3 sen 104.72/ 

- 5833.3 eos 157.08/ - 2333.3 sen 157.08/ + ... N/m 2 m i ^ 


(Vea el ejemplo 1.20). Otras cantidades necesarias para el cálculo son 

2t t 2t t 

cú = — = - = 52.36 rad/s 

r 0.12 

w n = 100 rad/s 

w 

r= — = 0.5236 

(O n 

c = 0.2 

A— 0.000625tt m 2 


4>i 



tan' 


/ 2 X 0,2 X 0,5236 \ 
V 1 - 0.5236 2 ) 


4*2 



Í4 X 0.2 X 0.5236 
V 1 - 4 X 0.5236 2 


4* 3 



tan 


/ 6 X 0,2 X 0,5236 
V 1 - 9 X 0.5236 2 


16.1° 

= -77.01° 


-23.18° 


La respuesta de estado estable de la válvula se expresa, utilizando la ecuación (E.9) del ejemplo 4.3, como 


, , 34083.3A (26996.0 A/k) 

x (t) =--- / 9,9 o cos (52.36/ - 4> { ) 

k V(1 - r 2 ) 2 + (2 ir) 2 

(8309.7A/fc) 


V (1 - r 2 ) 2 + ( 2 ^r ) 2 
(1416.7A/C) 

V(1 - 4r 2 ) 2 + (4 ¿>) 2 
(3608.3 A/k) 

V(1 ~ 4r 2 ) 2 + (4^r ) 2 
(5833.3A/*) 

V (1 - 9r 2 ) 2 + ( 6 £r ) 2 
(2333.3 A/k) 

V(1 - 9r 2 ) 2 + ( 6 £rf 


sen(52.36/ — 4> i) 
cos(104.72/ — <¡> 2 ) 

sen (104.72/ — 4*2) 

cos( 157.08/ — (pi ,) 
sen( 157.08/ — 4* 3 ) 
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4.4 Respuesta bajo una fuerza no periódica 


Hemos visto que las fuerzas periódicas de cualquier forma de onda general se pueden representar me¬ 
diante series de Fourier como una superposición de componentes armónicos de varias frecuencias. 
La respuesta de un sistema lineal se encuentra superponiendo la respuesta armónica a cada una de 
las fuerzas de excitación. Cuando la fuerza de excitación F(t) es no periódica, como la producida 
por la onda expansiva de una explosión, se requiere un método diferente de calcular la respuesta. Se 
pueden utilizar varios métodos para hallar la respuesta del sistema a una excitación arbitraria. Al¬ 
gunos de estos métodos son los siguientes: 

1. Representar la excitación por medio de una integral de Fourier. 

2 . Utilizar el método de integral de convolución. 

3 . Utilizar el método de transformadas de Laplace 

4 . Integrar numéricamente las ecuaciones de movimiento (solución numérica de ecuaciones dife¬ 
renciales). 

En las siguientes secciones expondremos los métodos 2, 3 y 4. (Los métodos numéricos también se 
consideran en el capítulo 11 en el sitio web de este libro). 


4.5 integral de convolución 


Por lo común, la magnitud de una fuerza de excitación no periódica varía con el tiempo; actúa 
durante un periodo especificado y luego cesa. La forma más simple es la fuerza impulsiva, la cual 
es de una gran magnitud F y actúa durante un tiempo muy corto Ai. Por la dinámica sabemos que 
el impulso se puede medir si se encuentra el cambio de momento (o cantidad de movimiento) del 
sistema que provoca [4.2]. Si ij y x 2 indican las velocidades de la masa m antes y después de la 
aplicación del impulso, tenemos 


Impulso = F At = mx 2 ~ mx¡ 


(4.12) 


Designando la magnitud del impulso FAt como F, podemos escribir, en general. 


F = 



(4.13) 


Un impulso unitario que actúa en t = 0(/) se define como 


/ 


r t+\t 


lím / F dt = F dt = 1 

A ?— *0 J, 


(4.14) 


Se ve que para que F dt tenga un valor finito, F tiende a infinito (puesto que dt tiende a cero). 

El impulso unitario, / = 1, que actúa en t = 0, también se indica por medio de la función delta 
Dirac como 


f=im = s(o 


(4.15) 
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Respuesta 
a un impulso 


y el impulso de magnitud F, que actúa en t = 0, se indica como 1 

F = FS(t ) (4.16) 

Primero consideramos la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad a una excitación de 
impulso; este caso es importante al estudiar la respuesta ante excitaciones más generales. Considere 
un sistema de resorte-masa viscosamente amortiguado sometido a un impulso unitario en t = 0, 
como se muestra en las figuras 4.6(a) y (b). Para un sistema no amortiguado, la solución de la 
ecuación de movimiento 


m'x + ex + kx = 0 


la da la ecuación (2.72) como 


donde 


, , I JCn + ¿(0„Xri 

x(t) = e ^ | xq eos H-senw¿í| 


i 


c 

2 mcü n 


(O d 


0>nV 1 - f 





Figura 4.6 Un sistema de un solo grado de libertad sometido a un impulso. 


(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 


'El impulso unitario,/, que actúa en f = 0, también se indica por medio de la función delta Dirac, S(í). Las propiedades de 
la función delta Dirac en el tiempo t = r, indicada como S(t — t), son 

S(í — r) = 0 para t # r; 



1 , 



r)F(t) dt 


F(t) 


donde 0 < t < oo. Por lo tanto, un impulso de magnitud F, que actúa en t = r se puede indicar como F(t) = F8(t — r). 
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Si la masa está en reposo antes de que se aplique el impulso unitario (x = x = 0 para t < 0 o en 
t = O - ), obtenemos, de la relación de impulso-cantidad de movimiento, 

Impulso = /= 1 = mx (t = 0) — mx(t = 0 _ ) = mx q (4.22) 

Por lo tanto, las condiciones iniciales están dadas por 

x{t = 0) = x 0 = 0 (4.23) 

i(f = 0) = i 0 = ^ (4.24) 

De acuerdo con las ecuaciones (4.23) y (4.24), la ecuación (4.18) se reduce a 

x(t) = g(t) = -sen a> d t (4.25) 

mco d 

La ecuación (4.25) da la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad a un impulso unitario, 
la cual también se conoce como función de respuesta de impulso, simbolizada por g(t). La función 
g(t), ecuación (4.25), se muestra en la figura 4.6(c). 

Si la magnitud del impulso es F en lugar de la unidad, la velocidad inicial x 0 es F/m y la res¬ 
puesta del sistema se convierte en 

Y¿~í w yf 

x(t ) = -sen cu d t = Fg(t ) (4.26) 

mco d 

Si el impulso F se aplica en un tiempo arbitrario t = r, como se muestra en la figura 4.7(a), modifi¬ 
cará la velocidad cuando t = t por una cantidad F/m. Suponiendo que x = 0 hasta que se aplica el 
impulso, la ecuación (4.26) da el desplazamiento x en cualquier tiempo subsiguiente t, provocado 



Figura 4.7 Respuesta de impulso. 
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por un cambio de la velocidad en el tiempo r, con t reemplazado por el tiempo transcurrido después 
de la aplicación del impulso; es decir, t — t. Por lo tanto, obtenemos 

x(t) = Fg(t - r) (4.27) 


Esto se muestra en la figura 4.7(b). 


Ejemplo 4.7 


Respuesta de una estructura sometida a impacto 


En la prueba de vibración de una estructura se utiliza un martillo de impacto con una celda de carga para 
medir la fuerza del impacto, como se muestra en la figura 4.8(a). Suponiendo que m — 5 kg, k = 2000 N/m, 
c = 10 N-s/m y F = 20 N-s, encuentre la respuesta del sistema. 


Solución: Con los datos conocidos podemos calcular 


(O 


n 



2000 


20 rad/s, 


c _ c _ 10 

c 2\4m 2\/2000(5) 


co d = Vi - í 2 co n = 19.975 rad/s 

Suponiendo que se da el impacto en el instante t = 0, obtenemos (con la ecuación (4.26)) la respuesta del 
sistema como 


e ~t<Ont 

x¡(t) = F - sencüjt 

moj ri 


20 

(5) (19.975) 


e - 0.05(20)f senl9 _ 975f = o.20025e _í sen 19.975t m 


Nota: La gráfica de la ecuación (E. 1) se muestra en el ejemplo 4.33. 


(E.l) 




(b) 


t 


t 


Figura 4.8 Prueba estructural 
empleando un martillo de 
impacto. 
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Ejemplo 4.8 


Respuesta a 
una condición 
forzada 
general 


Respuesta de una estructura sometida a un doble impacto 

En muchos casos, impartir sólo un impacto a la estructura con un martillo de impacto es difícil. En ocasiones 
ocurre en un segundo impacto después del primero, como se muestra en la figura 4.8(b), y la fuerza aplicada, 
F(t ), se expresa como 


F(f) = F¡ 8{t) + F 2 8(t - t) 

donde S(t ) es la función delta Dirac y t indica el tiempo entre dos impactos de magnitudes F : y F 2 . Para una 
estructura con m = 5 kg, k = 2000 N/m, c = 10 N-s/m y F(f) = 20 8(t) + 10S(f- 0.2) N, encuentre la respuesta 
de la estructura. 

Solución: Con los datos conocidos, hallamos que <u„ = 20 rad/s (vea la solución del ejemplo 4.7), £ = 0.05 y 
í o d = 19.975 rad/s. La ecuación (E. 1) del ejemplo 4.7 da la respuesta producida por el impulso F¡ S(f), mientras 
que la respuesta producida por el impacto F 2 8(t - 0.2) se determina con las ecuaciones (4.27) y (4.26) como 

e -f“n (»-t) 

x 2 {t) = F 2 -sen&j rf (í - r) (E.l) 

mo)d 


Para r = 0.2, la ecuación (E.l) se escribe como 

* 2(0 = (5 ) (19 975) e~ 005(20)(f ~°' 2) senl9.975(t - 0.2) 

= 0.100125e _(, “°- 2) senl9.975(í - 0.2); t > 0.2 (E.2) 

Utilizando la superposición de las dos respuestas jq(f) y x 2 (t), la respuesta a consecuencia de dos impactos, en 
metros, se expresa como 


x(t) 


0.20025e _í sen 19.975í; 0 < t < 0.2 

0.20025e _r sen!9.975r + 0.100125e _(,_a2) senl9.975(í - 0.2); í > 0.2 


(E.3) 


Nota: La gráfica de la ecuación (E.3) se muestra en el ejemplo 4.33. 


Ahora consideramos la respuesta del sistema sometido a una fuerza externa arbitraria F(f), mostra¬ 
da en la figura 4.9. Se puede suponer que esta fuerza se compone de una serie de impulsos de mag¬ 
nitud variable. Suponiendo que en el tiempo t, la fuerza F(t) actúa en el sistema durante un corto 
periodo de tiempo At, el impulso que actúa en el tiempo í= res F(r) Ar. En cualquier tiempo t, 
el tiempo transcurrido a partir del impulso es t — t, de modo que la ecuación (4.27) da la respuesta 
del sistema en el tiempo t debido a este impulso solo con F = F(t ) At: 

A x{t) = F(r) Arg(/ — r) (4.28) 

La respuesta total en el tiempo t se encuentra sumando todas las respuestas producidas por los im¬ 
pulsos elementales que actúan en todos los tiempos t: 


x(t) - 2 F ( T )s(t ~ t) At 


(4.29) 
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Respuesta 
excitación 
la base 


m 



Figura 4.9 Función forzada arbitraria (no periódica). 


Si Ar ->0 y reemplazamos la suma por la integración, obtenemos 

x(t ) = í F(r)g(t — t) dr (4.30) 

J o 

Sustituyendo la ecuación (4.25) en la ecuación (4.30), obtenemos 

x{t) = - f í’(T)e _ ^‘ ü "( í_T ) senca (í (í — t) dr (4.31) 

m<o d J o 

la cual representa la respuesta de un sistema subamortiguado de un solo grado de libertad a la ex¬ 
citación arbitraria F(t). Observe que la ecuación (4.31) no considera el efecto de las condiciones 
iniciales del sistema, porque se supone que la masa está en reposo antes de la aplicación del impul¬ 
so, como lo implican las ecuaciones (4.25) y (4.28). La integral en la ecuación (4.30) o ecuación 
(4.31) se conoce como integral de convolución o de Duhamel. En muchos casos la función F(t) 
tiene una forma que permite una integración explícita de la ecuación (4.31). Si tal integración no es 
posible, podemos evaluarla numéricamente sin mucha dificultad, como se ilustra en la sección 4.9 
en el capítulo 11. En la referencia [4.6] se da una discusión elemental de la integral de Duhamel en 
el análisis de vibración. 


Si un sistema de resorte-masa-amortiguador se somete a una excitación de la base arbitraria descrita 
por su desplazamiento, velocidad o aceleración, la ecuación de movimiento se expresa en función 
del desplazamiento relativo de la masa z = x - y como sigue (vea la sección 3.6.2): 

mz + cz + kz = —my (4.32) 


Ésta es semejante a la ecuación 


mx + ex + kx = F (4.33) 

con la variable z reemplazando a x y el término —my reemplazando la función forzada F. Por con¬ 
siguiente todos los resultados derivados para el sistema excitado por una fuerza son aplicables al 
sistema excitado por la base también para z cuando —my reemplaza al término F. Para un sistema 
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Ejemplo 4.9 


no amortiguado sometido a excitación de la base, el desplazamiento relativo se determina con la 
ecuación (4.31): 


z(f) 




V(t) 




sen«¿(í — t) út 


(4.34) 


Fuerza gradual sobre una máquina compactadora 


En la figura 4.10(a) se muestra una máquina compactadora, modelada como un sistema de un solo 
grado de libertad. La fuerza que actúa en la masa m (m incluye las masas del pistón, la plataforma 
y el material que se está compactando) debido a una aplicación repentina de la presión se puede 
idealizar como una fuerza gradual, como se muestra en la figura 4.10(b). Determine la respuesta 
del sistema. 


m 



F(t) 


x(t) 



[1 


Pistón 

Cilindro 



_Material que se 

está compactando 

]-«— Plataforma 




(a) 



x(t) 



t 


t 


Figura 4.10 Fuerza gradual aplicada a una máquina compactadora. 
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Solución: Dado que la máquina compactadora se modela como un sistema de masa-resorte-amortiguador, 
el problema es encontrar la respuesta de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad sometido a una 
fuerza gradual. Observando que F{t) = F 0 , podemos escribir la ecuación [4.31] como 


donde 


F í* 

(f) = —— / ( ,-T ) sen co¿(t — t) dr 

mo>dJo 


Jx 

nicüd 

Fq 

m( °d 

Fo 

k 




1 - 


Vi - r 


fíu„ sen u>¡¡(t — r) + w d eos (o d (t — t) 

(í w „) 2 + W 


• e eos(&vf — 4>) 


= tan 


Vi - c 


(E.l) 


(E.2) 


Esta respuesta se muestra en la figura 4.10(c). Si el sistema es no amortiguado (£ = 0, co d = co n ), la ecuación 
(E.l) se reduce a 


x(t) 



eos Cü n t] 


(E.3) 


La ecuación (E.3) se muestra gráficamente en la figura 4.10(d). Se ve que si la carga se aplica de forma ins¬ 
tantánea a un sistema no amortiguado, se obtendrá un desplazamiento máximo de dos veces el desplazamiento 
estático, es decir, x mix = 2 F 0 /k. 


Ejemplo 4.10 


Fuerza gradual aplicada con demora 


Encuentre la respuesta de la máquina compactadora que se muestra en la figura 4.10(a) cuando se somete a la 
fuerza mostrada en la figura 4.11. 


Solución: Dado que la función forzada se inicia en t = f 0 en lugar de en t = 0. la respuesta se obtiene con la 
ecuación (E.l) del ejemplo 4.9 reemplazando t por t — t 0 . Esto da 


jc(í) = 


kV 1 - C 2 


Vi - C 2 - e ÍM " ( ' ' o) cos{íü rf (f - t 0 ) - </)} 


Si el sistema es no amortiguado, la ecuación (E.l) se reduce a 


x(t) = y[l - coso>„(í - f 0 )] 


(E.l) 


(E.2) 


F(t) 

Fq - 


- 1 -► t 

*0 


O 


Figura 4.11 Fuerza gradual aplicada con una demora. 
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Ejemplo 4.11 


Carga pulsante rectangular 


Si la máquina compactadora de la figura 4.10(a) se somete a una fuerza constante sólo durante el tiempo 
0 < t < í 0 (figura 4.12a), determine la respuesta de la máquina. 


m 

F 0 


0 


>o 

(a) 


t 


Fi(f) 

+F 0 


ut) 


o 


r 


0 


>o 


t 


-/•n 


(b) 
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Ejemplo 4.12 


Solución: La función forzada dada, F(t), se puede considerar como la suma de una función escalonada F^t) 
de magnitud + F 0 que se inicia en t = 0 y una segunda función escalonada F 2 {t) de magnitud — F 0 que se inicia 
en el tiempo t — t 0 como se muestra en la figura 4.12(b). 


Por lo tanto, la respuesta del sistema se obtiene restando la ecuación (E.l) del ejemplo 4.10 de 
la ecuación (E.l) del ejemplo 4.9. Esto da 


x{t) 


Fpe -^" 1 

kV 1 - c 2 


COS (íU f /í 


4>) + e ía>nt ° cos{(o d (t 


to ) 



(E.l) 


con 


<fi = tan 



(E.2) 


Para ver gráficamente la respuesta de vibración, consideramos el sistema como no amortiguado, de modo que 
la ecuación (E.l) se reduce a 


x(t) 


Fp 

k 


COS <M„(í 


to) 


COS (ú n t 


(E.3) 


La respuesta se muestra en la figura 4.12(c) para dos anchos de pulso diferentes de t 0 para los siguientes datos 
(problema 4.90): m = 100 kg, c = 50 N-s/m, k = 1200 N/m y F 0 = 100 N. Las respuestas serán diferentes en 
los dos casos f 0 < r„/2 y t 0 > t„/ 2, donde t„ es el periodo natural no amortiguado del sistema. Si t 0 > t„/ 2 , 
el pico será mayor y ocurrirá durante la era de vibración forzada (es decir, durante 0 a t 0 ) mientras que el pico 
será menor y ocurrirá en la era de vibración residual (es decir, después de t 0 ) si t 0 > r n /2. En la figura 4.12(c), 
T n = 1.8138 s y el pico correspondiente a íg = 1.5 s es aproximadamente seis veces mayor que el de t 0 = 0.1 s. 


Máquina compactadora sometida a una carga lineal 


Determine la respuesta de máquina compactadora que se muestra en la figura 4.13(a) cuando se aplica una 
fuerza lineal variable (mostrada en la figura 4.13(b) al movimiento de la leva. 

Solución: La fuerza lineal variable que se muestra en la figura 4.13(b) se conoce como la función rampa. Esta 
función forzada se puede representar como F(t) = 8F ■ t, donde SF indica la tasa de incremento de la fuerza 
Fpor unidad de tiempo. Sustituyendo ésta en la ecuación (4.31), obtenemos 

x(t) = - í senoj^fí — r) dr 

rncO'/J o 


— í (t 

mcüdJo 


r)e ^“"6 T ) sene o d (t 


T)(-dr) 


mcú d Jo 


sen (Od(t 


r)(~dr) 


Estas integrales se evalúan y la respuesta se expresa como sigue: 


x(t) 





+ e 


— ¡Jü) n t 




COS (O d t 


M 

• sen a) d t 


l to„ü) d 

JA 


(E.l) 
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Ejemplo 4.13 



m m 




Figura 4.13 Máquina compactadora 
sometida a una fuerza lineal. 


(Vea el problema 4.28). Para una adaptación del sistema, la ecuación (El) se reduce a 

. . SF r 

x(t) =-[tu„f — sen<M„f I (E.2) 

oj„k 

La figura 4.13(c) muestra la respuesta dada por la ecuación (E.2). 


Carga explosiva en la estructura de un edificio 


Una estructura de edificio se modela como un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad (figura 
4.14(a)). Encuentre la respuesta de la estructura si se somete a una carga explosiva representada por el pulso 
triangular mostrado en la figura 4.14(b). 

Solución: La función forzada está dada por 

Fir) - F 0 (l - 
F(t) = 0 


para 0 < r £ íq 
para r > t 0 


(E.l) 

(E.2) 
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Figura 4.14 Estructura de un edificio 
sometida a una carga explosiva. 


La ecuación (4.31) da, para un sistema no amortiguado 

1 


x(t) — - / F(t) senti)„(í — r)dr 

mu,, Jo 


(E.3) 


Respuesta durante 0 £ t £ í 0 : Utilizando la ecuación (E.l) para F(t) en la ecuación (E.3) da 


F o [' ( t 

x(t) =- - / 11-I [sentí),/eos ti)„r — eos co„t sentí),,! - ] t/(ti)„r) 

meor. Jo V t 0 ! 


F ° Í L T I m s 

= —sen&)„f / 1 -I eos &)„t • a (íi)„t) 

k Jo V toj 


Fq f , T I ./ , 

-eos co n t / i- sena)„T • d(to n T) 

k Jo V t 0 


(E.4) 


Observando que la integración por partes da 


t eos (o n T • d ( co n T ) = t sen ti)„r H-eos ti)„r 

co„ 


(E.5) 


t sen co n T • d(co n T) = — t costo,,! - -i -sen co n T 

co„ 


(E.6) 


La ecuación (E.4) se escribe como 


x{t) = —seno),/ 


t 1 1 

sentí),/-sentí),/-eos co„t H- 

f 0 íi)„ío ti),/o 


— eos ti),/ 


r 1 

— eos o > n t + 14-eos ti)„f-sentí),/ 

t 0 co„t Q 


(E.7) 


Simplificando esta expresión, obtenemos 


, , F 0 
x (t) = — 


t 1 

1-eos co„t H-sen co„t 

to <Vo 


(E.8) 
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Respuesta durante t > t 0 : En este caso también utilizamos la ecuación (E.l) para F(r), pero el límite superior 
de integración en la ecuación (E.3) será í 0 , dado que F(t) = 0 durante r > t 0 . Por lo tanto, la respuesta se en¬ 
cuentra a partir de la ecuación (E.7) estableciendo t = t 0 dentro de los paréntesis rectangulares. De esto resulta 


x(t) 


ko¿o 


(1 


eos w„fo) sen w n t — — senado) eos co n t 


(E.9) 


4.6 Espectro de respuesta 


La gráfica que muestra la variación de la respuesta máxima (desplazamiento, velocidad, acelera¬ 
ción o cualquier otra cantidad máxima) con la frecuencia natural (o periodo natural) de un sistema 
de un solo grado de libertad a una función forzada especificada se conoce como espectro de res¬ 
puesta. Dado que la respuesta máxima se traza contra la frecuencia natural (o periodo natural), el 
espectro de respuesta da la respuesta máxima de todos los posibles sistemas de un solo grado de 
libertad. El espectro de frecuencia se utiliza ampliamente en el diseño de ingeniería sísmica [4.2, 
4.5]. Un repaso de literatura reciente sobre espectros de respuesta de choque y sísmica se da en la 
referencia [4.7], 

Una vez disponible el espectro de respuesta correspondiente a una función forzada especifica¬ 
da, simplemente tenemos que conocer la frecuencia natural del sistema para determinar su respues¬ 
ta máxima. El ejemplo 4.14 ilustra la construcción de un espectro de respuesta. 


Ejemplo 4.14 Espectro de respuesta de un pulso senoidal 


Encuentre el espectro de respuesta no amortiguada para la fuerza pulsante senoidal mostrada en la figura 
4.15(a) utilizando las condiciones iniciales x(0) = i(0) = 0. 



Figura 4.15 Espectro de respuesta debido a un pulso senoidal. 
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Solución: 

Método: Encuentre la respuesta y exprese su valor máximo en función de su periodo natural. La ecuación de 
movimiento de un sistema no amortiguado se expresa como 


m'x + kx = F(t ) 


Fq sen cot, 0 < t ^ íq 

0, t Íq 


(E.l) 


donde 

to = — (E.2) 

f 0 

La solución de la ecuación (E.l) se obtiene superponiendo la solución homogénea x c (t) y la solución particular 
x p (t) como 

jc(í) = jc c (í) + x p (t) (E.3) 


Es decir. 


x(t) = A eos oj n t + B sen co„t + 


k — meo 2 


sen <ot 


(E.4) 


donde Ay B son constantes y co n es la frecuencia natural del sistema: 

2t t IT 


(E.5) 


Aprovechando las condiciones iniciales x(0) = i(0) = 0 en la ecuación (E.4), podemos determinar las cons¬ 
tantes Ay B como 

Foco 


A = 0, B = - 


co n {k — meo 2 ) 


Por lo tanto, la solución es 


x(t) = 


F Q /k 


i - {(o/co n y y <o, 


sen cot -sen w„t f, 0 < í < r 0 


la cual se reescribe como 


*(0 

S, 


1 


St 1 - í 

2 to 


TTí T„ 2l Tt 

sen-sen- 

2 I ?Q 2 ÍQ T n 


donde 


(E.6) 


(E.7) 


0 < t < t 0 


(E.8) 


(E.9) 


La solución dada por la ecuación (E.8) es válida sólo durante el periodo de aplicación de la fuerza, 0 £ t £ t 0 . 
Dado que no hay ninguna fuerza aplicada durante t > t 0 , la solución se expresa como una solución de vibración 
libre: 

x(t) = A' eos co„t + B' sene o n t. 


t > t 0 


(E.10) 
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donde las constantes A' y B' se encuentran utilizando los valores de x(t = t 0 ) y x(t = í 0 ), dados por la ecuación 
(E.8), como condiciones iniciales durante la duración t > t 0 . Esto da 


x(t = t Q ) = 


T n 2,7TtQ 

— sen- 

2*o T n 


— A' eos o) n t o + B' sen (o n tQ 


(E.ll) 


, 77 77 277í 0 

X(t = f 0 J = Cf<-eos - 

' ÍQ t 0 T n 


donde 


(E.12) 


J st 


(E. 13) 


Las ecuaciones (E.ll)y(E.12)se pueden resolver para encontrar A! y B' como 


077 077 

A = -sen<u„í 0 , B =-[1 + eos co n t 0 \ 

ÜJ nk) "n f 0 


(E. 14) 


Las ecuaciones (E.14) se pueden sustituir en la ecuación (E.10) para obtener 


x(t) ( T nAo) 


2 1 - (r n /2t o y 


sen 2 77 




1 n 1 n 


— sen 277 - 


t > t 0 


(E. 15) 


Las ecuaciones (E.8) y (E. 15) dan la respuesta del sistema en forma no dimensional; es decir, Jc/5 est se expresa 
en función de t/r n . Por lo tanto, para cualquier valor especificado de t 0 /T n , se puede determinar el valor máxi¬ 
mo de x/S est . Cuando este valor máximo de x/S esl se traza contra í 0 /t iv da el espectro de respuesta mostrado 
en la figura 4.15(b). Se observa que el valor máximo de (xá est ) máx — 1.75 ocurre en un valor de t 0 ¡T n — 0.75. 


En el ejemplo 4.14, la fuerza de entrada es simple y por consiguiente se obtuvo una solución de 
forma cerrada para el espectro de respuesta. Sin embargo, si la fuerza de entrada es arbitraria, po¬ 
demos determinar el espectro de respuesta sólo numéricamente. En ese caso, se utiliza la ecuación 
(4.31) para expresar la respuesta pico de un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad 
producida por una fuerza de entrada arbitraria F(t) como 


x(t) 


máx 


?nco n J 0 


F(t) sen co n {t — r) dr 


(4.35) 


4 . 6.1 En el diseño de maquinaria o estructuras sometidas a un sacudimiento del suelo, como el provocado 

por un sismo, es útil el espectro de respuesta correspondiente a la excitación de la base. Si la base 
Espectro de de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad se somete a una aceleración y (í), la ecua- 

respuesta para ción (4.32) da la ecuación de movimiento en función del desplazamiento relativo z = x - y, y la 

excitación de ecuación (4.34) da la respuesta z(t). En el caso de un sacudimiento del suelo, se suele utilizar el 

la base espectro de respuesta de velocidad. Los espectros de desplazamiento y aceleración se expresan 
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entonces en función del espectro de velocidad. Para un oscilador armónico (un sistema no amorti¬ 
guado sobre la vibración libre), nos percatamos que 

•^Imáx CO n X Imáx (4.36) 


y 


-*• I máx (O m X | m áx 


(4.37) 


Por lo tanto, los espectros de aceleración y desplazamiento S a y S d se obtienen en función del es¬ 
pectro de velocidad ( S v ): 


S v 

Sd - , S a - (o n S v (4.38) 

co n 

Para considerar amortiguamiento en el sistema, si suponemos que el desplazamiento máximo 
relativo ocurre después de que ha pasado el pulso de sacudimiento o choque, el movimiento sub¬ 
siguiente debe ser armónico. En ese caso podemos utilizar la ecuación (4.38). La velocidad ficti¬ 
cia asociada con este movimiento armónico aparente se llama pseudovelocidad y su espectro de 
respuesta, S v , se llama pseudoespectro. Los espectros de velocidad se utilizan extensamente en 
análisis de sismos. 

Para encontrar el espectro de velocidad relativa, diferenciamos la ecuación (4.34) y obte¬ 
nemos 2 


z(t) = [ y(r)e f "" (r T) [-£«„ senai¿(f - r) 

UdJ o 

+ u>d eos u>d(t — t)] dr 
La ecuación (4.39) se reescribe como 

g - - 

¿(0 = , Vp 2 + Q 2 sen (w d t - <¿>) 


donde 


V'l - £ 


P = / y(T)e^"" í eos u> c ¡T dr 

Jo 

Q= / y(T)e^ 0> " t sencúdTdr 

Jo 


A Í-(pVi - ? + QC) 

4> = tan 1 s- . — 

l (PC - 2Vi - c 2 ) 


(4.39) 

(4.40) 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 


2 La siguiente relación se utiliza para derivar la ecuación (4.39) a partir de la ecuación (4.34): 


íi f{t ’ T)dT= ri {t ’ T)dT+f{t ’ T)i = t 
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Ejemplo 4.15 


El espectro de respuesta de velocidad, S v , se obtiene de la ecuación (4.40): 


Sv lz(f)lmáx 


e í l_ ^p 2 + 

VI - í 2 


Por lo tanto, los espectros de pseudorrespuesta están dados por 


S d = Izl 


Sy Izl rnáxi S a I Z I m áx 


(4.44) 


(4.45) 


Tanque de agua sometido a aceleración de la base 

El tanque de agua mostrado en la figura 4.16(a) se somete a una aceleración del suelo linealmente variable 
como se muestra en la figura 4.16(b) debido a un sismo. La masa del tanque es m, la rigidez de la columna 
es k y el amortiguamiento es insignificante. Halle el espectro de respuesta correspondiente al desplazamiento 
relativo z = x — y, del tanque de agua. 

Solución 

Método : Modele el tanque de agua como un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad. Determine 
el desplazamiento máximo relativo del tanque y expréselo como una función de co n . 

La aceleración de la base se puede expresar como 

y(t) = ÍVmáx ^ 1 “ ^ 

m = o 


durante 0 £ t £ 2t 0 

(E.l) 

durante t > 2 íq 

(E.2) 



x(r) 



m 



Figura 4.16 Tanque de agua sometido a movimiento de la base. 
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Respuesta durante 0 £ t £ 21 0 : Sustituyendo la ecuación (E.l) en la ecuación (4.34), la respuesta se expresa, 
para un sistema no amortiguado, como 


1 


z(0 =-Vmáx 


1 — 

Jo \ to 


(sen (o„t eos ío„t — eos (o n t sen&j n r) dr 


(E.3) 


Esta ecuación es la misma que la ecuación (E.4) del ejemplo 4.13 excepto que ( — V m áx) aparece en lugar de 
F 0 /m. Por consiguiente, z(t) se escribe, utilizando la ecuación (E.8) del ejemplo 4.13, como 


z(t) = - 


.V'máx 


t 1 

1-eos co n t H-sen (o n t 

to oj n t 0 


(E.4) 


Para encontrar la respuesta máxima z máx , establecemos 

•/ \ }máx , , 

z(t) =-- — 1 + co n tQ sen a> n t + eos <a n t 

to^n _ 

Esta ecuación da el tiempo t m , al cual ocurre z máx : 

2 -U s 
t m = — tan (&Vo) 


= 0 


(E.5) 


(E.6) 


Sustituyendo la ecuación (E.6) en la ecuación (E.4) se puede encontrar la respuesta máxima del tanque: 


£máx 


J’máx 


to 


1 

íi)„to 


(E.7) 


Respuesta durante t > 21 0 : Dado que no hay excitación durante este tiempo, podemos utilizar la solución del 
problema de vibración libre (ecuación 2.18) 


z{t) = ZqCOS 0 ) n t + 


¿o 


sen&)„f 


tO/i ) 


(E.8) 


siempre que consideremos el desplazamiento inicial y la velocidad inicial como 

z 0 = z{t = 2í 0 ) y ¿o = ¿(í = 2t 0 ) 

utilizando la ecuación (E.7). El valor máximo de z(í) dado por la ecuación (E.8) se identifica como 

á + l -'' 1 '' 2 


(E.9) 


(E. 10) 


donde z 0 y ¿ 0 se calculan como se indica en la ecuación (E.9). 
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4 . 6.2 La descripción más directa de un movimiento sísmico en el dominio del tiempo es la proporcionada 

por acelerogramas que son registrados por instrumentos llamados acelerógrafos de movimiento 
Espectros de fuerte. Estos instrumentos registran tres componentes ortogonales de aceleración del suelo en un 
respuesta a lugar determinado. En la figura 4.17 se muestra un acelerograma típico. Por lo común los acelero- 

SiSrtlOS gramas se registran en papel o película fotográfica y se digitalizan para aplicaciones de ingeniería. 

La aceleración máxima del suelo, la duración y el contenido de frecuencia del sismo se pueden 
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Figura 4.17 Un acelerograma típico. 
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Figura 4.18 Espectro de respuesta de un sismo típico [4.12]. (Sismo de Valle Imperial, del 18 de mayo de 
1940; £ = 0, 0.2, 0.05, 0.10 y 0.20.) (Reimpreso con permiso de The Shock Vibration Digest). 
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obtener desde un acelerograma. Se puede integrar un acelerograma para obtener las variaciones de 
tiempo de la velocidad del suelo y del desplazamiento del suelo. 

Un espectro de respuesta se utiliza para proporcionar la representación más descriptiva de 
la influencia de un sismo dado sobre una estructura o máquina. Es posible trazar la gráfica de la 
respuesta máxima de un sistema de un solo grado de libertad en función de la aceleración, la pseu- 
dovelocidad relativa y el desplazamiento relativo utilizando escalas logarítmicas. En la figura 4.18 
se muestra un espectro de respuesta típico, trazado en papel logarítmico de cuatro ciclos. En esta 
figura, el eje vertical indica la velocidad espectral, el eje horizontal representa el periodo natural, 
el eje inclinado a 45° indica el desplazamiento espectral, y el eje inclinado a 135° muestra la ace¬ 
leración espectral. 

En la figura 4.18 se ve que el espectro de respuesta de un acelerograma particular (sismo) pre¬ 
senta considerables irregularidades en el dominio de frecuencia. Sin embargo, los espectros corres¬ 
pondientes a un conjunto de acelerogramas producidos por sacudimientos del suelo de sitios con 
características geológicas y sismológicas similares son funciones uniformes de tiempo y proporcio¬ 
nan tendencias estadísticas que las caracterizan colectivamente. Esta idea condujo al desarrollo del 
concepto de un espectro de diseño, uno de los cuales se muestra en la figura 4.19, para su uso en 
el diseño de estructuras y máquinas resistentes a sismos. Los siguientes ejemplos ilustran el uso y 
diseño de los espectros de respuesta a sismos. 



Figura 4.19 Espectro de diseño [4.12]. (Reimpreso con permiso de The Shock and Vibration Digest). 
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Ejemplo 4.16 


Respuesta de la estructura de un edificio a un sismo 

La estructura de un edificio pesa 15,000 Ib y tiene dos columnas con rigidez total k, como se indica en la figura 
4.20. Tiene una relación de amortiguamiento de 0.05 y un periodo natural de 1.0 s. Para el sismo caracterizado 
en la figura 4.18, determine lo siguiente: 

a. Desplazamiento máximo relativo de la masa, x máx 

b. Fuerza cortante máxima en las columnas 

c. Esfuerzo de flexión máximo en las columnas 

Solución 

Método: Encuentre el desplazamiento espectral, la velocidad espectral y la aceleración espectral correspon¬ 
dientes al periodo natural dado. 

Para t„ = 1.0 s y £ = 0.05, la figura 4.18 da S v = 25 pulg/s, S d = 4.2 pulg, y S a = 0.42g = 162.288 pulg/s 2 . 

a. Desplazamiento relativo máximo de la masa, ,r máx = S d = 4.2 pulg. 

b. Fuerza cortante máxima en ambas columnas: 

W ( 15,000 \ 

Ibnáxl = ™*rnáx = — S a = I 3g64 1(162.288) = 63001b 


Por lo tanto, la fuerza cortante máxima en cada columna está dada por 

F máx = 6,300/2 = 3,1501b 


c. Momento de flexión máximo en cada columna = M máx = F mí J. Por lo tanto, la fórmula de viga da el 
esfuerzo de flexión máximo 


_ 4f m áx c 

°"máx j 

donde 1 es el momento de inercia de área y c es la distancia de la fibra externa desde el eje neutro de la 
sección de columna. 


b-H 




i 


Figura 4.20 Estructura de un edificio sometida a 
movimiento de la base. 
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Ejemplo 4.17 


Diseño bajo un 
ambiente de 
choque 


Descarrilamiento de una carretilla de una grúa durante un sismo 

La carretilla de una grúa viajera elevada eléctrica se desplaza horizontalmente sobre la viga como se indica en 
la figura 4.21. Considerando la carretilla como una masa puntual, la grúa se puede modelar como un sistema 
de un solo grado de libertad con periodo de 2 s y relación de amortiguamiento de 2%. Determine si la carretilla 
se descarrila a consecuencia de una excitación sísmica vertical cuyo espectro de diseño se da en la figura 4.19. 

Solución 

Método: Determine si la aceleración espectral de la carretilla (masa) excede un valor de lg. 

Para = 2 s y £ = 0.02, la figura 4.19 da la aceleración espectral como S a = 0.25g y por consiguiente 
la carretilla no se descarrilará. 



sísmica 


Figura 4.21 Grúa sometida a una 
excitación sísmica. 


Cuando se aplica una fuerza de corta duración, por lo común durante un periodo menor que el periodo 
natural, se llama carga de choque. Un choque incrementa significativamente el desplazamiento, la ve¬ 
locidad, la aceleración, o el esfuerzo en un sistema mecánico. Aun cuando la fatiga es una importante 
causa de falla bajo fuerzas armónicas, suele no ser muy importante bajo cargas de choque. Un choque 
se puede describir como un choque pulsante, un choque de velocidad o un espectro de respuesta 
de choque. Los choques pulsantes se producen por la aplicación repentina de fuerzas o desplazamientos 
en la forma de una onda cuadrada, semisenoidal, triangular o de una forma similar (vea la figura 4.22). 
Un choque de velocidad es provocado por cambios repentinos de velocidad como los provocados 
cuando se dejan caer paquetes desde una altura. El espectro de respuesta de choque describe la forma 
en la cual una máquina o estructura responde a un choque específico en lugar de describir el choque en 
sí. Se utilizan diferentes tipos de pulsos de choque para calificar la mayoría de los productos comer¬ 
ciales, industriales y militares. Muchas especificaciones militares estadounidenses como MIL-E-5400 
y MIL-STD-810 definen diferentes tipos de pulsos de choque y métodos detallados de prueba con 
estos pulsos. El siguiente ejemplo ilustra el método de limitar esfuerzos dinámicos en sistemas mecá¬ 
nicos sometidos a un ambiente de choque. 
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V\ 


(a) Pulso semisenoidal (b) Pulso triangular (c) Pulso rectangular 

Figura 4.22 Pulsos de choque típicos. 



Ejemplo 4.18 Diseño de una repisa para cargas de choque 


Una tarjeta de circuito impreso (TCI) se monta sobre una repisa de aluminio en voladizo, como se muestra 
en la figura 4.23(a). La tarjeta de circuito impreso se coloca en un recipiente que se va a dejar caer desde un 
helicóptero que vuela a baja altura sobre la repisa. El choque resultante se puede representar de forma aproxi¬ 
mada como un pulso semisenoidal, como se muestra en la figura 4.23(b). Diseñe la repisa para que soporte 
un nivel de aceleración de 100 g bajo el pulso semisenoidal que se muestra en la figura 4.23(b). Considere un 
peso específico de 0.1 lb/pulg 3 , un módulo de Young de 10 7 lb/pulg 2 y un esfuerzo permisible de 26,000 Ib/ 
pulg 2 para aluminio. 

Solución: El peso propio de la viga (w) es resultado de 



y se considera que el peso total, W, es una carga concentrada en el extremo libre de la viga, dado por 

W = Peso de la viga + Peso del circuito impreso = 0.5 d + 0.4 
El momento de inercia de área (/) de la sección transversal de la viga es 



X d 3 = 0.04167t/ 3 


La deflexión estática de la viga sometida a la carga W en su extremo, 5 est , se calcula como 



7.9994 X 10“ 4 


Peso de la tarjeta de circuito impreso 0.4 Ib 


Aceleración 



(a) 

Figura 4.23 Voladizo sometido a un pulso de aceleración. 


(b) 
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Dado que el factor de amplificación de choque (la ordenada en la figura 4.15(b)) no se puede determinar a 
menos que se conozca el valor de t 0 /r n , adoptamos el procedimiento de prueba y error para determinar el valor 
de r n y por consiguiente el de t 0 /r n . Si d se considera como de 1 pulg, 




0.5 X 0.5 + 0.4 
0.5 3 


7.9997 X 10~ 4 = 41.5969 X 10“ 4 pulg. 


La ecuación (2.30) da 


= 2tt 


= 2t t 


41.5969 X 10 
386.4 


1-4 


= 0.020615 s 


Por consiguiente 


to 


0.1 

0.020615 


4.8508 


El factor de amplificación de choque (A a ) se determina desde la figura 4.15(b) como 1.1. La carga dinámica 
(P d ) que actúa sobre el voladizo es 


P d A a Ma s 



(lOOg) = 71.5 ib 


donde a s es la aceleración correspondiente al choque, M es la masa en el extremo de la viga, y Ma s es la fuer¬ 
za de inercia que actúa en la viga. Observando que I = 0.04167í/ 3 = 0.005209 pulg 4 , el esfuerzo de flexión 
máximo en la raíz de la repisa en voladizo se calcula como 


_ M b c 

°"máx , 


, , 0.5 

(71.5 X 10) — 

0.005209 


34315.6076 lb/pulg 2 


Como este esfuerzo excede el valor permisible, consideramos el siguiente valor de prueba de d como 0.6 pulg. 
Éste da 


óest 


0.5 X 0.6 + 0.4 

0 . 6 3 


7.9994 X 10“ 


t„ = 2tt 

?o _ 0.1 

T n ~ 0.01627 


= 2-7 T 


= 6.1445 


25.9240 X 10~ 
386.4 


25.9240 X 10 -4 pulg. 

0.01627 s 


De acuerdo con la figura 4.15(b), el factor de amplificación de choque se encuentra como A a ~ 1.1, y por 
consiguiente la carga dinámica que actúa en la viga se determina como 


Pd = ( 1 - 1 ) 


0J 

g 


(lOOg) = 77.01b 
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Puesto que d = 0.6 pulg da como resultado I = 0.04167rf 3 = 0.009001 pulg 4 , el esfuerzo de flexión máximo 
en la raíz de la repisa será 


M bC 

°máx , 


(77.0 X 10) 



0.009001 


25663.8151 lb/pulg 2 


En vista de que este esfuerzo está dentro del límite permisible, se puede considerar el espesor de la repisa 
como d = 0.6 pulg. 


4.7 Transformada de Laplace 


Como ya antes se explicó, se puede utilizar el método de la transformada de Laplace para hallar 
la respuesta de un sistema sometido a cualquier tipo de excitación, incluido el tipo armónico y 
periódico. Una importante ventaja del método es que toma en cuenta de manera automática las 
condiciones iniciales. En el apéndice D en el sitio web de este libro encontrará una introducción 
de la transformada de Laplace junto con una tabla de pares de transformadas de Laplace. La apli¬ 
cación del método de la transformada de Laplace para encontrar la respuesta de un sistema implica 
básicamente los siguientes pasos: 

1. Escriba la ecuación de movimiento del sistema. 

2. Transforme cada término de la ecuación, utilizando las condiciones iniciales conocidas. 

3. Resuelva la respuesta transformada del sistema. 

4. Obtenga la solución deseada (respuesta) mediante una transformación inversa de Laplace. 


Respuestas 
transitoria 
y de estado 
estable 


La respuesta transitoria indica la parte de la solución provocada por las condiciones iniciales y que 
decae con el tiempo. La respuesta de estado estable representa la parte de la solución provocada por 
la fuerza aplicada o excitación y tiende a la condición en la que prevalece el equilibrio. 

Valor inicial de la respuesta: Si se conoce la respuesta o solución de un sistema en el dominio 
del tiempo, el valor inicial de la respuesta, x(t = 0), se determina con I = 0. Si la respuesta del sis¬ 
tema se da en el dominio de Laplace, el valor inicial se puede encontrar como sigue: 


x(t = 0) lím [sX(s)] (4.46) 

s — 

La ecuación (4.46) se conoce como teorema del valor inicial. 

Valor estable de la respuesta: Si se conoce la respuesta de un sistema en el dominio del tiempo, 
el valor de estado estable de la respuesta, x ee , se determina tomando el límite a medida que el tiem¬ 
po tiende a infinito. Si la respuesta del sistema se da en el dominio de Laplace, el valor de estado 
estable se puede encontrar tomando el límite, a medida que s tiende a cero, de s por la respuesta en 
el dominio de Laplace: 


= lím[.s'X(.v)] (4.47) 

La ecuación (4.47) se conoce como teorema del valor final. 

A continuación se considera la aplicación de la transformada de Laplace para calcular la res¬ 
puesta de sistemas de primero y segundo orden bajo funciones forzadas diferentes. 
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Respuesta de 
sistemas de 
primer orden 


Ejemplo 4.19 


Considere un sistema de resorte-amortiguador sometido a una función forzada F (t) con la ecuación 
de movimiento (figura 4.1 (b)): 


ex + kx = F(t) 


(4.48) 


La ecuación (4.48) se reescribe como 


x + ax = F(t) 


(4.49) 


donde 


a = , F(t) = FF(t), F = - (4.50) 

c c 

La solución de la ecuación (4.49) bajo diferentes funciones forzadas F (t) se ilustra en los siguien¬ 
tes ejemplos. 


Respuesta de impulso unitario de un sistema de primer orden 

Encuentre la solución de la ecuación (4.49) cuando la función forzada es un impulso unitario en t = 0 y deter¬ 
mine los valores inicial y de estado estable de la respuesta. 

Solución: La ecuación de movimiento, la ecuación (4.49), en este caso es 

x + ax = F S(t) (E.l) 

donde F = 1/c. Si tomamos la transformada de Laplace de la ecuación (E.l) obtenemos 

sX(s) - *(0) + aX(s) = F (E.2) 

Suponiendo que las condiciones iniciales son cero, r(0) = 0, la ecuación (E.2) se expresa como 

= F ( ' ) (E.3) 

s + a \s + a J 

La transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.3) da la respuesta de estado estable del sistema como 

x(t) = F e -“‘ (E.4) 

El valor inicial de la respuesta se puede encontrar a partir de la respuesta de tiempo, ecuación (E.4), al esta¬ 
blecer t = 0. Esto da 


x[t = 0+) = F (E.5) 

Según la solución en el dominio de Laplace, el teorema del valor inicial da el valor inicial de la respuesta: 

1 


x(t = 0+) = lím ri-Vfi)] = lím F I - 1 = lím F , 

v ’ S-»oo L v s *oo \s + aj S *00 \1 + (fl/í) 


= F 


(E.6) 
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Ejemplo 4.20 


Asimismo, de la respuesta en el dominio del tiempo, ecuación (E.4), el valor de estado estable se puede encon¬ 
trar tomando el límite a medida que t —» oo. Por lo tanto, la ecuación (E.4) da por resultado 

x ee = lím Fe~ at = 0 (E.7) 

t —*oo 

El valor de estado estable de la respuesta se determina a partir de la ecuación (E.3) aplicando el teorema del 
valor final como 


= lím[sX(s)] = lím 

s —>0 s —>0 


Fs 

s + a 


= 0 


(E.8) 


Respuesta de un sistema de primer orden debido a una función rampa 


Encuentre la solución de la ecuación (4.49) cuando la fuerza aplicada es una función rampa. 

Solución: La ecuación de movimiento, ecuación (4.49), en este caso se escribe como 

x + ax = Fbt — dt (E.l) 

donde d = Fb, F = 1 /c, y b indica la pendiente de la rampa (figura 4.24). Tomando la transformada de La- 
place de la ecuación (E.l) obtenemos 


sX(s) — x(0) + aX(s) = 


(E.2) 


Suponiendo que las condiciones iniciales son cero, *(0) = 0, la ecuación (E.2) se expresa como 


X(s) = d 


s ¿ {s + a)) cr s ¿ (s + a) 


(E.3) 


La transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.3) da la respuesta de estado estable del sistema como 


x (t) = - (1 - e "')] 

a 


(E.4) 
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Respuesta de 
sistemas de 
segundo orden 


Ejemplo 4.21 


Considere un sistema de resorte-masa-amortiguador sometido a una función forzada F (?) con la 
ecuación de movimiento (figura 4.2(a)): 

m'x + ex + kx = F(t) (4.51) 

La solución de la ecuación (4.51) bajo funciones forzadas diferentes F (?) se ilustra en los ejemplos 
siguientes. 


Respuesta de impulso unitario de un sistema de segundo orden 

Determine la respuesta de un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad a un impulso unitario. 
Solución: La ecuación de movimiento está dada por 

m'x + ex + kx = S(t) (E.l) 

Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuación (E.l) obtenemos 
\m(s 2 — sx o — xq) + c(s — Xq) + &]X(,r) = 1 


( ms 2 + es + k)X(s) = mic 0 + (ms + c)x 0 + 1 

Suponiendo una condición inicial cero, x 0 = x 0 = 0, la ecuación (E.2) se expresa como 

(ms 2 + es + k)X(s) = 1 


(E.2) 


X(s) =_-_ 

m(s 2 + 2 £cú n s + a) 2 ) 

Podemos expresar el lado derecho de la ecuación (E.3) en fracciones parciales como 

*(.) - - 

S — S\ s — s 2 

donde .y¡ y s 2 son las raíces de la ecuación polinomial: 

s~ + 2 £o) n s + coj, = 0 

las cuales están dadas por 

*1 = + ico d , s 2 = - iw d 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


donde 




= o» n Vl - i 2 


(E.l) 
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es la frecuencia amortiguada del sistema. La sustitución de la ecuación (E.6) en la ecuación (E.4) da por re¬ 
sultado 


Ci(i - s 2 ) + C 2 (s - ¿j) = — 
m 

o 

(C| + C 2 )s - {Ci(-£cu„ - ico d ) + C 2 (-£íu„ + ico d )} = (0) s H- 

m 

Igualando los coeficientes en ambos lados de la ecuación (E.8), obtenemos 

Cj + C 2 = 0 o C, = —C 2 

Ci(Stú n - i(ü d ) + C 2 (-fco„ + i(¿ d ) =- 

m 


C 2 (¿'íu„ + iw d - £(ú n + ico d ) - - 

m 


(E.8) 


(E.9) 


(E.10) 


Las ecuaciones (E.9) y (E.10) dan 


C 2 = —TT- = -Cj 

Zimcúrf 


Utilizando la ecuación (E. 11) en la ecuación (E.4), X(i) se expresa como 

1 / 1 1 


X(í) = 


2 imo) d \ í — íj s — s 2 


(E. 11) 


(E.12) 


Tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.12) obtenemos 

x(t) = — 1 — (e s ‘ l - e s2 ') = -Z—r e (-l<o,+m d ) _ n 

2 im(o d 2 imw d 

1 

= _ g-ÍUnttg'Vdl — g~ la >dt'j 

2imto d 

1 

= - e ^ ü> " r sin (o d f; t a 0 (E.13) 

mco d 

Notas: 

1. La respuesta x(t) = 0 durante t < 0 (porque el impulso unitario se aplica en t = 0). 

2. La ecuación (E.13) es la misma que la función de respuesta de impulso unitario derivada con el 
método tradicional, la ecuación (4.25). 

Los dos ejemplos siguientes ilustran la aplicación de cálculos de respuesta de impulso en el contexto de im¬ 
pactos no elásticos y elásticos. 
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Ejemplo 4.22 


Respuesta a un impacto no elástico 

Una masa m, que se mueve con una velocidad v¡, choca con la masa M de un sistema amortiguado de un solo 
grado de libertad como se muestra en la figura 4.25(a) y se adhiere a la masa M después del impacto, como se 
muestra en la figura 4.25(b). Encuentre la respuesta del desplazamiento resultante del sistema. 

Método: Use la relación: 

Cambio de cantidad de movimiento = impulso 
Es decir, 


mv 2 — mv i 


/(r) dr 


(E.l) 


donde m es la masa que choca, v 2 es la velocidad final (después del impacto); v, es la velocidad inicial (antes 
del impacto); f(f) es la fuerza aplicada durante la corta duración de 0 a f, y la integral indica el impulso (el 
mismo que el área bajo la curva de fuerza-tiempo). 


Solución: Como la masa m se adhiere a la masa M después del impacto, éste se puede considerar perfecta¬ 
mente plástico o no elástico. El sistema combinado (con las dos masas juntas como se muestra en la figura 
4.25(b)) se puede considerar que está sometido a un impulso con cambios en las velocidades de las masas. La 
fuerza de impacto,/(í), es interna al sistema y se puede suponer que es cero. Por lo tanto, la ecuación (E.l) se 
reescribe como 


(m + M)V S - {mv\ + M(0)} = 0 


(E.2) 


donde V s es la velocidad del sistema combinado (.m + M) después del impacto. La ecuación (E.2) da la velo¬ 
cidad del sistema inmediatamente después del impacto como 


mv j 

m + M 


(E.3) 


La ecuación de movimiento para el sistema combinado está dada por 

(m + M)x + ex + kx = 0 (E.4) 



(a) Antes del impacto (b) Después del impacto Figura 4.25 Impacto no elástico. 
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Ejemplo 4.23 


Dado que el impacto cambia la velocidad, pero no el desplazamiento, del sistema justo inmediatamente des- 

mvj 

pués del impacto, la condición inicial se puede considerar como x(t — 0) = 0 y x(t = 0) = V¡. =-—. La 

m + M 

respuesta de vibración libre del sistema (solución de la ecuación (E.4)) se puede obtener a partir de la ecuación 
(4.18) como 


,x 0 


mv | 


x(t) = e ^“»'—-senouí = , 

co ( i (tn + M ) oj f ¡ 


e ‘ sen cojt 


(E.5) 


Respuesta a un impacto perfectamente elástico 

Una masa m, que se mueve con una velocidad iq, choca con la masa M de un sistema amortiguado de un solo 
grado de libertad como se muestra en la figura 4.26(a). El impacto es perfectamente elástico de modo que des¬ 
pués del impacto la masa m rebota con una velocidad v 2 . Encuentre la respuesta del desplazamiento resultante 
de la masa M. 

Método: Cuando dos masas m y M se mueven inicialmente con las velocidades v¡ y V l chocan entre sí y alcan¬ 
zan las velocidades v 2 y V 2 inmediatamente después del impacto, respectivamente (figura 4.26(b)); el principio 
de conservación de la cantidad de movimiento da por resultado 

mv[ + MX\ = mv 2 + MX\ 


o 


m(vi - v 2 ) = -M(Vj - V 2 ) (E.l) 

Debido a que el impacto es perfectamente elástico, es aplicable el principio de conservación de energía ciné¬ 
tica, de modo que 


— mv\ + —MV\ = — mvj + ~MV\ 


\ m ( v i ~ v i) = - vl) 



(a) Antes del impacto (b) Después del impacto Figura 4.26 Impacto elástico. 


















378 


Capítulo 4 Vibración en condiciones forzadas 


la cual se reescribe en la forma 

\m( Vl + v 2 )( Vl - v 2 ) = ~\_M(V X + V 2 )(V l - V 2 ) (E.2) 

Utilizando la ecuación (E.l) en la ecuación (E.2), vemos que 


Vi + v 2 - V] + V 2 


o 


(«i - VO = -(v 2 - V 2 ) (E.3) 

La ecuación (E.3) indica que la magnitud de la velocidad relativa de las masas permanece constante y sólo 
cambia el signo durante un impacto perfectamente elástico. 

Solución: Puesto que las velocidades de las masas m y M son v, y V 1 = 0 antes del impacto, sus velocidades 
inmediatamente después del impacto se determinan desde las ecuaciones (E.l) y (E.3): 


m(vi - v 2 ) = -M (0 - V 2 ) = MV 2 


V, = 


mv i m 
M M 


v 2 


(E.4) 


(vi - 0) = vi = — (v 2 - V 2 ) = V 2 - v 2 


(E.5) 


La solución de las ecuaciones (E.4) y (E.5) da por resultado 


' ; 2 


m — M 

-Vi, 

m + M 


2 m 

V 2 = Vi 

Z m + M ' 


(E.6) 


El cambio en la cantidad de movimiento de la masa m está dado por 


. m — M \ ( 2mM 

m(v 2 - vi) = m\ , w - 1 ) v t = -( , w J Vj 


m + M 


m + M 


(E.7) 


Por lo tanto, el impulso aplicado a la masa m durante el impacto lo da 


., , 2 mM 


(E.8) 


De acuerdo con la tercera ley del movimiento de Newton, el impulso aplicado a la masa M durante el impacto 
será el mismo que, pero de signo opuesto, el impulso aplicado a la masa m. Debido al impulso aplicado, la 
ecuación de movimiento de la masa M se expresa como 


f , x 2 mM 

Mx + ex + kx = / F(t) dr = F = - Vi5(í) 

io m + M 


(E.9) 
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Utilizando las condiciones iniciales de M como x(t = 0) = x 0 = 0 y x(t — 0) = x 0 = 0, la solución de la 
ecuación (E.8) se expresa, utilizando la ecuación (4.26), como 


x(t ) 


Fe~ i ‘ OJ 

Míoj 


sen co d t = 


2 mM 
m + M 


vi 

Mo) d 


e 




sen (o¿t 


(E. 10) 


Respuesta a 
una fuerza 
gradual 

Ejemplo 4.24 Respuesta escalonada de un sistema subamortiguado 

Encuentre la respuesta de un sistema subamortiguado de un solo grado de libertad a una función escalonada 
unitaria. 


Solución: La ecuación de movimiento está dada por 

mx + cíe + kx = f(t) = 1 


(E.l) 


Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuación (E.l) y suponiendo condiciones iniciales 
cero (x Q = x 0 = 0), obtenemos 


( ms 2 + es + k)X(s) = ££[1] = 


1 


la cual se reescribe como 


X(s) = 


1 


ms(s 2 + 2 ¿i o n s + wj,) 

Podemos expresar el lado derecho de la ecuación (E.3) en fracciones parciales como 

1 


= 


Cj Co c 3 
+ — J 


ms(s 2 + 2£(o n s + h? n ) s ~ «i s - s 2 s - s 3 
donde s l5 s 2 y s 3 son las raíces de la ecuación polinomial 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


s(s 2 + 2£a) n s + co 2 ) = 0 (E.5) 

las cuales están dadas por 

si = 0, s 2 = + iw d , s 3 = -¿tu,, - i(ü d (E.6) 

Las constantes C { , C 2 y C 3 en la ecuación (E.4) se determinan como sigue. Sustituir los valores de j¡, s 2 y s 3 
dados por la ecuación (E.6) en la ecuación (E.4) y reordenar los términos nos lleva a 

— = Ci(í 2 + 2£co„s + w~) + C 2 [s 2 + + iai d )] + C 3 [í 2 + s(£(o n - ico d )] (E.7) 

m 
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La ecuación (E.7) se reescribe como 


hCi + Ci + C3) + s[(2¿¡to n )C\ + ((co„ + i(o d )C2 + - í'o) d )C3] + ai^Ci 

= (0 )í 2 + (0)s + — 


(E.8) 


Igualando los coeficientes de los términos correspondientes en ambos lados de la ecuación (E.8), obtenemos 


C\ + C2 + C3 — 0 

Ci(2£&)„) + C 2 (—+ icü d ) + C 3 (fr n - i(o d ) = 0 


C¡w~ - 


1 


(E.9) 
(E. 10) 

(E. 11) 


La solución de las ecuaciones (E.9)-(E.l 1) nos da 

1 

C, = . 

mío, 

Cy = 


1 


c 3 = 


2imco d (—¿¡cú n + i(o d ) 

i 

2imco d (¿¡cú n + icü d ) 


Utilizando las ecuaciones (E.12)-(E.14) en la ecuación (E.3), X(í) se puede expresar como 

, N 11 

X(s) = —- 
s 

1 


2 imw d 


-fan + íú) d S - (-í"n + itod) -fan ~ ¿"rf í “ (r&n ~ ioJ d 


(E. 12) 

(E. 13) 

(E. 14) 


(E. 15) 


Tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación (E. 15) y utilizando los resultados dados en el 
apéndice D, en el sitio web de este libro, obtenemos 


1 e~^-‘ I e iú>dt e~ i<0dl 

x(t) =-- H-- 

rncoi 2wi(tí d \ -¿¡(o,, + ito d ~¿¡to n - ito d 


e ~£(údt 

1 + — - ito d )é a>dt - (-£to„ + ito d )e “° dt ] 

2ito d 


1 - 


1 - 


to d 

e ~^„t 


Vi - c 


\¿¡to n sen co d t + ai d eos co d t] 

COS (to d t — (/)) 


donde 


4> = tan 1 


£ 


Vi - 


(E. 16) 


(E.17) 
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Ejemplo 4.25 


Ejemplo 4.26 


Se ve que la ecuación (E. 16) es la misma que la respuesta escalonada unitaria (con F 0 = 0) derivada por medio 
del método tradicional, ecuación (E.l) del ejemplo 4.9. La respuesta dada por la ecuación (E. 16) se muestra 
en la figura 4.27. 


kx(t) 

“fT 



Figura 4.27 Respuesta de un sistema 
subamortiguado sometido a una 
fuerza gradual. 


Valores final e inicial de respuesta escalonada de un sistema 
subamortiguado 


Encuentre los valores inicial y de estado estable de la respuesta escalonada unitaria de un sistema subamorti¬ 
guado a partir de las respuestas indicadas por las ecuaciones (E.l6) y (E.3) del ejemplo 4.24. 

Solución: La respuesta del sistema en el dominio del tiempo, ecuación (E.l6) del ejemplo 4.24, se escribe como 

1 í 1 

x{t) = — \ 1-[£cu„ sentar + w d eos co d t] z (E.l) 

k { a> d ) 

Con / = 0 en la ecuación (E.l), hallamos el valor inicial como 0. Tomando el límite a medida que 1 —* oo, el 
término e 4W " , —* 0 y por consiguiente el valor de estado estable de x(t) está dado por 1 jk. La respuesta del sis¬ 
tema en el dominio de Laplace se obtiene con la ecuación (E.3) del ejemplo 4.24. Utilizando el teorema del valor 
inicial, encontramos el valor inicial como 


x (t = 0+) = lint [íX(s)1 = lím 

s ^oo *-»oo[_ m (,s2 + 2¿¿a n í + 0 ) 1 . 


= 0 


límfíXfi)] = lím 

>0 s —>0 


jn(s 2 + 2 + u>n. 


1 

k 


Respuesta de una máquina compactadora 

Encuentre la respuesta de la máquina compactadora del ejemplo 4.9 suponiendo que el sistema es subamorti¬ 
guado (es decir, £ < 1). 

Método: Use un modelo de resorte-masa-amortiguador de la máquina compactadora y la técnica de la trans¬ 
formada de Laplace. 
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Solución: La función forzada está dada por 


F(t) 


Fq durante 0 £ t £ íq 

0 durante t > t o 


(E.l) 


Tomando la transformada de Laplace de la ecuación diferencial rectora, ecuación (4.51), y utilizando el apén¬ 
dice D, que se encuentra en el sitio web de este libro, obtenemos la siguiente ecuación: 


X(S) = - 


F( S ) 


s + 2£<a„ 


m(s 2 + 2 £a> n s + coi) s 2 + 2£co n s + co 2 
1 


x 0 


s + 2¿¡co„s + cof, 


x 0 


(E.2) 


donde 


F(s) = i£F{t) = 


F 0 (l - e^) 


(E.3) 


Por lo tanto, la ecuación (E.2) se escribe como 


F 0 (l - e l ° s ) s + 2£(o n 

X(s) = — 7F -í7 + - ? x a 

ms(s + 2 £co n s + coi) s + 2 £co n s + co„ 

1 


5 + 2(co n + coi 


X o 


ÍqS 


' 2 £s 

s I — + - +1 

coi 


' 2 £s 

s I — + - +1 

coi co„ 


X 0 


w ti ( s 2 2 £s \ \ “■ "í 

H - v 1 

coi, (o„ 


í 2 £X 0 Xq 


(x)„ 


(E.4) 


La transformada inversa de la ecuación (E.4) se expresa utilizando los resultados dados en el apéndice D (vea 
el sitio web de este libro) como 


, , Fo 

x(t) = -y 




1 - 


mco~ 


Vi - c 


1 - 


sen{&j„Vl - + 4 > i} 

{"« V1 - (t ~ íq) + <M 


Xo 

col LVi - (■ 


Vi - £ 2 

(új 

{"«Vi - C 2 t - </>!} 


+ 



Xo 
, .2 


_Vi - c 


e ^“" í sen (tu, 


,vr 



(E.5) 
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Ejemplo 4.27 


donde 


<t>i = eos *(£) 

Por lo tanto, la respuesta de la máquina compactadora se expresa como 

; F ? e~ (,OJ sen(a) n Vl - £ 2 t + fa) 

sen {<u„V 1 - ?(t - í 0 ) + <M] 


, ° , e (a> "’ sen(íu„V 1 - £ 2 t ~ <¡> i) 

n - c 


'£d> n X o + X 0 ) 

»„Vi - i 2 


e ^ <ú " t sen(&)„\/l — f 2 t) 


(E.6) 


(E.7) 


Aun cuando se espera que la primera parte de la ecuación (E.7) sea la misma que la ecuación (E. 1) del ejemplo 
4.11, es difícil ver la equivalencia en la presente forma de la ecuación (E.7). Sin embargo, para el sistema no 
amortiguado, la ecuación (E.7) se reduce a 


x(t) 


Fo 

2 

mco n 


—sen 




+ 




( . ¿0 

— xq sen \ co n t -H-sen co n t 

V 2 ) ü) n 


= — [coscu„(í - t 0 ) 


eos CO n t] + Xq eos w n t 


+ 


Xq 

— sen co n t 


(E.8) 


Se ve que la primera parte, o parte de estado estable de la ecuación (E.8), es idéntica a la ecuación (E.3) del 
ejemplo 4.11. 


Sistema sobreamortiguado sometido a una fuerza gradual 

Determine la respuesta de un sistema sobreamortiguado de un solo grado de libertad sometido a una fuerza 
gradual con la ecuación de movimiento 

2x + 8i + 6x = 5u s (t) (E.l) 

Suponga la condición inicial como x 0 = 1 y x 0 = 2. 

Solución: Tomando la transformada de Laplace de ambos lados de la ecuación (E.l), obtenemos 

[2{í 2 A(í) — sx 0 - i 0 } + 8 {íX(í) — x 0 } + 6X(í)1 = — 

i 

o 

s(2s 2 + 8s + 6)X(i) = 5 + 2s(sxq + Tq) + (E.2) 
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Utilizando los valores iniciales, x 0 — 1 y = 2, la ecuación (E.2) se expresa como 


s(2s 2 + 8 s + 6)X{s) = 2s 2 + I2s + 5 


X( S ) = 


2 s~ + 12i + 5 s ¿ + 6 í + 2.5 


2s(s 2 + 4s + 3) s(s + l)(s + 3) 


(E.3) 


Observando que las raíces del polinomio en el denominador del lado derecho de la ecuación (E.3) son ,y, = 0, 
í 2 = “ 1 y Í 3 = — 3, X(s) se expresa, utilizando fracciones parciales, como 


C\ C 2 C 3 

X(s) = -— +-— + -— 

S - Si s - s 2 s - s 3 


(E.4) 


donde las constantes se pueden hallar, utilizando la ecuación (D.l), como 

A(s) 


C k = 


B\s) 


= 1,2,3 


(E.5) 


donde A(s) es el numerador y B(s) es el denominador de la expresión media en la ecuación (E.3) y una prima 
indica la derivada con respecto a i. La expresión media en la ecuación (E.3) da por resultado 


¿(s) _ i 2 + 6s + 2.5 
B'{s) 3s 2 + 8 í + 3 


(E. 6 ) 


Las ecuaciones (E.5) y (E. 6 ) dan 


C, = 


A(s 


B'(s) 


r MS) 

2 B'(s) 

AW 

3 B'(s) 


s = s 2 =—1 


S = S2=— 3 


2^ _ 5 
3 “ 6 

-2.5 _ 5 
_ 4 


-2 

-6.5 


13 

12 


(E.7) 


Considerando las ecuaciones (E.7), la ecuación (E.4) se escribe como 


*«=77 + 7 1 


13 1 


6 s 4 i + 1 12s + 3 


(E. 8 ) 


Tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación (E. 8 ), obtenemos la respuesta del sistema como 

(E.9) 


. , 5 5 13 _ 3t 

x(t) = —I —e 1 - e 3í 

v > C. A 1 o 


6 4 


12 


La respuesta dada por la ecuación (E.9) se muestra gráficamente en la figura 4.28. 
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t 


Figura 4.28 


Análisis de 
la respuesta 
escalonada 


La respuesta de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad sometido a una fuerza gradual, 
dada por las ecuaciones (E.l) y (E.2) del ejemplo 4.9 y las ecuaciones (E. 16) y (E. 17) del ejemplo 
4.24, se pueden expresar en la forma 

= 1- , 1 e~^”'cos (co d t - d>) (4.52) 

Fo VI -C 2 


donde 


c l > = tan 



(4.53) 


Las variaciones de la respuesta no dimensional kx(t)/F 0 , con el tiempo no dimensional, w n t, se 
muestran gráficamente en la figura 4.29 para varios valores de la relación de amortiguamiento V Se 
ve que para un sistema no amortiguado (£ = 0), la respuesta presenta oscilaciones que nunca cesan. 
Para un sistema subamortiguado (f < 1), la respuesta sobrepasa y oscila en torno al valor final o 
de estado estable. Además, cuanto más pequeño es el valor de la relación de amortiguamiento más 
grande será el sobrepaso, de modo que las oscilaciones tardan más en cesar. Para un sistema críti¬ 
camente amortiguado (¿ = 1), la respuesta alcanza el valor final o de estado estable más rápido sin 
oscilación. Para un sistema sobreamortiguado (£ > 1), la respuesta alcanza el valor de estado esta¬ 
ble lentamente sin sobrepaso. 
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Descripción de 
una respuesta 
transitoria 


kx(t) 



Figura 4.29 Respuesta de un sistema subamortiguado debido a una fuerza gradual unitaria. 


El desempeño y comportamiento de un sistema vibratorio para respuesta transitoria se describe en 
función de parámetros como sobrepaso máximo, tiempo pico, tiempo de subida, tiempo de retardo 
y tiempo de asentamiento. Estos parámetros se muestran en la figura 4.30, la cual indica una res¬ 
puesta escalonada típica de un sistema subamortiguado. Se analizan a continuación. 

1. Tiempo pico (t p ): El tiempo pico es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el primer 
pico de sobrepaso. 

La cantidad máxima de los sobrepasos de respuesta, M p , ocurre cuando la derivada de x (í) 
es cero. La ecuación (E.16) del ejemplo 4.24 da la variación de tiempo de la respuesta escalo¬ 
nada unitaria de un sistema subamortiguado: 

kx(t) = 1 — í ^-41 sen üid i + cos 

\ M d 


(4.54) 


donde u> d = I — ¿¡ 2 . La ecuación (4.54) también se puede expresar en forma compacta 
como 


**(/) = 1 - e- (w "‘ 


Hf cos( - ~ a) 


(4.55) 


donde 


a = tan 



tan’ 



(4.56) (4.56) 
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x(í) 



La derivada de x{t) será cero cuando x(t) alcance su máximo, de modo que 


kx(t) = iw " s-sen a> d t + eos u> d t 

M d 


e {£<u„cos ai d t — co d sentad} = 0 


o 




(fan) 2 

M d 


sen co d t + u> d sen co d t > = 0 


(4.57) 


La ecuación (4.57) se satisface cuando sen co d t = 0 de modo que 


O^díp 

Por lo tanto, el tiempo pico está dado por 


2. Tiempo de subida (t s ): El tiempo de subida es el tiempo necesario para que la respuesta suba de 
10% a 90% del valor final o de estado estable para sistemas sobreamortiguados. Por lo común, 
para sistemas subamortiguados el tiempo de subida se considera como el tiempo requerido para 
que la respuesta suba de 0% a 100% del valor final o de estado estable. 

Suponiendo que el tiempo de subida es igual al tiempo requerido para que la respuesta suba 
de 0% a 100%, podemos determinar el tiempo de subida igualando el valor de x(t) dado por la 
ecuación (4.54) en el instante t s a uno: 


= 0 


7 T 


(4.58) 


(4.59) 
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x(t s ) 


= 1 = 1- '' (— 


COd 


sen a>dt s + eos a>dt s 


(4.60) 


Observamos que e ts =£ 0, la ecuación (4.60) da por resultado 

£<»n 


co d 


■ sen u>dt s + eos a>jt s I = 0 


tan co d t = — 


\/i - £■ 


(4.61) 


Ésta da el tiempo de subida t s como 


1 .( V1 — ¿¡ 2 \ 7r — a 

t s = — tan-= - 

u d V í 


(4.62) 


donde la ecuación (4.56) da a. La misma ecuación indica que el tiempo de subida t s se puede 
reducir incrementando el valor de u> d o £. 

3. Sobrepaso máximo (M p ): Es el valor pico máximo de la respuesta comparado con el valor final 
o de estado estable (x(oo) o x ee ) expresado como un porcentaje del valor de estado estable. Se 
puede calcular como 


Soprepaso = 


x(t ) - x(oo) 


x(oo) 

Sustituyendo la ecuación (4.59) en la expresión x(t), ecuación (4.54), obtenemos 


(4.63) 


x(t p ) = 1 + M p = 1 — e -sen7r + eos 7r ) = 1 + e «v 


_(fv/ £cú n 
a>d 


(4.64) 


Por lo tanto, el sobrepaso está dado por 

£ ÍO^TT _ ¿~ 7r 

Mp = e = e Vi r ( 4 . 6 5) 

El sobrepaso en porcentaje se obtiene como 

% M p = 100^^7=5 (4.66) 

Si invertimos la relación en la ecuación (4.66), podemos encontrar la relación de amortigua¬ 
miento (¿') para un porcentaje de sobrepaso dado como 

ln (%M„/100)) 

í = - — 

Vt t 2 + ln 2 (% M p / 100) 


(4.67) 
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El sobrepaso dado por la ecuación (4.65), se muestra gráficamente en la figura 4.31. 

4. Tiempo de asentamiento: Este tiempo, por definición, es aquel durante el cual x(t) en la ecua¬ 
ción (4.55) llega y se mantiene dentro de ±2% del valor de estado estable, x final . Suponien¬ 
do que el término coseno en la ecuación (4.55) es aproximadamente igual a uno, el tiempo 
requerido para que el factor de multiplicación del término coseno alcance un valor de 0.02 da 
el tiempo de asentamiento: 


o t Í,j 'í Ci 


1 + 


£<»n X2 
U>d 


= e -£to„t a 


Vi - £ 


= 0.02 


la cual nos da 


t„ = 


-ln (0.02 Vi - £ 2 ) 


(4.68) 


A medida que £ varía de 0 a 0.9, el numerador en la ecuación (4.68) varía de 3.01 a 4.74. Por 
lo tanto, el tiempo de asentamiento, válido aproximadamente para todos los valores de £, se 
puede considerar como 


t a 


4 


(4.69) 


5. Tiempo de demora (t d ): Éste es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el 50% del 
valor final o de estado estable por primera vez. 



Figura 4.31 Variación de sobrepaso en porcentaje con la relación de amortiguamiento. 
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Ejemplo 4.28 


Ejemplo 4.29 


Características de respuesta derivadas de la función de transferencia 


Encuentre el tiempo pico (t p ), porcentaje de sobrepaso (% M p ), tiempo de asentamiento ( t a ) y tiempo de subida 
(t s ) con la función de transferencia del sistema dada por 


T(s) 


X{s) _ 225 

F(s) s 2 + I5.í + 225 


(E.l) 


Solución: La frecuencia natural del sistema se puede hallar a partir del último término en el denominador de 
la ecuación (E.l): 


co n = V225 = 15 rad/s (E.2) 

La relación de amortiguamiento se determina desde el término medio en el denominador de la ecuación (E.l) 
como 

(E3, 


La sustitución de los valores de co n y £ en las ecuaciones (4.59), (4.66), (4.69) y (4.62) da por resultado 


Tiempo pico = t„ = — = -=- : = 0.2418 s (E.4) 

°>d £d„Vl - C 2 15V1 - 0.5 2 

Porcentaje de sobrepaso = % M p = lOOe = 100c V-(V = 100(0.1231) = 12.31 (E.5) 


Tiempo de asentamiento = f, = -= -—- = 0.5333 s (E.6) 

fu),, 0.5(15) 


/ í \ 

77 — tan 1 — . 

77 — a V Vi — £ 2 / 

Tiempo de subrda = t r — - = - 

lú d co d 

-l í °-5 

77 — tan — , 

vvr^ov 


15V1 - 0.5 2 

Este ejemplo demuestra que las características de respuesta, tiempo pico, porcentaje de sobrepaso, tiempo 
de asentamiento y tiempo de subida, se determinan sin la tediosa tarea de buscar la respuesta en función del 
tiempo mediante una transformada inversa de Laplace, trazando la respuesta en función del tiempo y tomando 
medidas de la curva en función del tiempo resultante. 


= 0.2015 s 


(E.7) 


Parámetros de sistema obtenidos a partir de las características 
de respuesta conocidas 


Determine los valores del momento de inercia de masa y la constante de amortiguamiento de un sistema torsio- 
nal, mostrado en la figura 4.32, para alcanzar 25% de sobrepaso y un tiempo de asentamiento de 2.5 s durante 
un par de torsión escalonado de entrada T 0 (t). La rigidez torsional del sistema es de 10 N-m/rad. 
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Figura 4.32 


Solución: La función de transferencia del sistema se expresa como 

e« (i/7) 


T( S ) = 




2 , c t kt 

s~ -i - s H- 

J J 


A partir del último término en el denominador de la ecuación (E.l), obtenemos 


ík t 

= V7 


El término medio en el denominador de la ecuación (E.l) da 


c, 

2 íü»„ = ~ 


Como el tiempo de asentamiento es de 2.5 s, tenemos (por la ecuación 4.69): 


t a 2.5 o 1.6 


Las ecuaciones (E.3) y (E.4) dan 


2{co n = 3.2 = y 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


Las ecuaciones (E.2) y (E.4) dan por resultado 






392 


Capítulo 4 Vibración en condiciones forzadas 


Utilizando el porcentaje de sobrepaso conocido, la relación de amortiguamiento se determina por la ecuación 
(4.67) como 


In (% M p / 100) 
Vtt 2 + ln 2 (% M p / 100) 


ln (25/100) 

. = 0.4037 

VV + ln 2 (25/100) 


(E.7) 


La ecuación (E.4) da 


L6 

C 


1.6 

0.4037 


3.9633 rad/s 


La ecuación (E.2) da por resultado 



10 

3.9633 2 


0.6366 kg-m 2 


La constante de amortiguamiento torsional c, se encuentra a partir de la ecuación (E.5) como 


(E.8) 


(E.9) 


c, = 3.2 J = 3.2(0.6366) = 2.0372 N-m-s/rad 


(E.10) 


4.8 Métodos numéricos 


La determinación de la respuesta de un sistema sometido a funciones forzadas arbitrarias mediante 
métodos numéricos se llama simulación numérica. Los métodos analíticos comentados hasta ahora 
llegan a ser tediosos y en ocasiones incluso imposibles de utilizar para hallar la respuesta de un 
sistema si la función forzada o excitación no se puede describir en una forma analítica simple o si 
se tienen que utilizar datos de fuerza experimentalmente determinados (como la reseña de la acele¬ 
ración del suelo medida durante un sismo). Se pueden utilizar métodos numéricos para verificar la 
exactitud de las soluciones analíticas, sobre todo si el sistema es complejo. Del mismo modo, las so¬ 
luciones numéricas se tienen que verificar por medio de métodos analíticos siempre que sea posi¬ 
ble. En esta sección se consideran los métodos numéricos de resolver sistemas de un solo grado de 
libertad sometidos a funciones forzadas arbitrarias. 

Las soluciones analíticas son sumamente útiles para comprender el comportamiento de un 
sistema con respecto a cambios en sus parámetros. Las soluciones analíticas constituyen una ayuda 
directa al diseñar sistemas que satisfagan cualquier característica de respuesta especificada con la 
selección apropiada de valores de parámetros. Si la solución analítica se dificulta, la respuesta del 
sistema se puede hallar por medio de un procedimiento de integración numérica. Se cuenta con va¬ 
rios métodos para la integración numérica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Los métodos de 
Runge-Kutta son un lugar común para la solución numérica de ecuaciones diferenciales. 

Considere la ecuación de movimiento de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad 
sometido a una fuerza arbitraria/) t): 

rrix{t) + c'x(t) + kx(t) = f{t ) (4.70) 

con las condiciones iniciales x(t = 0) = x 0 y x(t = 0) = i 0 . La mayoría de los métodos numéricos 
asumen que la ecuación diferencial aparece en la forma de una ecuación diferencial de primer orden 
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Métodos de 
Runge-Kutta 


(o un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden). Como tal, tenemos que convertir la 
ecuación diferencial de segundo orden, ecuación (4.70), en un conjunto equivalente de dos ecuacio¬ 
nes diferenciales de primer orden. Para esto, introducimos las funciones desconocidas 

dx(t ) 

*1 (0 = x(t), x 2 (t) = x(t) = —— = xi(t) (4.71) 

dt 


y reescribimos la ecuación (4.70) como 


mx(t ) = —c'x{t) — kx(t) + f(t) 


(4.72) 


o, considerando las funciones jc x (í) y x 2 (t) introducidas en la ecuación (4.71), 


m'x 2 = —cx 2 (t) — kx\{t) + f{t) 


(4.73) 


La ecuación (4.73) junto con la segunda relación dada en la ecuación (4.71) se puede expresar como 

X\(t) = x 2 (t) 

Jc 2 (t) = —x 2 (t) - —xi (í) + —f(t) 


(4.74) 

(4.75) 


m m m 

Las ecuaciones (4.74) y (4.75) representan dos ecuaciones diferenciales de primer orden y juntas indican la 
ecuación (4.70). Las ecuaciones (4.74) y (4.75) se pueden expresar en forma vectorial como 


donde 


X{t) = F(x, t) 




x\{t) 
*2 (0 


F(X,t) 



x 2 (t) 


- Xi (í)- X 2 (t) + —f(t) 

m m m 


(4.76) 


(4.77) 


En la mayoría de los métodos numéricos se obtienen soluciones mejoradas con la presente solución 
(comenzando con un valor inicial conocido en el tiempo cero) de acuerdo con la fórmula 


*¿+i = x¡ + Ax¡ (4.78) 

donde x¡ + ¡ es el valor de x en t = í ;+1 , x¡ es el valor deven t = f ¿ , y Aves el mejoramiento incremental 
agregado a x¡. Si la solución, x(t), se va a determinar durante el intervalo 0 < t < T, el tiempo total se 
divide en n partes iguales con A t = Tin, de modo que t 0 = 0, t x = A t, t 2 = 2 A/, ... ti = i A/, ..., t n = n 
A t = T. 
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Ejemplo 4.30 


En los métodos de Runge-Kutta se hace que la fórmula aproximada utilizada para obtener la 
solución x i+l a partir de x¡ coincida con la expansión en serie de Taylor de x en x i+x hasta términos 
de orden (A t) k , donde k significa el orden del método de Runge-Kutta. La expansión en serie de 
Taylor de x(t) en t + Ai está dada por 

(Ar) 2 (A/) 3 

x(t + Af) = x(t) + x At + x ——-t- x ——-h ... (4.79) 


En contraste con la ecuación (4.79), la cual requiere derivadas de alto orden, los métodos de Runge- 
Kutta no necesitan derivadas explícitamente más allá del primer orden. 

En el método de Runge-Kutta de cuarto orden, el cual es el más comúnmente utilizado, se usa 
la siguiente fórmula de recurrencia para encontrar los valores de X (f) en diferentes estaciones de 


tiempo t¡ comenzando a partir del vector inicial conocido, Xq 


x(t = 0)1 
x(t = 0)J 



donde 


%+i = X¡ + \[K, + 2 K 2 + 2K 3 + K 4 ] 

O 

K x = hF(x¡, t¡) 

K 2 = hF^Xi + ^K h t¡ + X -h j 

K 3 = hfhi + \l 2 , U + x -h j 
K 4 = hF(x¡ + K 3 , t¡+i) 


(4.80) 

(4.81) 

(4.82) 

(4.83) 

(4.84) 


El método es estable y de inicio automático, es decir, sólo se requiere el valor de la función vector 
F en una estación de tiempo previa única para determinar la función en la estación de tiempo ac¬ 
tual. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento. 


Respuesta obtenida con el método de Runge-Kutta 


Encuentre la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad sometido a una fuerza con la ecuación de 
movimiento 


500!í + 200i + 750 jc = F(t) = 2000 (E.l) 

de modo que m = 500, c = 200, k = 750 y F(t) = F 0 = 2000. Utilice el método de Runge-Kutta de cuarto 
orden. Asuma las condiciones iniciales como x(t = 0) = x 0 = 0 y x(t = 0) = A 0 = 0. 

Solución: La ecuación de movimiento dada por la ecuación (E. 1) se expresa como un sistema de dos ecuacio¬ 
nes diferenciales de primer orden como se muestra en la ecuación (4.76) con 
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y 


/ = 


,,.1 í x 2(t) 

/iWl = J i 

/ 2 (r)J I ^( 2000 “ 200t 2 “ 750jc i) 


J = /m(0)1 

0 lx 2 (0) J 


La respuesta se calcula durante el tiempo (0, T). La función de tiempo de T 
iguales de modo que 


A t = h 


T 20 
400 ~~ 400 


0.05 s 


20 s se divide en 400 etapas 


Por lo tanto, t 0 = 0, t¡ = 0.05, t 2 = 0.10, f 3 = 0.15, ..., f 400 = 20.0. Se aplica el método de Runge-Kutta para 
hallar la respuesta del sistema Cv¡(f)). En la tabla 4.1 se muestran vectores de solución típicos X¡ para i = 1,2, 
3, ..., 400. La respuesta del sistema se muestra trazada en la figura 4.32. 


Tabla 4.1 

i 

* 

II 

H 

* 

N> 

II 

H 

1 

0 .000000e+000 

0 .000000e+000 

2 

4.965271e—003 

1.978895e—001 

3 

1.971136e-002 

3.911261c—001 

4 

4.398987c—002 

5.790846c—001 

5 

7.752192e—022 

7.611720c—001 

6 

1.199998e—001 

9.368286c—001 

'7 

1.710888e—001 

1.105530c+000 

8 

2.304287c—001 

1.266787c+000 

9 

2.976359e—001 

1.420150c+000 

10 

3.723052e—001 

1.565205c+000 

391 

2.675602c+000 

— 6.700943c—002 

392 

2.672270e+000 

—6.622167c—002 

393 

2.668983e+000 

— 6.520372e—002 

394 

2.665753e+000 

—6.396391c—002 

395 

2.662590c+000 

-6.251125c-002 

396 

2.659505e+000 

—6.085533c—002 

397 

2.656508e+000 

— 5.900634c—002 

398 

2.653608e+000 

—5.697495c—002 

399 

2.650814c+000 

— 5.477231c—002 

400 

2.648133e+000 

— 5.241000c—002 
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4.9 Respuesta a condiciones forzadas irregulares 
obtenida aplicando métodos numéricos 


En el método de integración numérica directa de la ecuación de movimiento (solución numérica de 
ecuaciones diferenciales) presentado en la sección 4.8 se supuso que las funciones forzadas F(t) están 
disponibles como funciones de tiempo de una manera explícita. En muchos problemas prácticos, sin 
embargo, las funciones forzadas F(t) no están disponibles como expresiones analíticas. Cuando una 
función forzada se determina experimentalmente, F(t) se puede denominar como una curva irregular. 
En ocasiones sólo se puede disponer de los valores de F(t) = F¡ en una serie de puntos t = t¡ en la 
forma de un diagrama o una tabla. En esos casos podemos ajustar polinomios o algunas curvas como 
esas a los datos y utilizarlas en la integral de Duhamel, ecuación (4.31), para hallar la respuesta del 
sistema. Otro método más común de determinar la respuesta implica dividir el eje del tiempo en va¬ 
rios puntos discretos y utilizar una variación simple de F(t) durante cada etapa. Presentaremos este 
método numérico en esta sección, utilizando una función de interpolación lineal para F(t) [4.8]. 

Permita que la función varíe con el tiempo de una manera arbitraria, como se indica en la figura 
4.33. Esta función forzada se representa de forma aproximada con una función lineal por partes. En 
la interpolación lineal por partes se supone que la variación de F(t) en cualquier intervalo es lineal, 
como se muestra en la figura 4.34. En este caso, la respuesta del sistema en el intervalo tj_ ] < t < tj 
se puede encontrar agregando la respuesta producida por la función (rampa) lineal aplicada durante 
el intervalo actual a la respuesta existente en t = f-_ ¡ (condición inicial). De aquí resulta 


t(r) = 


A Fj 


k A t 


J L 


2£ 


t — tj -1 -b e b'-l) X j -eos U) d {t — tj -]) — 


2£ 


2 yl 1 

U>d ~ í U>n 
2 

CO n (Od 


senw d (t - tj-i) 


+ 


p j -1 


1 — e ía> "(' eos a> d (t — tj- j) + —-senwJt — í,_i) 

1 Md 


- I - 1) 


*/-l + £Vn.Xj -1 

xj—\ eos (x) d (í — tj~ i) H- senco d (t — íy-i) 


u> d 


(4.85) 


m 



Figura 4. 33 Función 
forzada arbitraria. 
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m 



Figura 4.34 Aproximación de una función forzada como una función lineal definida por partes. 


donde A Fj = Fj + Fj_ l . Al establecer i = t f en la ecuación (4.85), obtenemos la respuesta al final 
del intervalo A í ; -: 


A F, 


x¡ = —:— 
J k A 0 


A ti — — + e /— eos a> d Ai,-- ———-sentu^Aí, 

1 Un i o>„ 1 (ülco d 1 


+ 


F ¡~ i 


k 

+ e _í "" Aí . 


1 — e eos u>¿ At¡ + 1 - senco d Ai,- 

co d 


Xj -1 + Ca>nXj-l 

Xj-\ eos w d Atj H-sen a> d Ai,- 




(4.86) 


Diferenciando la ecuación (4.85) con respecto a i y sustituyendo i = í ; -, obtenemos la velocidad al 
final del intervalo: 


A F, 


x¡ = —— 
1 k A i 


J L 


1 — e £""^0 ^ eos a> d At¡ + senw^ Ai, 

u f i 


J7. „ 

H—e _ — sen <w (/ A i ; + ^ Aí -i 


X 


w d 

X COS ÍUj Aí; 


DA/ 

u d 


ij -1 + ~y x j-' ) senw í/ A 0' 


(4.87) 


Las ecuaciones (4.86) y (4.87) son las relaciones de recurrencia para determinar la respuesta del 
sistema al final de la j-ésima etapa. 
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Ejemplo 4.31 


Respuesta amortiguada obtenida aplicando métodos numéricos 


Encuentre la respuesta de un sistema de resorte-masa-amortiguador sometido a la función forzada 


F(f) = F 0 ^l- señ¬ 
en el intervalo 0 £ t ^ t 0 , aplicando un procedimiento numérico. Suponga F 0 = 1, k = 1, m = 1, £ 
t 0 = t„/2 donde t„ indica el periodo de vibración natural dado por 

2tt 2tt 


w n ( k/m J 1 / 2 


27T 


(E.l) 

0.1 y 


(E.2) 


Los valores de x y x en el instante 1=0 son cero. 

Solución: La figura 4.35 muestra la función forzada de la ecuación (E.l). Para los cálculos numéricos, el 
intervalo de 0 a t 0 se divide en 10 escalones iguales con 



7r 

TÓ’ 


i = 2,3, ..., 11 


(E.3) 


m 



Figura 4.35 Función forzada. 
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m 


1.0 


0.0 


1.0000 

A F 2 = 
A F,= 

= F 2 ~F 1 = 0.8436 
= F 3 - F 2 = 0.6910 

\o.8436 

A F u 

1 II 

1 

o 

II 

O 

O 

.O_ 


A t¡ = 

f 0 ;/ = 2.n 

\o.6910 

F 1 = 1.0000 



F 2 = 0.8436 

1 1 \ 

1 1 A 

0.5460 


! ! 

i 1 

\o.4122 

i\ 

F 10 = 0.01231 


F u = 0.00000 

1 1 

i ■ 

\ 0.2929 


1 1 \ 

1 1 

1 1 

1 1 

yo.i9io 

|Ns V0.1090 

i 

i i L 

1 1 

1 1 

]\O04894 

-J 


o 


0.01231 


ti 


fe 


ts 


10 r n 


- t 


tt 2tt 3tt Att 5tt 6tt Itt 8tt 9n 0 00000 

10 10 10 10 10 10 10 10 10 77 


A t 2 A t 3 

Figura 4.36 Aproximación lineal por partes. 


Tabla 4.2 Respuesta del sistema 

i 


x(t¡) Obtenida de acuerdo con la 
figura 4.36 (Idealización 4) 

l 

0 

0.00000 

2 

0.177 

0.04541 

3 

0.277 

0.16377 

4 

0.377 

0.32499 

5 

0.477 

0.49746 

6 

0.577 

0.65151 

7 

0.Ó77 

0.76238 

8 

0.777 

0.81255 

9 

0.877 

0.79323 

10 

0.977 

0.70482 

11 

7 T 

0.55647 


En la figura 4.36 se utilizan impulsos lineales por partes (trapezoidales) para aproximar la función 
forzada F(t). Los resultados numéricos se dan en la tabla 4.1. Los resultados se pueden mejorar por 
medio de un polinomio de mayor grado para interpolación en lugar de la función lineal. 
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4.10 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 4.32 Respuesta total de un sistema sometido a excitación de la base 

Utilizando MATLAB, trace la respuesta total del sistema viscosamente amortiguado sometido a excitación 
armónica de la base que se considera en el ejemplo 4.5. 

Solución: La ecuación (E.8) del ejemplo 4.5 da la respuesta total del sistema: 

x(t) = 0.488695e -í cos(19.975í - 1.529683) 

+ 0.001333 cos(5í - 0.02666) + 0.053314 sen(5/ - 0.02666) 


A continuación se proporciona el programa MATLAB para trazar esta ecuación 


% Ex4_32.m 
for i = 1: 1001 

t(i) = (i - 1)*10/1000; 


x(i) = 0.488695 * exp(-t(i)) * eos(19.975*t(i)-1.529683) + ... 
0.001333*cos(5*t(i)-0.02666) + 0.053314 * sin(5*t(i) 

- 0.02666); 

end 

plot(t,x); 
xlabel('t'); 
ylabel('x(t)'); 
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Ejemplo 4.33 


Respuesta a un impulso de una estructura 

Utilizando MATLAB, trace la respuesta a un impulso de la estructura de un solo grado de libertad debido a (a) 
un impacto simple y (b) un impacto doble, que se considera en los ejemplos 4.7 y 4.8. 

Solución: Las ecuaciones (E.l) y (E.3) de los ejemplos 4.7 y 4.8, respectivamente, dan las respuestas de la 
estructura a un impulso debido a impactos sencillo y doble: 

x(t) = 0.20025e“' sen 19.975í (E.l) 

0.20025e _í senl9.975í; 0 < t < 0.2 

0.20025e -í sen 19.975? + 0.100125e“ (í- °- 2) sen 19.975(r - 0.2); t > 0.2 





A continuación se da el programa MATLAB para trazar las ecuaciones (E.l) y (E.2). 

% Ex4_33.m 
for i = 1: 1001 

t (i) = (i-1)*5/1000; 

xl(i) = 0.20025 * exp(—t(i)) * sin(19.975*t(i)); 
if t(i) > 0.2 

a = 0.100125; 

else 

a = 0.0; 

end 

x2 (i) = 0.20025 * exp(— t(i)) * sin(19.975*t(i)) + ... 
a * exp(-(t(i)-0.2)) * sin(19.975*(t(i)-0.2)); 

end 

plot(t,xl); 

gtext('Eq. (E.l): solid line'); 

hold on; 

plot(t,x2,'—'); 

gtext('Eq. (E.2): dash line 7 ); 
xlabel ( ' t'); 







402 Capítulo 4 Vibración en condiciones forzadas 



Ejemplo 4.34 Respuesta bajo una fuerza periódica 


Desarrolle un programa MATLAB de uso general, llamado Program4 .m, para hallar la respuesta de estado 
estable de un sistema viscosamente amortiguado de un solo grado de libertad bajo una fuerza periódica. Use 
el programa para encontrar la respuesta de un sistema sometido a la fuerza que se muestra en la figura adjunta 
con los siguientes datos: m =100 kg, k = 10 5 N/m, f = 0.1. 

Solución: El programa Program4 .m se desarrolla para que acepte los valores de la fuerza periódica a n 
valores discretos de tiempo. Los datos de entrada del programa son los siguientes: 

xm = masa del sistema 

xk = rigidez del sistema 

xai = relación de amortiguamiento (£) 

n = número de puntos equidistantes en los cuales se conocen los valores de la fuerza F{t) 
m = número de coeficientes de Fourier que se considerarán en la solución 
tiempo = duración de la función F{t) 

f— matriz de dimensión n que contiene los valores conocidos de F(t)\f{i) = F(t¡), i = 1, 2, ..., n 
t = matriz de dimensión n que contiene los valores discretos conocidos de tiempo t\ t(i)= t¡, i = 1,2,..., n 

El programa proporciona los siguientes datos de salida: 


número de escalones i , t(i), /(¡), x(i) 


donde x(i) = x(t = t ¡) es la respuesta en el escalón de tiempo i. El programa también traza la variación de x 
con el tiempo. 


E(í) 


Program 4.m: x(t) 


0.7 


120,000 



0.6 


24,000 


48,000 


96,000 


72,000 



í 


0 


0 


0.025 0.05 0.075 0.100 0.120 


0 0.05 0.1 0.15 0.2 


t 
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Ejemplo 4.35 


Respuesta bajo una función forzada arbitraria 

Desarrolle un programa MATLAB de uso general, llamado Program5 .m, para determinar la respuesta de 
un sistema de resorte-masa viscosamente amortiguado sometido a una función forzada arbitraria mediante los 
métodos de la sección 4.9. Use el programa para determinar la solución del ejemplo 4.31. 

Solución: El programa Program5 .m se desarrolla para que acepte los valores de la fuerza aplicada a n va¬ 
lores discretos de tiempo. El programa requiere los siguientes datos de entrada: 

n = número de estaciones de tiempo en las cuales se conocen los valores de la función forzada 
t = matriz de tamaño n que contiene los valores del tiempo en los cuales se conoce la función forzada 
/ = matriz de tamaño n que contiene los valores de la función forzada en varias estaciones de tiempo de 
acuerdo con la idealización de la figura 4.34 (figura 4.36 para el ejemplo 4.31) 
ff = matriz de tamaño n que contiene los valores de la función forzada en varias estaciones de tiempo de 
acuerdo con la idealización de la figura 4.34 (figura 4.36 para el ejemplo 4.31) 
xai = factor de amortiguamiento (£) 
omn = frecuencia natural no amortiguada del sistema 
delt = tiempo incremental entre estaciones de tiempo consecutivas 
xk = rigidez de resorte 

El programa da los valores de x(i ) obtenidos por el método numérico en las diversas estaciones de tiempo i. El 
programa también traza las variaciones de x con el tiempo. 



Resumen del capítulo 

Consideramos la vibración forzada de sistemas de un solo grado de libertad sometidos a fuerzas periódicas 
generales mediante la serie de Fourier. Para sistemas sometidos a funciones forzadas arbitrarias, analizamos 
los métodos de integral de convolución y la transformada de Laplace para hallar la respuesta de sistemas no 
amortiguados y amortiguados. Estudiamos el concepto de espectros de respuesta y su uso para determinar la 
respuesta de sistemas sometidos a excitaciones sísmicas. Por último, consideramos métodos numéricos, como 
el de Runge-Kutta de cuarto orden, para encontrar la respuesta de sistemas sometidos a fuerzas arbitrarias, 
incluidos los numéricamente descritos. 

Ahora que ya terminó este capítulo, usted deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver los 
problemas que se dan a continuación. 
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Preguntas de repaso 

4.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. ¿Cuál es la base para expresar la respuesta de un sistema bajo excitación periódica como una suma 
de varias respuestas armónicas? 

2. Indique algunos métodos para hallar la respuesta de un sistema sometido a fuerzas no periódicas. 

3. ¿Qué es la integral de Duhamel? ¿Cuál es su uso? 

4. ¿Cómo se determinan las condiciones iniciales para un sistema de un solo grado de libertad some¬ 
tido a un impulso en el instante t = 0 ? 

5. Derive la ecuación de movimiento de un sistema sometido a excitación de la base. 

6 . ¿Qué es un espectro de respuesta? 

7. ¿Cuáles son las ventajas del método de la transformada de Laplace? 

8 . ¿Cuál es el uso de un pseudoespectro? 

9. ¿Cómo se define la transformada de Laplace de una función x(t)‘l 

10. Defina los términos impedancia generalizada y admitancia de un sistema. 

11. Mencione los modelos de interpolación que se pueden utilizar para aproximar una función forzada 
arbitraria. 

12. ¿Cuántas condiciones resonantes existen cuando la fuerza externa no es armónica? 
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13. ¿Cómo calcula la frecuencia del primer armónico de una fuerza periódica? 

14. ¿Cuál es la relación entre las frecuencias de los armónicos de mayor grado y la frecuencia del 
primer armónico durante una excitación periódica? 

15. ¿Cuál es la diferencia entre respuestas transitoria y de estado estable? 

16. ¿Qué es un sistema de primer orden? 

17. ¿Qué es un impulso? 

18. ¿Cuáles son las propiedades de la función delta Dirac 5(í)? 

4.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso. 

1. El cambio en la cantidad de movimiento se conoce como impulso. 

2. La respuesta de un sistema sometido a una fuerza arbitraria se puede encontrar sumando las res¬ 
puestas producidas por varios impulsos elementales. 

3. El espectro de respuesta correspondiente a una excitación de la base es útil en el diseño de maqui¬ 
naria sometida a sismos. 

4. Algunas funciones periódicas no pueden ser reemplazadas por una suma de funciones armónicas. 

5. Las amplitudes de armónicos de mayor grado serán menores en la respuesta de un sistema. 

6. El método de la transformada de Laplace toma automáticamente en cuenta las condiciones iniciales. 

7. La ecuación de movimiento se puede integrar numéricamente incluso cuando la fuerza de excita¬ 
ción es no periódica. 

8. El espectro de respuesta da la respuesta máxima de todos los sistemas de un solo grado de libertad 
posibles. 

9. Para un oscilador armónico, los espectros de aceleración y desplazamiento se pueden obtener a 
partir del espectro de velocidad. 

10. Si dos masas m l y m, se unen después de una colisión, ésta se llama colisión elástica. 

11. Las características de respuesta transitoria se pueden hallar a partir de la función de transferencia. 

12. Se puede utilizar el método de Runge-Kutta para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales 
de cualquier orden. 

13. La transformada de Laplace de 1 es -. 

s 

4.3 Llene cada uno de los siguientes espacios en blanco con la palabra correcta: 

1. La respuesta de un sistema lineal sometido a una fuerza periódica se encuentra_respuestas 

armónicas apropiadas. 

2. Cualquier función periódica se puede representar por medio de una integral de_. 

3. Una fuerza de impulso es de gran magnitud y actúa durante un periodo muy_. 

4. La respuesta de un sistema de un solo grado de libertad a un_unitario se conoce como fun¬ 

ción de respuesta a impulso. 

5. La integral de Duhamel también se conoce como integral de_. 

6. La variación de la respuesta máxima con la frecuencia natural de un sistema de un solo grado de 

libertad se conoce como espectro de_. 

7. La respuesta transitoria de un sistema se puede hallar por medio de la integral de_. 

8. La solución completa de un problema de vibración se compone de las soluciones de estado_ 

y transitoria. 

9. El método de la transformada de Laplace transforma una ecuación diferencial en una ecuación 


10. La función de transferencia es la_de la impedancia generalizada. 

11. Un impulso se puede medir si se encuentra el cambio en_del sistema. 

12. La integral de Duhamel está basada en la función de respuesta_del sistema. 

13. La integral de Duhamel se puede utilizarpara encontrar larespuesta de sistemas_ 

de un solo grado de libertad sometidos a excitaciones arbitrarias. 

14. El espectro de respuesta de velocidad, determinado a partir del espectro de aceleración se conoce 

como espectro de_. 

15. Cualquier función forzada periódica se puede expandir en una serie de_. 

16. En el dominio de Laplace lím [íX(í) ] da el valor_de la respuesta. 

s —>0 

17. Un cambio en la cantidad de movimiento de un sistema da el_. 
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4.4 


18. La respuesta total de un sistema se compone de valores transitorio y de_. 

19. La transformada de Laplace de x(t) se indica como_. 

20. F(t) indica la transformada inversa de Laplace de_. 

21. La ecuación de movimiento mx + ex + kx = /(í) corresponde a un sistema de_orden. 

22. La transformada de Laplace de 8(t) es_. 

Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones dadas: 

1. La parte transitoria de la solución surge de 

a. una función forzada b. condiciones iniciales c. condiciones límite 

2. Si un sistema se somete a una fuerza no periódica aplicada repentinamente, la respuesta será 

a. periódica b. transitoria c. estable 

3. Las condiciones iniciales se deben aplicar a una 

a. solución de estado estable b. solución transitoria c. solución total 

4. El espectro de aceleración (S a ) se puede expresar en función del espectro de desplazamiento (S d ) 
como 

a. S a (o n S¿ b. S a oj n Sd c. S a o) n S d 

5. El pseudoespectro está asociado con 

a. la pseudoaceleración b. la pseudovelocidad c. el pseudodesplazamiento 

6. Los coeficientes de Fourier se tienen que determinar numéricamente cuando los valores de la fun¬ 
ción/(í) están disponibles 

a. en forma analítica 

b. en valores discretos de t 

c. en la forma de una ecuación compleja 

7. La respuesta de un sistema de un solo grado de libertad sometido a excitación de la base, y(t), se 
puede determinar utilizando la fuerza externa como 

a. —my b. my c. my + cy + ky 

8. El espectro de respuesta se utiliza ampliamente en 

a. el diseño de edificios sometidos a grandes cargas vivas 

b. el diseño sísmico 

c. el diseño de maquinaria sometida a fatiga 

9. La ecuación de movimiento de un sistema sometido a excitación de la base, y(t), está dado por 
a , mx + ex + kx = — my 

mi + cz + kz = — my; z = x — y 

c mx + ex + kx = — m'z', z — x — y 

10. La función e~ est utilizada en la transformada de Laplace se conoce como 

a. núcleo b. integrando c. término subsidiario 

11. La transformada de Laplace está definida por 

a. L(í) = 

b. L(s) = 

c. x(s) = 

12. En el dominio de Laplace, el límfi'Vfi)] da: 

s—* 0 

a. el valor inicial b. el valor transitorio c. el valor de estado estable 


J-o 


e est x(t)dt 

) 

e~ es, x{t) dt 

i 

i 

e es, x (f) dt 
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13. F(t) — at corresponde a 

a. un impulso b. fuerza gradual c. fuerza rampa 

14. f{t) = S(t — t) corresponde a una fuerza aplicada en 

a. t — r = 0 b. t — r < 0 c. t — t > 0 

15. En una colisión elástica perfecta de dos masas m¡ y la cantidad conservada es: 

a. energía b. cantidad de movimiento c. velocidad 

16. La respuesta escalonada de un sistema sobreamortiguado presenta 

a. nada de oscilaciones b. oscilaciones c. sobrepaso 

3 j + 4 C i C? 

17. El método utilizado para expresar---como--¡-— se llama: 

(i + l)(s + 2) í+1 s + 2 

a. separación b. fracciones parciales c. descomposición 

18. La mayoría de los métodos numéricos de resolver ecuaciones diferenciales suponen que el orden 
de la ecuación es 

a. uno b. dos c. arbitrario 

4.5 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes: 

1. x(t) = 

2. x{t) = 

3. x{t) = 

4. Y{s) = 

5. z(s) = 

6. T(s) = 


1 


e sen<y d t 


[ F{T)g(t ~ t) dr 
J o 

¡£~ l Y(s)F(s) 

1 


ms 2 + es + k 
ms~ + es + k 


e es, x(t)dt 


a. Transformada inversa de Laplace de jc(s) 

b. Función de impedancia generalizada 

c. Función de respuesta a un impulso unitario 

d. Transformada de Laplace 

e. Integral de convolución 

f. Función de admitancia 


4.6 Correlacione las siguientes características de respuesta transitoria: 


a. Tiempo pico 

b. Tiempo de subida 

c. Sobrepaso máximo 

d. Tiempo de asentamiento 

e. Tiempo de retardo 


1. Valor pico máximo 

2. Tiempo para alcanzar el valor máximo 

3. Tiempo para alcanzar un valor dentro de ±2% del valor de 
estado estable 

4. Tiempo para alcanzar 50% del valor de estado estable 

5. Tiempo para incrementar el valor de estado estable de 10% 
a 90% 


Problemas 

Sección 4.2 Respuesta bajo una fuerza periódica general 

4.1-4.4 Encuentre la respuesta de estado estable de la válvula de control hidráulica que se muestra en la 
figura 4.4(a) a las funciones forzadas obtenidas reemplazando x(t) con F(t) y A con F 0 en las figuras 
1.114-1.117. 

4.5 Encuentre la respuesta de estado estable de un sistema viscosamente amortiguado a la función for¬ 
zada obtenida reemplazando x(t) y A con F(t) y F 0 , respectivamente, en la figura 1.54(a). 
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4.6 Las vibraciones torsionales de un engrane impulsado montado en una flecha (vea la figura 4.37) en 
condiciones estables están regidas por la ecuación 

Jq6 + kfi — M t 


donde k, es la rigidez torsional de la flecha impulsada, M, es el par de torsión transmitido, J Q es el momento 
de inercia de masa, y 0 es el desplazamiento angular del engrane impulsado. Si uno de los 16 dientes del 
engrane impulsor se rompe, determine la vibración torsional resultante del engrane impulsado para los 
siguientes datos: 

Engrane impulsado: J 0 = 0.1 N-m-s 2 , velocidad = 1000 rpm, material de la flecha impulsada: acero, 
sólido, de sección circular con diámetro de 5 cm y longitud de 1 m, M ^ = 1000 N-m. 



4.7 Se utiliza un mecanismo de cigüeñal corredizo para impartir movimiento a la base de un sistema de 
resorte-masa-amortiguador, como se muestra en la figura 4.38. Representando de forma aproximada el 
movimiento de la base y(f) como una serie de funciones armónicas, encuentre la respuesta de la masa 
para m = 1 kg, c = 10 N-s/m, k = 100 N/m, r = 10 cm, l = 1 m, y w = 100 rad/s. 



4.8 La base de un sistema de resorte-masa-amortiguador se somete al desplazamiento periódico que se 
muestra en la figura 4.39. Determine la respuesta de la masa aplicando el principio de superposición. 

4.9 La base de un sistema de resorte-masa, con amortiguamiento de Coulomb, está conectada al mecanis¬ 
mo de cigüeñal corredizo que se muestra en la figura 4.40. Determine la respuesta del sistema para un 
coeficiente de fricción p, entre la masa y la superficie representando el movimiento y(f) como una serie 
de funciones armónicas para m = 1 kg, k = 100 N/m, r = 10 cm, / = 1 m,/i = 0.1 ya = 100 rad/s. 
Determine las limitaciones de su solución. 


























Problemas 


409 


x(t) 



Figura 4.40 


4.10 Se utiliza una leva de rodillo para impartir un movimiento periódico a la base del sistema de resorte-masa 
que se muestra en la figura 4.41. Si el coeficiente de fricción entre la masa y la superficie es ¡jl , determine 
la respuesta del sistema por medio del principio de superposición. Discuta la validez del resultado. 



4.11 Encuentre la respuesta total de un sistema viscosamente amortiguado de un solo grado de 
libertad sometido a una excitación armónica de la base con los siguientes datos: m = 10 kg, 
c = 20 N-s/m, k = 4000 N/m, y(t) = 0.05 eos 5 1, x 0 = 0.1 m y x 0 = 1 m/s. 
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4.12 El sistema de suspensión de un automóvil que viaja por una carretera irregular tiene una rigi¬ 
dez de k = 5 X 10 6 N/m y la masa efectiva del automóvil sobre la suspensión es m = 750 kg. 
Las irregularidades de la carretera se pueden considerar como ondas semisenoidales como se 
indica en la figura 4.42. Determine la respuesta de desplazamiento del automóvil. Suponga 
que el amortiguamiento del sistema es insignificante. 

Sugerencia: La representación como una serie de Fourier de la carretera irregular, y(t), está dada por 


y(t) 


1 1 2 

-1— sen 2ttí- 

77 2 77 


COS 477Í COS 877Í COS 1277Í 

1(3) + 3(5) + 5(7) + 



Sección 4.3 Respuesta bajo una fuerza periódica de forma irregular 

4.13 Determine la respuesta de un sistema amortiguado con m = 1 kg, k — 15 kN/m y £ = 0.1 bajo la acción 
de una función forzada periódica, como se muestra en la figura 1.119. 

4.14 Determine la respuesta de un sistema viscosamente amortiguado sometido a la fuerza periódica cuyos 
valores se dan en el problema 1.116. Suponga que M t indica el valor de la fuerza en newtons en el ins¬ 
tante t¡ segundos. Use m = 0.5 kg, k = 8000 N/m, y £ = 0.06. 

4.15 Encuentre el desplazamiento del tanque de agua de la figura 4.43(a) sometido a la fuerza periódica 
mostrada en la figura 4.43(b) tratándolo como un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad. 
Use el procedimiento numérico descrito en la sección 4.3. 




Figura 4.43 
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Sección 4.5 Integral de convolución 

4.16 La limpieza por chorro de arena es un proceso en el cual un material abrasivo, atrapado en un chorro de 
aire es dirigido sobre la superficie de una pieza fundida para limpiar su superficie. En un montaje par¬ 
ticular de limpieza por chorro de arena, la pieza fundida de masa m se coloca sobre un soporte flexible 
de rigidez k como se muestra en la figura 4.44(a). Si la fuerza ejercida sobre la pieza por el chorro de 
arena varía como se muestra en la figura 4.44(b), encuentre la respuesta de la pieza fundida. 



4.17 Encuentre el desplazamiento de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad sometido a la 
función forzada F(t) = F 0 e~ at , donde a es una constante. 

4.18 Un cilindro de aire comprimido está conectado al sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 
4.45(a). Debido a una pequeña fuga en la válvula, la presión sobre el pistón, p(t) se incrementa como se 
indica en la figura 4.45(b). Encuentre la respuesta del pistón con los datos siguientes: m = 10 kg, k = 
lOOON/my d = 0.1 m. 




(b) Figura 4.45 
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4.19 Encuentre la respuesta transitoria de un sistema de resorte-masa no amortiguado durante t > tt/w 
cuando la masa se somete a una fuerza 


m = 


2 

F 0 


(1 — eos (Ot) 


durante 0 £ / s — 
co 

TT 

durante t > — 


Suponga que el desplazamiento y velocidad de la masa son cero en el instante t = 0. 


4.20-4.22 Siga el método de la integral de Duhamel para obtener la expresión para la respuesta de un sistema 
no amortiguado sometido a las funciones forzadas que se muestran en las figuras 4.46(a) a (c). 


m 


F(t) 


m 




(a) 


(b) 


(c) 


Figura 4.46 


4.23 La figura 4.47 muestra un modelo de un solo grado de libertad de un vehículo de motor 
que viaja en dirección horizontal. Determine el desplazamiento relativo del vehículo cuando viaja 
por una carretera con baches de la forma y(s) = Y sen tts/8. 



Figura 4.47 


4.24 Un vehículo que viaja a una velocidad constante v en dirección horizontal se encuentra con un 
tope triangular, como se muestra en la figura 4.48. Tratando el vehículo como un sistema no 
amortiguado de resorte-masa, determine la respuesta del vehículo en dirección vertical. 
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H— 5 —H Figura 4.48 


4.25 Un automóvil de 1000 kg de masa viaja por una carretera con topes de la forma que se muestra en a 
figura 4.49. La velocidad del automóvil es de 50 km/h. Si el periodo natural no amortiguado de vibra¬ 
ción en dirección vertical es de 10 seg, determine la respuesta del automóvil considerándolo como un 
sistema no amortiguado de un solo grado de libertad que vibra en dirección vertical. 


Altura del tope (m) 



Figura 4.49 


4.26 Una videocámara de masa m se empaca en una caja hecha de un material flexible. La rigidez y constante 
de amortiguamiento del material de empaque son k y c, respectivamente, y la masa de la caja es insigni¬ 
ficante. Si la caja de deja caer por accidente desde una altura h sobre un piso rígido (vea la figura 4.50), 
halle el movimiento de la videocámara. 



Figura 4.50 
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4.27 Al rodar por la pista de aterrizaje un avión se encuentra un tope. Como resultado, la raíz del ala se so¬ 
mete a un desplazamiento que se puede expresar como 


y(0 


Y(t 2 /t 2 0 ), 

0 , 


0 < t < t 0 
t > t 0 


Encuentre la respuesta de la masa ubicada en la punta del ala si la rigidez de ésta es k (vea la figura 4.51). 



4.28 Derive la ecuación (E. 1) del ejemplo 4.12. 

4.29 En una prueba de encendido estática, un cohete se ancla a un muro rígido por medio de un sistema de 
resorte-amortiguador, como se muestra en la figura 4.52(a). El empuje que actúa en el cohete alcanza su 
valor máximo F en un tiempo muy corto y permanece constante hasta el tiempo del quemado total del 
combustible f 0 , como se indica en la figura 4.52(b). El empuje que actúa en el cohete es F = m 0 v, donde 
7W 0 es la tasa constante a la cual se quema el combustible y v es la velocidad del chorro. La masa inicial 
del cohete es M, de modo que su masa en cualquier tiempo t es m = M — m 0 t, 0 £ t £ t 0 . (1) Derive 
la ecuación de movimiento del cohete, y (2) encuentre el desplazamiento máximo de estado estable del 
cohete, suponiendo una masa promedio (constante) de (Ai — ^m 0 t 0 ), si los datos son k — 7.5 X 10 6 
N/m, c = 0.1 X 10 6 N-s/m, m 0 = 10 kg/s, v = 2000 m/s, M = 2000 kg, y t 0 = 100 s. 



Figura 4.52 


4.30 Demuestre que la respuesta a una función escalonada unitaria h(t)(F 0 = 1 en la figura 4.10(b)) está 
relacionada con la función de respuesta a un impulso g(t), ecuación (4.25), como sigue: 


g(t) 


dh(t) 


dt 
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4.31 Demuestre que la integral de convolución, ecuación (4.31), también se puede expresar en función de la 
respuesta a una función escalonada unitaria h(t) como 


f’dF{r ) 

x(t) = F(0)h(t) + / - h(t — t) dr 

Jo ar 


4.32 Encuentre la respuesta de la barra rígida que se muestra en la figura 4.53 por medio de la integral de con¬ 
volución con los datos siguientes: k l — k 2 = 5000 N/m, a = 0.25 m, b = 0.5 m, / = 1.0 m, Ai = 50 kg, 
m = 10 kg, F 0 = 500 N. 



Figura 4.53 


4.33 Encuentre la respuesta de la barra rígida que se muestra en la figura 4.54 por medio de la integral de 
convolución con los datos siguientes: k = 5000 N/m, I = 1 m, m = 10 kg, M 0 =100 N-m. 




Figura 4.54 


4.34 Encuentre la respuesta de la barra rígida que se muestra en la figura 4.55 por medio de la integral de 
convolución cuando el extremo P del resorte PQ se somete al desplazamiento x(t) = x 0 e~‘. Datos: k = 
5 000 N/m, l — 1 m, m = 10 kg, x 0 = 1 cm. 


x(t) = x 0 e 



Figura 4.55 
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4.35 Encuentre la respuesta de la masa que se muestra en la figura 4.56 sometida a la fuerza F(t) = F 0 e 1 
mediante la integral de convolución. Datos: = 1000 N/m. k 2 = 500 N/m, r— 5 cm, m = 10 kg, J 0 = 
1 kg-m 2 , F 0 = 50 N. 


Polea, momento de inercia de masa J 0 



Figura 4.56 


4.36 Encuentre las funciones de respuesta a impulso de un sistema de resorte-masa viscosamente amortigua¬ 
do en los siguientes casos: 

a. No amortiguado (c = 0) c. Críticamente amortiguado (c = c c ) 

b. Subamortiguado (c < c c ) d. Sobreamortiguado (c > c c ) 

4.37 Encuentre la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad sometido a un impulso F con los 
siguientes datos: m — 2 kg, c = 4 N-s/m, k — 32 N/m, F = 4 S(t), x 0 = 0.01 m, x Q — 1 m/s. 

4.38 El ala de un avión de combate, que lleva un misil en su punta, como se muestra en la figura 4.57, se 
puede representar como una viga en voladizo equivalente con El = 15 X 10 9 N-m 2 con respecto al eje 
vertical y longitud / = 10 m. Si la masa equivalente del ala es m = 2500 kg, determine la respuesta 
de vibración del ala (de m) debido al lanzamiento del misil. Suponga que la fuerza en m provocada por 
el lanzamiento del misil se puede representar como una función de impulso de magnitud F — 50 N-s. 



Figura 4.57 


(a) Sistema real 
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(b) Modelo de viga 


Figura 4.57 (Continuación) 



L 


m 


x(t) 

F 

(c) Modelo de vibración 


4.39 El marco, el yunque y la base del martillo de forja que se muestran en la figura 4.58(a) tienen una masa 
total de m. La almohadilla de soporte elástica tiene una rigidez de k. Si la fuerza aplicada por el martillo 
se da en la figura 4.58(b), determine la respuesta del yunque. 



m 



Figura 4.58 


4.40 La entrada a la válvula de un motor de combustión interna es una fuerza de F = 15000 N aplicada 
durante un periodo de 0.001 s por una leva como se muestra en la figura 4.59 (vea la figura 1.39 para la 
disposición de la válvula). La válvula tiene una masa de 15 kg, una rigidez de 10000 N/m y una cons¬ 
tante de amortiguamiento de 20 N-s/m. La leva aplica la fuerza F cada 0.5 s. (a) Encuentre la respuesta 
del desplazamiento de la válvula a partir de su posición de reposo cuando la leva aplica la fuerza F por 
primera vez. (b) Determine el desplazamiento de la válvula a partir de su posición de reposo cuando la 
leva aplica la fuerza F por segunda vez. 
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m 


F 


O 0.05 ' Figura 4.59 


4.41 El choque de un pájaro contra el motor de un avión se puede considerar como un impulso (figura 
4.60(a)). Si la rigidez y el coeficiente de amortiguamiento del soporte del motor son k = 50000 N/m y 
1000 N-s/m, y la masa del motor es m = 500 kg, obtenga la respuesta del motor. Suponga la masa del 
pájaro como 4 kg y la velocidad del avión como 250 km/h. 



Figura 4.60 


k 

5 

b 



r 





m 

— 


F (impulso) 
(b) Modelo 


4.42 El carro de ferrocarril que se muestra en la figura 4.61 está inicialmente en reposo y un impulso 5S(t) 
lo pone en movimiento, (a) Determine el movimiento del carro, x(t). (b) Si se desea detener el carro 
aplicando otro impulso, determine el impulso que se tiene que aplicar al carro. 



,7777777777777777777777777777¡ffiz77777¡7$¡777777777777. 


Figura 4.61 
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4.43 Un sistema de resorte-amortiguador está conectado a una palanca rígida sin masa como se muestra en 
la figura 4.62. Si se aplica una fuerza gradual de magnitud F 0 en el instante í = 0, determine el despla¬ 
zamiento, x(t), del punto A de la palanca. 



Figura 4.62 


4.44 En el transbordador espacial hay un paquete experimental espacial de masa m soportado por una sus¬ 
pensión elástica de rigidez k. Durante el lanzamiento, el transbordador espacial (base del paquete elás¬ 
ticamente soportado) experimenta una aceleración y(t) = at, donde a es una constante. Encuentre la 
variación del tiempo del desplazamiento, x(t), y el desplazamiento relativo, x(t) — y(í), del paquete. 
Considere condiciones iniciales cero. 

4.45 Una persona que carga un instrumento de precisión de masa m, viaja de pie en el elevador de un edificio 
(figura 4.63). El elevador, mientras se mueve a una velocidad v 0 en el instante t = 0, desacelera a una 
velocidad cero (se detiene) en el instante t, de modo que la variación de su velocidad se puede expresar 
como 


vit) = 




0 < t < T 
t > T 


suponiendo que la rigidez de la persona que está de pie es k, determine la variación del desplazamiento 
del instrumento de precisión, x(t). 




\ 


y(0 



Figura 4.63 
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4.46 El tanque de agua que se muestra en la figura 4.43(a) se somete a una fuerza huracanada repentina la 
cual cambia con el tiempo como se muestra en la figura 4.64. Considerando condiciones iniciales cero, 
determine la respuesta de desplazamiento, x{t), del tanque de agua. 


m 



Figura 4.64 


Sección 4.6 Espectro de respuesta 

4.47 Derive el espectro de respuesta de un sistema no amortiguado con el pulso rectangular que se muestra 
en la figura 4.46(a). Trace Cr/S est ) máx con respecto a ( t 0 /r n ). 

4.48 Encuentre el espectro de respuesta de desplazamiento de un sistema no amortiguado con el pulso que se 
muestra en la figura 4.46(c). 

4.49 La base de un sistema de resorte-masa no amortiguado se somete a una excitación de aceleración dada 
por a 0 [ 1 — sen(Trí/2í 0 ]. Encuentre el desplazamiento relativo de la masa z. 

4.50 Encuentre el espectro de respuesta del sistema considerado en el ejemplo 4.13. Trace (kx/F 0 ) máx contra 
co n t Q en el rango 0 — co n t 0 <15. 

4.51* La estructura de un edificio se somete a una carga explosiva, y la idealización de la estructura y la carga 
se muestran en la figura 4.14. Si m = 5000 kg, F 0 = 4 MN y t 0 = 0.4 s, encuentre la rigidez mínima 
requerida para limitar el desplazamiento a 10 mm. 

4.52 Considere la tarjeta de circuito impreso (TCI) montada sobre una repisa de aluminio que se muestra en 
la figura 4.23(a). Diséñela para que soporte una aceleración de 100 g sometida al pulso rectangular que 
se muestra en la figura 4.65. Suponga el peso específico, el módulo de Young y el esfuerzo permisible 
de aluminio como 0.1 lb/pulg 3 , 10 7 lb/pulg 2 , y 26000 lb/pulg 2 , respectivamente. 


Factor de amplificación Aceleración 



Figura 4.65 


El asterisco indica que se trata de un problema sin respuesta única. 
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4.53 Considere la tarjeta de circuito impreso (TCI) montada sobre una repisa de aluminio en voladizo que 
se muestra en la figura 4.23(a). Diseñe la repisa para que soporte una aceleración de 100 g sometida 
al pulso triangular que se muestra en la figura 4.66. Considere las propiedades de material dadas en el 
problema 4.52. 


Factor de amplificación 

de choque Aceleración 



Figura 4.66 


4.54 Una caja electrónica, que pesa 1 Ib, se somete a una prueba de choque por medio de un pulso semisenoi- 
dal de 100 g con una base de tiempo de 0.1 segundo para una prueba de calificación. La caja de coloca 
a la mitad de una viga doblemente empotrada como se muestra en la figura 4.67. La viga, junto con la 
caja, se coloca en un recipiente y se somete a la prueba de choque. Diseñe la viga para que soporte el 
pulso de choque mencionado. Considere las propiedades de material dadas en el problema 4.52. 


Caja electrónica 



d 

\ 

I. // I 

f l-f/2'H 

Sección A-A 


Figura 4.67 


4.55* El tanque de agua que se muestra en la figura 4.68 se somete a un sismo cuyo espectro de respuesta se 
indica en la figura 4.18. El peso del tanque con agua es de 100000 Ib. Diseñe una columna circular hueca 
de acero de 50 pies de altura de modo que el esfuerzo de flexión máximo no exceda el esfuerzo de fluen¬ 
cia del material. Considere una relación de amortiguamiento de 0.05 y un factor de seguridad de 2. 



Figura 4.68 
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4.56 Considere la grúa viajera elevada que se muestra en la figura 4.21. Suponiendo el peso de la carretilla 
como 5000 Ib y la relación de amortiguamiento total como 2%, determine la rigidez total del sistema 
necesario para que la carretilla no se descarrile cuando experimente una excitación sísmica vertical 
cuyo espectro de diseño aparece en la figura 4.19. 

4.57 Un poste eléctrico de sección transversal circular con una rigidez a flexión k = 5 000 N/m y una relación 
de amortiguamiento £ = 0.05, soporta un transformador de masa m = 250 kg como se muestra en la 
figura 4.69. Se somete a un sismo caracterizado por un espectro de respuesta dado en la figura 4.18. 
Encuentre: (a) el desplazamiento máximo del transformador; (b) la fuerza cortante máxima en el poste, 
y (c) el momento de flexión máximo en el poste. 


Masa del . 
transformador ( m ) 


Rigidez a 
flexión del . 
poste circular 
(*) 




i i 
ilL 


-x(t) 


VZ7Z77777777. 


»y(0 

Movimiento del suelo 


Figura 4.69 


Sección 4.7 Transformada de Laplace 

4.58 Encuentre la respuesta de estado estable de un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad 
sometido a la fuerza F(t) = F 0 e iM siguiendo el método de transformada de Laplace. 

4.59 Encuentre la respuesta de un sistema de resorte-masa amortiguado sometido a una función escalonada 
de magnitud F 0 con el método de transformada de Laplace. 

4.60 Encuentre la respuesta de un sistema no amortiguado sometido a un pulso cuadrado F(t) = F 0 en el ran¬ 
go 0 £ t £ í 0 durante t> t 0 aplicando el método de transformada de Laplace. Considere las condiciones 
iniciales como cero. 

4.61 Derive la expresión para la transformada de Laplace de la respuesta de un sistema amortiguado de un 
solo grado de libertad sometido a los siguientes tipos de funciones forzadas: 

a. /(í) = Asenmí c. f(t) = Ae mí 

b. f(t) = Acoscot d. f{t) = A8(t — í 0 ) 

4.62 Derive una expresión para la función de respuesta a un impulso de un sistema críticamente amortiguado 
de un solo grado de libertad. 

4.63 Encuentre la respuesta de un sistema con la siguiente ecuación de movimiento: 

2x + 8i + 16x = 5 S(t) 

aplicando las condiciones iniciales x(t = 0) = x 0 = 0.05 m y x(t = 0) = x Q = 0. Trace la respuesta del 
sistema. 
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4.64 Una bola de bronce de masa m 0 se deja caer sobre la masa de un sistema de un solo grado de libertad 
desde una altura h como se muestra en la figura 4.70. Si se atrapa la bola después de su primer rebote, de¬ 
termine la respuesta de desplazamiento resultante de la masa m. Suponga que la colisión es perfecta¬ 
mente elástica y que el sistema está inicialmente en reposo. Datos: m = 2 kg, m 0 = 0.1 kg, k = 100 
N/m, c = 5 N-s/rn, y h = 2 m. 


T 



Figura 4.70 


4.65 Considere la ecuación de movimiento de un sistema de primer orden: 

0.54 + 4x = f(t) 

donde la función forzada f(t) es periódica. Si la representación como una serie de Fourier de f(t) es 
f(t) = 4 sen 2t + 2 sen 4f + sen 6 1 + 0.5 sen 8f + ... 


a. ¿cuál es el ancho de banda del sistema? 

b. encuentre la respuesta de estado estable del sistema considerando únicamente los componentes de 
f(t) que queden dentro del ancho de banda del sistema. 

4.66 Encuentre la respuesta escalonada de un sistema con la ecuación de movimiento formulada: 

a. 24 + 104 + 12.5 = lOn^í) 

b. 24 + 104 + 8 = lOn^í) 

c. 2'x + 104 + 18 = 10mj(í) 


4.67 Derive la transformada de Laplace de la función rampa F(t ) = bt, t S 0, comenzando a partir de la 
transformada de Laplace. 


4.68 Encuentre la transformada inversa de Laplace de 


F(S) = 


~s + 3 


(5 + 1)(5 + 2) 

4.69 Encuentre la transformada inversa de Laplace de 


F(S) = 


3 s + 8 


(x + 2 )~{s + 5) 


4.70 Encuentre la respuesta de un sistema de resorte-amortiguador (de primer orden) que se muestra en la 
figura 4.1 (a) con la ecuación de movimiento 

c4 + kx = F(t) 
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4.71 

4.72 

4.73 


4.74 

4.75 

4.76 


4.77 

4.78 

4.79 

4.80 


donde la función forzada F(t) es una función escalonada unitaria. También determine los valores inicial 
y de estado estable de la respuesta a partir de las soluciones en el dominio de Laplace y de tiempo. 

Determine los valores inicial y de estado estable de la respuesta rampa del sistema de primer orden que 
se considera en el ejemplo 4.20, a partir de las soluciones en el dominio de Laplace y de tiempo. 

Encuentre los valores inicial y de estado estable de la respuesta de impulso del sistema subamortiguado 
que se considera en el ejemplo 4.9 utilizando las soluciones en el dominio de Laplace y de tiempo. 

Encuentre la respuesta de un sistema críticamente amortiguado de un solo grado de libertad sometido a 
una fuerza gradual con la ecuación de movimiento 

2'x + 8i + 8x = 5 


Considere las condiciones iniciales como x 0 = 1 y x 0 — 2. 

Encuentre la respuesta de estado estable de un sistema subamortiguado de un solo grado de libertad 
sometido a una entrada rampa F{t) — bt donde b es la pendiente de la rampa. 


Derive la expresión para la respuesta total de un sistema subamortiguado de un solo grado de libertad 
sometido a una función forzada F(t). Considere las condiciones iniciales como x(t = 0) = .r 0 y x{t = 0) 


Para el sistema amortiguado de segundo grado con la función de transferencia dada a continuación, 
determine los valores de f, co n , t s , t r , t p y porcentaje de sobrepaso: 


T(s) 


X{s) _ 121 

F(s) s 2 + 17.6 s + 121 


Para el sistema amortiguado de segundo grado con la función de transferencia dada a continuación, 
determine los valores de f, co n , t a , t e , t p y porcentaje de sobrepaso: 

, s X(s) 3.24 X 10 6 

A = - = - 

F{s) s 2 + 2700.V + 3.24 X 10 6 


Para el sistema traslacional de segundo grado que se muestra en la figura 4.2(a) con m = 6 kg, c — 30 
N-s/m y k = 45 N/m, determine los valores de £, w n , t a , t e , t p y porcentaje de sobrepaso para x(t). 

Para el sistema torsional de segundo orden que se muestraen la figura 4.2(c) con 7 = 2 kg-m 2 , c t — 2 
N-m-s/rad y k t = 2 N-m/rad, determine los valores de w n , t a , t e , t p y el porcentaje de sobrepaso para 
0U). 

Para el sistema traslacional que se muestra en la figura 4.2(a) con k— 1 y f(t) = función escalonada 
unitaria, determine los valores de m y c para alcanzar 40% de sobrepaso y un tiempo de asentamiento 
de 5 s. 


Sección 4.8 Métodos numéricos 

4.81 Encuentre la respuesta de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad con la ecuación de mo¬ 
vimiento 


m'x + ex + kx = F(t) 
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siguiendo el método de Runge-Kutta. Suponga que m = 5 kg, c = 200 N-s/m, k = 750 N/m y 


[Fq¿ 
m = ti ’ 
l F 0 - 


0 < t < ti 
t > í, 


con F 0 = 2000 N y í¡ = 6 s. 


4.82 Resuelva el problema 4.81 (con el método de Runge-Kutta) con la función forzada 


F(t) 



0 < t < t { 
t > t\ 


con F 0 = 2000 N y í¡ = 6 s. 


4.83 Resuelva el problema 4.81 (con el método de Runge-Kutta) para la función forzada 


Fn t 


F(t) = 


h ~ t 


0 ; 


0 < t < o 

h<t<t 2 
t . t 2 


con F 0 = 2000 N, ?¡ = 3 s y t 2 = 6 s. 


Sección 4.9 Respuesta a condiciones forzadas irregulares obtenida aplicando métodos 
numéricos 


4.84 Derive las expresiones para x ; - y Xj de acuerdo con la función de interpolación lineal, considerada en la 
sección 4.9 para el caso no amortiguado. Utilizando estas expresiones, encuentre la solución del ejem¬ 
plo 4.31 suponiendo que el amortiguamiento es cero. 


4.85 Encuentre la respuesta de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad con la ecuación de 
movimiento 


m'x + ex + kx = F(t) 


utilizando el método numérico de la sección 4.9. Considere m = 5 kg, c = 200 N-s/m, k = 750 N/m y 
los valores de la función forzada F(t) en tiempos discretos como se indica a continuación: 


r0123456789 10 

F(t) 0 400 800 1200 1600 2000 2000 2000 2000 2000 2000 


4.86 Encuentre la respuesta de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad con la ecuación de 
movimiento 


m'x + ex + kx = F(t) 


utilizando el método numérico de la sección 4.9. Considere m = 5 kg, c = 200 N-s/m, k = 750 N/m y 
los valores de la función forzada F(t) en tiempos discretos como se indica a continuación: 
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t 0123456789 10 

F(t) 0 1000 1732 2000 1732 1000 0 0 0 0 0 


4.87 Encuentre la respuesta de un sistema amortiguado de un solo grado de libertad con la ecuación de 
movimiento 


mx + ex + kx = F(t) 


utilizando el método numérico de la sección 4.9. Considere m = 5 kg, c = 200 N-s/m, fe = 750 N/m y 
los valores de la función forzada F(t) en tiempos discretos como se indica a continuación: 


t 0 1 2 3 4 5 6789 10 

F(t) 0 666.7 1333.3 2000 1333.3 666.7 0 0 0 0 0 


Sección 4.10 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

4.88 Una máquina recibe una fuerza de choque de un martillo de impacto. Si la máquina se puede modelar 
como un sistema de un solo grado de libertad con m = 10 kg, k = 4000 N/m y c = 40 N-s/m y la mag¬ 
nitud del impacto es F = 100 N-s, determine la respuesta de la máquina. También trace la respuesta 
utilizando MATLAB. 

4.89 Si la máquina descrita en el problema 4.88 recibe un doble choque impartido por el martillo de impacto, 
determine la respuesta de la máquina. Considere la fuerza de impacto, F(t), como F(t) = 100 S(t) + 
50 S(f — 0.5) N, donde, 8(t) es la función delta Dirac. Trace también la respuesta de la máquina apli¬ 
cando MATLAB. 

4.90 Utilizando MATLAB, trace la respuesta de un sistema viscosamente amortiguado de resorte-masa so¬ 
metido al pulso rectangular que se muestra en la figura 4.12(a) con (a) t 0 = 0.1 s, y (b) t 0 = 1.5 s. Con¬ 
sidere los siguientes datos: m = 100 kg, fe = 1200 N/m, c = 50 N-s/m, F 0 = 100 N. 

4.91 Siguiendo Program4 .m, encuentre la respuesta de estado estable de un sistema viscosamente amorti¬ 
guado con m = 1 kg, fe = 400 N/m y c = 5 N-s/m sometido a la fuerza periódica que se muestra en la 
figura 4.71. 


F(t), N 
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4.92 Siguiendo Program4.m, encuentre la respuesta de un sistema viscosamente amortiguado con 
m = 100 kg, k = 10 5 N y z = 0.1 sometido a la fuerza F(t) = 1000(1 - eos nt) N. 

4.93 Un sistema amortiguado de un solo grado de libertad tiene una masa m = 2, un resorte de rigidez k = 50 
y un amortiguador con c = 2. Una función forzada F{t), cuya magnitud se indica en la tabla siguiente, 
actúa en la masa durante 1 segundo. Encuentre la respuesta del sistema por medio del método de inter¬ 
polación por partes que se describe en la sección 4.9 utilizando Program5 .m. 


Tiempo (/,) 

m 

0.0 

-8.0 

0.1 

-12.0 

0.2 

-15.0 

0.3 

-13.0 

0.4 

-11.0 

0.5 

-27.0 

0.6 

-24.0 

0.7 

3.0 

0.8 

10.0 

0.9 

15.0 

1.0 

18.0 


4.94 La ecuación de movimiento de un sistema no amortiguado está dada por 2x + 1500x = F(í), donde 
la curva que se muestra en la figura 4.72 define la función forzada. Encuentre la respuesta del sistema 
numéricamente en el rango 0 £ t £ 0.5. Considere las condiciones iniciales como .t 0 = i 0 = 0 y el 
tamaño del escalón de tiempo como A t — 0.01. Use el programa MATLAB ode2 3 . 


F(t), N 



Figura 4.72 


4.95 Resuelva el problema 4.94 siguiendo el programa MATLAB ode2 3 si el sistema está viscosamente 
amortiguado de modo que la ecuación de movimiento sea 

2x + lOx + 1500x = F(t) 

4.96 Escriba un programa MATLAB para hallar la respuesta de estado estable de un sistema de un solo 
grado de libertad sometido a una fuerza arbitraria, evaluando numéricamente la integral de Duhamel. 
Utilizando este programa, resuelva el ejemplo 4.31. 
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4.97 Encuentre el desplazamiento relativo del tanque de agua que se muestra en la figura 4.43(a) cuando su 
base se somete al registro de aceleración sísmica de la figura 1.115 suponiendo que la ordenada repre¬ 
senta la aceleración en g's. Use el programa del problema 4.96. 

4.98 La ecuación diferencial de movimiento de un sistema no amortiguado está dado por 23r + 150.r = F(t ) 
con las condiciones iniciales x 0 = x 0 = 0. Si F{t) es como se muestra en la figura 4.73, halle la respuesta 
del problema siguiendo el programa del problema 4.96. 


m 

100 ■ - 

60 - 

30 - 

-1-!--M 

0 0.05 0.10 0.15 Figura 4.73 


Proyectos de diseño 

4.99 Diseñe un sismómetro del tipo que se muestra en la figura 4.74(a) (y especifique los valores de a , m y k) 
para medir sismos. El sismómetro debe tener una frecuencia natural de 10 Hz, y el desplazamiento 
relativo máximo de la masa debe ser al menos de 2 cm cuando su base se someta al desplazamiento que 
se aprecia en la figura 4.74(b). 



y(t), cm 

1 - 


O 1 


t, seg 


(b) Figura 4.74 


4.100 Las fuerzas de corte desarrolladas durante dos operaciones de maquinado diferentes se muestran en las 
figuras 4.75(a) y (b). Las imprecisiones (en la dirección vertical) en la superficie de acabado en dos 
casos fueron de 0.1 mm y 0.05, respectivamente. Encuentre la masa y rigidez equivalentes de la cabeza 
de corte (figura 4.76), considerándola como un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad. 
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4.101 Una fresadora montada a la mitad de un eje se utiliza para quitar metal de una pieza de trabajo (figura 
4.77). Se desarrolla un par de torsión de 500 N-m en la fresa en condiciones de fresado de estado es¬ 
table. Uno de los 16 dientes de la fresa se rompe durante la operación de corte. Determine la sección 
transversal del eje para limitar la amplitud del desplazamiento angular de la fresa a 1°. Suponga que el 
eje se puede modelar como una flecha de acero hueco fija por ambos extremos. 

Datos: Longitud del eje = 0.5 m, momento de inercia de masa de la fresa = 0.1N-m 2 , velocidad de la 
fresa = 1000 rpm. 


Sobrebrazo 






























CAPÍTULO 5 

Sistemas de dos grados de libertad 



Daniel Beraoulli 
( 1700 - 1782 ) 


Miembro de una familia de matemáticos y científicos suizos, recibió su doctorado en 
medicina por su tesis sobre la acción de los pulmones. Fue profesor de matemáticas 
en San Petersburgo en 1725. Más adelante dio clases de anatomía y botánica en Basel. 
Desarrolló la teoría de la hidrostática y la hidrodinámica; el “teorema de Bernoulli” 
es muy conocido entre los ingenieros. Derivó las ecuaciones de movimiento para la 
vibración de vigas (teoría de Euler-Bernoulli) y estudió los problemas de las cuer¬ 
das vibratorias. Bernoulli fue el primero en proponer el principio de superposición de 
armónicos en vibración libre. 

(Fotografía de un retrato, cortesía de David Eugene Smith en History of Mathematics, 
Volumen 1, General Survey ofthe History of Elementary Mathematics, Dover Publi- 
cations, Nueva York, 1958). 
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5.1 Introducción 431 


En este capítulo se trata de los sistemas de dos grados de libertad, los cuales requieren dos coorde¬ 
nadas independientes para describir su movimiento. Las ecuaciones de movimiento acopladas del 
sistema se derivan aplicando la segunda ley del movimiento de Newton. Al expresar estas ecuacio¬ 
nes en forma matricial se identifican las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez del sistema. 
Asumiendo el movimiento armónico de las dos masas, se encuentran los valores de eigen o fre¬ 
cuencias naturales de vibración, los vectores modales y la solución de vibración libre del sistema 
no amortiguado. También se describe el método de incorporación de las condiciones iniciales. Se 
consideran de manera análoga los sistemas torsionales de dos grados de libertad. Los conceptos de 
acoplamiento de coordenadas, coordenadas generalizadas y coordenadas principales se presentan 
con ejemplos. Se hace una introducción al análisis de vibración forzada del sistema sometido a 
una forma compleja de fuerza armónica y se identifica la matriz de impedancia. Se presentan los 
sistemas semidefinidos, no restringidos o degenerados junto con un método para encontrar sus 
frecuencias naturales de vibración. La autoexcitación y el análisis de estabilidad de sistemas de dos 
grados de libertad se consideran junto con una derivación de las condiciones de estabilidad. Tam¬ 
bién se presenta el criterio de Routh-Hurwitz, el cual se puede utilizar para derivar las condiciones 
de estabilidad de cualquier sistema de n grados de libertad. Asimismo, el método de la función de 
transferencia, el cálculo de la respuesta de sistemas de dos grados aplicando la transformada 
de Laplace y las soluciones obtenidas con funciones de transferencia de frecuencia tienen aquí su 
presentación. Por último, se ilustran con ejemplos las soluciones de vibración libre y forzada de un 
sistema de dos grados de libertad que se obtienen utilizando MATLAB. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Pormular las ecuaciones de movimiento de sistemas de dos grados de libertad. 

• Identificar las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez a partir de las ecuaciones 
de movimiento. 

• Calcular los valores de eigen o frecuencias naturales de vibración, y los vectores modales. 

• Determinar la solución de vibración libre utilizando las condiciones iniciales conocidas. 

• Comprender los conceptos de acoplamiento de coordenadas y coordenadas principales. 

• Determinar las soluciones de vibración forzada bajo fuerzas armónicas. 

• Comprender los conceptos de autoexcitación y estabilidad del sistema. 

• Utilizar el método de la transformada de Laplace para solucionar sistemas de dos grados 
de libertad. 

• Resolver problemas de vibración libre y forzada de dos grados de libertad utilizando 
MATLAB. 


introducción 


Los sistemas que requieren dos coordenadas independientes para describir su movimiento se lla¬ 
man sistemas de dos grados de libertad. Algunos ejemplos de sistemas de dos grados de libertad 
se mostraron en la figura 1.12. En este capítulo consideraremos sólo sistemas de dos grados de 
libertad, para proporcionar una introducción simple al comportamiento de sistemas con un número 
arbitrariamente grande de grados de libertad, lo cual es el tema del capítulo 6. 
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Punta 

Cabezal fijo giratoria Punta fija Cabezal móvil 




C.G. , 

i m, J 0 



: 3 : : : - 



h 



Figura 5.1 Tomo. 


(b) 


Considere un modelo simplificado de un torno que se muestra en la figura 5.1 (a), en el cual 
su bancada, representada como una viga elástica, está apoyada sobre dos cortas columnas elásticas 
con su cabezal fijo y el cabezal móvil indicados como masas concentradas fijas en la viga [5.1-5.3]. 
Para un análisis de vibración simplificado, el torno se puede tratar como un cuerpo rígido de masa 
total m y momento de inercia de masa J 0 con respecto a su centro de gravedad (C.G.), apoyado en 
resortes de rigidez k l y k 1 como se muestra en la figura 5.1 (b). El desplazamiento del sistema 
en cualquier momento puede ser especificado por una coordenada lineal x(t), que indica el despla¬ 
zamiento vertical del C.G. de la masa, y una coordenada angular 0{t), que indica la rotación de la 
masa m con respecto a su C.G. En lugar de x(t) y 6(t), también podemos utilizar Xj(í) y x 2 (t), los 
desplazamientos de los puntos Ay B, como coordenadas independientes para especificar el movi¬ 
miento del sistema. Por lo tanto el sistema tiene dos grados de libertad. Es importante observar que 
en este caso la masa m se trata no como una masa puntual sino como un cuerpo rígido que tiene 
dos posibles tipos de movimiento. (Si es una partícula, no es necesario especificar la rotación de la 
masa en torno a su C.G.). 

Asimismo, considere el automóvil que se muestra en la figura 5.2(a). Para la vibración de un 
automóvil en el plano vertical se puede utilizar el modelo de dos grados de libertad que se muestra 
en la figura 5.2(b). En este caso el cuerpo se idealiza como una barra de masa m y momento de 
inercia de masa J () , apoyada sobre las ruedas traseras y delanteras (suspensiones) de rigidez y k 2 - 
El desplazamiento del automóvil en cualquier momento puede ser especificado por la coordenada 
lineal x(t) que indica el desplazamiento vertical del C.G. del cuerpo y la coordenada angular 6(t) 
que indica la rotación (inclinación) del cuerpo con respecto a su C.G. De forma alterna, el movi¬ 
miento del automóvil se puede especificar por medio de coordenadas independientes, Xj(f) y x-,(t), 
de los puntos Ay B. 

A continuación, considere el movimiento de un edificio de varios pisos sometido a un sismo. 
Por sencillez, se puede utilizar un modelo de dos grados de libertad como se muestra en la figura 
5.3. En este caso el edificio se modela como una barra rígida de masa m y momento de inercia de 
masa J 0 . La resistencia ofrecida al movimiento del edificio por los cimientos y el suelo circundante 
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(a) 


A B 



(b) Figura 5.2 Automóvil. 


se representa de forma aproximada por un resorte lineal de rigidez k y un resorte torsional de rigidez 
k t . El desplazamiento del edificio en cualquier momento puede ser especificado por el movimiento 
horizontal de la base x(t) y el movimiento angular 0(t) alrededor del punto O. Por último, considere 
el sistema de la figura 5.4(a), el cual ilustra el embalaje de un instrumento de masa m. Suponiendo 
que el movimiento del instrumento se limita al plano xy, el sistema se puede modelar como una 
masa m soportada por resortes en las direcciones x y y, como se indica en la figura 5.4(b). De modo 
que el sistema tiene una masa puntual m y dos grados de libertad, porque la masa tiene dos posibles 
tipos de movimiento (traslación a lo largo de las direcciones x y y). La regla general para calcular 
el número de grados de libertad se puede formular como sigue: 

Número de Número de masas en el sistema 

grados de libertad = X cantidad de posibles tipos 
del sistema de movimientos de cada masa 


Hay dos ecuaciones de movimiento para un sistema de dos grados de libertad, una para cada masa 
(más precisamente, para cada grado de libertad). Por lo general son de la forma de ecuaciones 
diferenciales acopladas , es decir, cada ecuación implica todas las coordenadas. Si se supone una 
solución armónica para cada coordenada, las ecuaciones de movimiento conducen a una ecua¬ 
ción de frecuencia que da dos frecuencias naturales para el sistema. Si le impartimos una excitación 
inicial, el sistema vibra a una de estas frecuencias naturales. Durante la vibración libre en una de 
las frecuencias naturales, las amplitudes de los dos grados de libertad (coordenadas) se relacionan 
de una manera específica y la configuración se conoce como modo normal, modo principal o modo 
natural de vibración. Por lo tanto, un sistema de dos grados de libertad tiene dos modos normales 
de vibración correspondientes a las dos frecuencias naturales. 
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Si le impartimos una excitación inicial al sistema, la vibración resultante será una superposi¬ 
ción de los dos modos normales de vibración. Sin embargo, si el sistema vibra por la acción de una 
fuerza armónica externa, la vibración armónica forzada resultante ocurre en la frecuencia 
de la fuerza aplicada. Bajo excitación armónica, ocurre la resonancia (es decir, las amplitudes de 
las dos coordenadas serán máximas) cuando la frecuencia forzada sea igual a una de las frecuencias 
naturales del sistema. 

Como es evidente por los sistemas que se muestran en las figuras 5.1-5.4, la configuración 
de un sistema se puede especificar por medio de un conjunto de coordenadas independientes 
como longitud, ángulo o algún otro parámetro físico. A todo conjunto de coordenadas como ese 
se le llama coordenadas generalizadas. Aun cuando las ecuaciones de movimiento de un sistema 
de dos grados de libertad suelen estar acopladas de modo que cada ecuación implique todas las 




Figura 5.4 Embalaje de un instrumento. 
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coordenadas, siempre es posible determinar un conjunto particular de coordenadas de modo que 
cada ecuación de movimiento contenga sólo una coordenada. Entonces las ecuaciones se desaco¬ 
plan y se pueden resolver independientemente de cada una. Tal conjunto de coordenadas, el cual 
conduce a un sistema desacoplado de ecuaciones, se conoce como coordenadas principales. 


5.2 Ecuaciones de movimiento para vibración forzada 


Considere un sistema de resorte-masa viscosamente amortiguado de dos grados de libertad, como 
el que se muestra en la figura 5.5(a). Las coordenadas x 1 (t) y x 2 (f) describen totalmente el movi¬ 
miento del sistema, las cuales definen las posiciones de las masas m ] y m 2 en cualquier momento 1 
con respecto a las posiciones de equilibrio respectivas. Las fuerzas externas F x (f) y F 2 (f) actúan en 
las masas m l y m 2 , respectivamente. Los diagramas de cuerpo libre de las masas m l y m-> se mues¬ 
tran en la figura 5.5(b). La aplicación de la segunda ley del movimiento de Newton a cada una de 
las masas proporciona las ecuaciones de movimiento: 


m\X\ + (q + c 2 )x i - c 2 x 2 + {k x + k 2 )x 1 - k 2 x 2 = f x (5.1) 

m 2 x 2 - c 2 x i + (c 2 + c 3 )i 2 “ k 2 X\ + ( k 2 + k 3 )x 2 = f 2 (5.2) 

Se ve que la ecuación (5.1) contiene términos que implican x 2 (es decir, —c 2 i 2 y —k 2 x 2 ), en 
tanto que la ecuación (5.2) contiene términos que implican x x (es decir, — c 2 'x x y — k 2 x¡). Por con¬ 
siguiente representan un sistema de dos ecuaciones diferenciales acopladas de segundo orden. De 
este modo, se puede esperar que el movimiento de la masa m x influya en el movimiento de la masa 
m 2 y viceversa. Las ecuaciones (5.1) y (5.2) se pueden escribir en forma matricial como 

[m] x(t ) + [c] x(t) + [£]^?(f) = /(/) (5.3) 


-dmj ?— 


Cl 


dh 


—► (0 

m k 2 

w 

-cyTh 


■m k 3 

■crih 


V////////////////Z 


'}J/////^////////////////////////y///////}///////////////////% 


(a) 


k x x x 

C A 




k 2 (x 2 ~x i) 
C 2 (*2~* l) 



Resorte k x sometido Resorte k 2 sometido Resorte k 2 sometido 

a tensión duranter +x¡ a tensión durante +(x 2 - x x ) a compresión durante +x 2 

(b) 

Figura 5.5 Sistema de resorte-masa-amortiguador de dos grados de libertad. 
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donde [m], [c] y [fc] se conocen como matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, respectiva¬ 
mente, y se expresan como 


[m\ 


m\ 0 
0 m 2 


c\ + c 2 ~c 2 
-c 2 c 2 + c 3 


k\ + k 2 —k 2 
— k 2 k 2 + k 2 


y x (í) y / (í) son los vectores de desplazamiento y fuerza, respectivamente, y se expresan como 


x(f) 


x \(0 
x 2 {t) 


y 


/(O = 


/i(0 

/ 2 (0 


Se ve que [ m ], [c] y [k] son matrices de 2 X 2 cuyos elementos son las masas, coeficientes de 
amortiguamiento y rigideces conocidos del sistema, respectivamente. Además, se ve que estas ma¬ 
trices son simétricas, de modo que 

[mf = [«], [cf = [c], [k] T = [k] 


donde el superíndice T indica la transpuesta de la matriz. 

Observe que las ecuaciones de movimiento (5.1) y (5.2) se desacoplan (se vuelven indepen¬ 
dientes una de otra) sólo cuando c 2 = k 2 = 0, lo que implica que las dos masas m ] y m 2 no están 
físicamente conectadas. En ese caso, las matrices [m], [c] y | k] se vuelven diagonales. La solución 
de las ecuaciones de movimiento (5.1) y (5.2) con cualesquiera fuerzas arbitrarias fft) y f 2 (.t) es 
difícil de obtener, sobe todo por al acoplamiento de las variables xft) y x 2 (t). La solución de las 
ecuaciones (5.1) y (5.2) implica cuatro constantes de integración (dos por cada ecuación). Los des¬ 
plazamientos y velocidades iniciales de las dos masas se suelen especificar como xft = 0) = x¡(0), 
xft = 0) = i ¡(O), x 2 (t = 0) = x 2 (0), y x 2 (t = 0) = i 2 (0). Primero consideraremos la solución de 
vibración libre de las ecuaciones (5.1) y (5.2). 


5.3 Análisis de vibración libre de un sistema 
_no amortiguado_ 


Para el análisis de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 5.5(a), establecemos 
/j(f) =/ 2 (í) = 0. Además, si se omite el amortiguamiento, = c 2 = c 3 = 0, las ecuaciones de mo¬ 
vimiento (5.1) y (5.2) se reducen a 


(5.4) 


m{j¿i(t) + {k x + k 2 )x x {t) - k 2 x 2 (t) = 0 
m 2 x 2 (t) - k 2 X\{t) + (k 2 + kf)x 2 (t) = 0 


(5.5) 
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Nos interesa saber si m x y m 2 pueden oscilar armónicamente con la misma frecuencia y ángulo 
de fase pero con diferentes amplitudes. Suponiendo que sea posible tener movimiento armónico de 
m x y m 2 a la misma frecuencia w y al mismo ángulo de fase cf>, consideramos las soluciones de las 
ecuaciones (5.4) y (5.5) como 


x x {t ) = X x eos (cot + <f>) 

x 2 (f) = X 2 eos (cüt + f>) (5.6) 

donde X x y X 2 son constantes que indican las amplitudes máximas de x x (t) y x 2 {t) y <k es el ángulo 
de fase. Sustituyendo la ecuación (5.6) en las ecuaciones (5.4) y (5.5), obtenemos 

[{— m x a> 2 4- (k x + ^ 2 )}^i — k 2 X 2 ] eos (/oí + (/>)= 0 

\^k 2 X x + {— m 2 u> 2 + ( k 2 + ^ 3 ) 1 X 2 ] cos(coí + </>)= 0 (5.7) 

Dado que la ecuación (5.7) debe satisfacerse para todos los valores del tiempo t, los términos entre 
paréntesis rectangulares deben ser cero. Esto resulta en 


{-m x u> 2 + (k x + k 2 )}X x - k 2 X 2 = 0 
—k 2 X x + { — m 2 co 2 + (k 2 + k 2 )}X 2 = 0 (5.8) 


las cuales representan dos ecuaciones algebraicas homogéneas simultáneas en las incógnitas X x y 
X 2 . Se ve que la solución trivial X x = X 2 = 0 satisface la ecuación 5.8, lo que implica que no hay 
vibración. Para una solución no trivial de X x y X 2 , el determinante de los coeficientes de X x y X 2 
debe ser cero 


det 


{-m x w 2 + (k x + k 2 )} 

~k 2 


~k 2 

{—m 2 or + ( k 2 + fc 3 )} 


= 0 


O 


(m x m 2 ) m 4 — {(/íi + k 2 )m 2 + (k 2 + k 2 )m x }a) 2 
+ {(/q + k 2 ){k 2 + k 3 ) - k 2 } = 0 


(5.9) 


La ecuación (5.9) se conoce como ecuación de frecuencia o característica porque su solución produce 
las frecuencias o los valores característicos del sistema. Las raíces de la ecuación (5.9) están dadas por 


2 2 1 í + k 2 )fn 2 + {k 2 + k 3 )m x 

0>u w 2 = - 

m\rri2 


2 1 


(k x + k 2 )m 2 + (k 2 + kf)m x 1 2 

m x m 2 J 



(^1 + k 2 ){k 2 + kf) 

m x m 2 



1/2 


(5.10) 


Esto demuestra que es posible que el sistema tenga una solución armónica no trivial de la forma de 
la ecuación (5.6) cuando co es igual a oj¡ y oj-, dadas por la ecuación (5.10). Llamamos to ] y ojt a las 
frecuencias naturales del sistema. 
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Los valores de X t y X 2 aún no se han determinado. Estos valores dependen de las frecuencias 
naturales co¡ y oj 2 . Indicaremos los valores de Y, Y X 2 correspondientes a co l como X * y X-j* 1 
y los correspondientes a u> 2 como X / 2 ) y X 2 2¡> . Además, dado que la ecuación (5.8) es homogénea, 
sólo se pueden determinar las relaciones r\ = {Y^/Y/ 1 )} y r 2 = {X^/x{ 2 ^} . Para u> 2 = cof 
y ¿a 2 — co 2 , la ecuación (5.8) indica 


r 2 


4 1} - 

Y} 1 ) 

Y^ 2) 

yF 


-f- + k 2 ) 

^2 


— + (k, 


-m 2 co¡ + (&2 + k 3 ) 

_ ^2 _ 

—m 2 co 2 + (k 2 + k 3 ) 


Observe que las dos relaciones para cada r- (i = 1, 2) en la ecuación (5.11) son idénticas. Los mo- 

2 2 

dos normales de vibración correspondientes a u>\ y u> 2 se pueden expresar, respectivamente, como 


y 






(5.12) 


Los vectores A - 11 y X l,2 \ los cuales indican los modos normales de vibración, se conocen como 
vectores modales del sistema. La solución de vibración libre o el movimiento en el tiempo se puede 
expresar, utilizando la ecuación (5.6), como 





1%) = 


x{ 2 \t) 

Á 2 \t) 


y(') eos {w\t + 4>i) 1 
tjYf 1 ) cos(<yp + </>i)J 


primer modo 


y| 2) cos(« 2 f + <A 2 ) 
r 2 x[ 2) eos {w 2 t + 4> 2 ) 


= segundo modo 


donde las condiciones iniciales determinan las constantes Xp\ x/ 2 \ (f> i y <f) 2 . 


(5.13) 


Condiciones iniciales. Como se mencionó antes, cada una de las dos ecuaciones de movimiento, 
ecuaciones (5.1) y (5.2), implica derivadas de segundo orden; por consiguiente, se requiere especi¬ 
ficar dos condiciones iniciales para casa masa. Como se estableció en la sección 5.1, se puede hacer 
que el sistema vibre en su modo normal í'ésimo (i = 1,2) sometiéndolo a las condiciones iniciales 
específicas 

xi(t = 0) = y/'^ = alguna constante ii(f = 0) = 0, 

x 2 {t = 0) = r¡X¿ l \ x 2 {t = 0) = 0 

Sin embargo, para cualesquier otras condiciones iniciales, ambos modos se excitarán. El movi¬ 
miento resultante, dado por la solución general de las ecuaciones (5.4) y (5.5), se obtiene mediante 
una superposición lineal de los dos modos normales, ecuación (5.13): 

X (t) = c{x^\t) + c 2 x^ 2 \t) 


(5.14) 
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donde Cj y c 2 son constantes. Dado que x^\t) y x^ 2 \t) ya implican las constantes desconocidas 
X/ 1 ) y X/ 2 ) (vea la ecuación (5.13)), podemos escoger c 1 = c 2 = 1, sin pérdida de generali¬ 
dad. Por tanto, los componentes del vector x(t) se expresan, utilizando la ecuación (5.14) con 
C[ = c 2 = 1 y la ecuación (5.13), como 

x x (/) = xp\t) + x( 2 \t) = Xp) eos (ü)¡t + cf) i) + Xp) cos(w 2 f + d> 2 ) 

*2 (0 = *2 (1) (0 + X ¡ 2 \ t ) 

= rjX/ 1 ) cos(<yj/ + <f>i) + r 2 X¡ 2 Aos(o) 2 t + </> 2 ) (5.15) 

donde las condiciones iniciales pueden determinar las constantes incógnitas x/ 1 ) , X f 2 \ <p i y <f> 2 : 


x\ (t = 0) = x x (0), xj(f = 0) = xj(0), 

x 2 (f = 0) = x 2 (0), x 2 (í = 0) = x 2 (0) (5.16) 

La sustitución de la ecuación (5.16) en la ecuación (5.15) conduce a 

xi(0) = x/ 1 ) eos 4>\ + x/ 2 ^ eos 4>2 
xj(0) = — tujX/ 1 ' senc^i — ci> 2 x/ 2 ) sen</> 2 
x 2 (0) = riX/ 1 -* eos <f>i + r 2 x/ 2 ^ eos </> 2 

x 2 (0) = — a>iriXp' 1 send>i — w 2 r 2 x/ 2 ^ sen<^ 2 (5.17) 

La ecuación (5.17) se puede considerar como cuatro ecuaciones algebraicas en las incógnitas X¡ r> 
eos cf) l , x/ 2 > eos cf> 2 , X/‘) sen ipy y x/ 2 ) sen <f> 2 . La solución de la ecuación (5.17) se expresa como 


x/ 1 ) eos d»i = < 


f r 2 xi(0) - x 2 (0) | 


r 2 


I ? 


VÍ 21 , i rixi(0) + x 2 (0)l 
Xr> eos d> 2 = <¡--—-- > 


r 2 ~ n 


v(1) , í-r 2 Xi(0) + x 2 (0)l /''i-Vi(O) - x 2 (0)l 

{ "1 [r 2 - n) J t co 2 (r 2 - n) J 

a partir de las cuales obtenemos la solución deseada: 

x/ 1 ) = [{X x (1) eos (j) X } 2 + {x/^sen^} 2 ] 1 / 2 


1 


{-r 2 X!(0) + x 2 (0)} 
{r 2 xi(0) - x 2 (0)} 2 + — 


( r 2 ~ r \) 

x/ 2) = [{x/ 2) cos</> 2 } 2 + {X x (2) sen<í> 2 } 2 ] 1/2 

1 


wt 


1/2 


( r 2 - '‘l) 


{r 1 x 1 (0) - x 2 (0)}‘ 
{-rixi(0) + x 2 (0)} 2 + - 


co 2 


1/2 


_ _j í Xphen^ 1 _ A ~ r 2 x x (0) + x 2 (0) 1 

1 1311 \ x/ 1 ^ eos (/>! J ^ |wi[r 2 xi(0) *- x 2 (0)] J 

_ _j ÍX^senifol _ ^(0) - x 2 (0) 1 

2 1311 \x/ 2 ^ eos <f >2 J tan \to 2 [-rixi(0) + x 2 (0)] J 


(5.18) 
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Ejemplo 5.1 


Frecuencias de un sistema de resorte-masa 


Encuentre las frecuencias naturales y formas de modo de un sistema de resorte-masa que se muestra en la 
figura 5.6, el cual está restringido para moverse sólo en la dirección vertical. Considere n = 1. 

Solución: Si medimos x¡ y x 2 respecto a las posiciones de equilibrio estático de las masas m¡ y m 2 , respecti¬ 
vamente, las ecuaciones de movimiento y la solución obtenida para el sistema de la figura 5.5(a) también son 
aplicables a este caso si sustituimos m l = m 2 = m y k l = k 2 = fc 3 = k. Por lo tanto, las ecuaciones de movi¬ 
miento, ecuaciones (5.4) y (5.5), son resultado de 

mi] + 2kxi — kx 2 = 0 

mx 2 ~ kx\ + 2kx 2 = 0 (E. 1) 


Suponiendo una solución armónica como 

x¡(t) = X¡cos(cot + ej>); i = 1,2 


la ecuación de frecuencia se obtiene sustituyendo la ecuación (E.2) en la ecuación (E.l): 

( — meo 2 + 2 k) ( — k) 

( — k) (—meo 2 + 2 k) 

o 

m 2 eo 4 — Akmeo 2 + 3 k 2 — 0 
La solución de la ecuación (E.3) proporciona las frecuencias naturales 

mi = 

eo 2 = 


4 km - [16 k 2 m 2 - I2m 2 k 2 ] l/2 \ 1/2 

fk 

2 m 2 1 

V m 

Akm + [16 k 2 m 2 — I2m 2 k 2 ] 1 / 2 1 1 / 2 

Í3k 

2 m 2 1 

V m 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 



Figura 5.6 Sistema de dos grados de libertad. 
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De acuerdo con la ecuación (5.11) las relaciones de amplitud resultan de 

A — mcoi + 2k k 

Xj 1 ) ^ —ma j 2 + 2 k 

X^ — meo 2 + 2k k 

^ — ma> 2 + 2& 

Los modos naturales resultan de la ecuación (5.13): 

X/» 

Primer modo = (f) = < 

a/ 1 ) 



Segundo modo 


x (2) (í) = < 


A/ 2 ' cosí - / — í + 


3fc 

m 




t + <f> 2 


(E.6) 

(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 


En la ecuación (E.8) se ve que cuando el sistema vibra en su primer modo, las amplitudes de las dos masas no 
cambian. Esto implica que la longitud de resorte medio permanezca constante. Por lo tanto, los movimientos 
de m l y m 2 están en fase (vea la figura 5.7(a)). Cuando el sistema vibra en su segundo modo, la ecuación (E.9) 
muestra que los desplazamientos de las dos masas tienen la misma magnitud con signos opuestos. Por lo tan¬ 
to, los movimientos de m l y m 2 están desfasados 180° (vea la figura 5.7(b)). En este caso el punto medio del 
resorte medio permanece estacionario todo el tiempo t. Tal punto se denomina nodo. Utilizando la ecuación 
(5.15) el movimiento (solución general) del sistema se expresa como 


X\(t) = A/^cosI + 0tj + ^ 2) C0S (^V^m 1 + ^ 2 ) 

x 2 (t) = A/ 1 ) eos+ 01 j - AÍ 2) cos(y^-í + j (E. 10) 



(a) Primer modo 



Figura 5.7 Modo de vibración. 



(b) Segundo modo 
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Ejemplo 5.2 


Nota: Se ve que el cálculo de las frecuencias naturales y formas de modo es laborioso y tedioso. Se pueden 
utilizar programas de computadora de forma conveniente para el cálculo numérico de las frecuencias naturales 
y formas de modo de sistemas de varios grados de libertad (vea la sección 5.12). 


Condiciones iniciales para excitar un modo específico 


Encuentre las condiciones iniciales que necesitan aplicarse al sistema que se muestra en la figura 5.6 para que 
vibre (a) en el primer modo, y (b) en el segundo modo. 

Solución: 

Método : Especifique la solución que se obtendrá para el primer o segundo modo a partir de la solución general 
en condiciones iniciales arbitrarias y resuelva las ecuaciones resultantes. 

Para condiciones iniciales arbitrarias, la ecuación (5.15) describe el movimiento de las masas. En este 
caso, r x = 1, r 2 — — 1 de modo que la ecuación (5.15) se reduce a la ecuación (E.10) del ejemplo 5.1: 

X\(t ) = x/ 1 ) eos ^yj—t + 4>\^J + X/ 2 ) eos ^yj—t + 

x 2 (t) = x/^cos (^J~t + 4>lj ~ X/ 2) cos^^^í + 


(E.l) 


Suponiendo las condiciones iniciales como en la ecuación (5.16), las constantes x/ 1 ), x{ 2 \ 4>\ Y 4>i se obtie¬ 
nen por la ecuación (5.18), aplicando r¡ = 1 y r 2 = —1: 


X] (1) - --|[jci( 0) + -r 2 (0)] 2 + — [ii(0) + i 2 (0)] 2 | 

x/ 2) = 4{[-*i(°) + X2(0)]2 + §[*i(°) “ ^(0)] 2 J ' 


(f>[ = tan 


m [ii(0) + i 2 (0)]| 

Vk [jc i ( 0) + x 2 (0)] J 
( Vm [i,(0) - i 2 (0)] | 

4*2 = tan - > 

[V3k[- Xl (0) + jc 2 (0)]J 

a. La ecuación (E.8) del ejemplo 5.1 da el primer modo normal del sistema 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


x^(t) = < 


x} 1 ) cosí . /— t + 


m 

Xj 1 ) cos( A [— t + cf>i 
m 


(E.6) 


La comparación de las ecuaciones (E.l) y (E.6) muestra que el movimiento del sistema es idéntico al del pri¬ 
mer modo normal sólo si x/ 2 ) = 0. Esto requiere que (a partir de la ecuación E.3) 


*i(0) = x 2 (0) 


ii(0) = i 2 (0) 


(E.7) 
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b. La ecuación (E.9) del ejemplo 5.1 proporciona el segundo modo normal del sistema: 



(E.8) 


La comparación de las ecuaciones (E. 1) y (E.8) muestra que el movimiento del sistema coincide con el segun¬ 
do modo normal sólo si X/ 1 ) = 0 . Esto implica que (a partir de la ecuación E.2) 


jci(O) = —x 2 (0) y ii(0) = -i 2 (0) 


(E.9) 


Respuesta de vibración libre de un sistema de dos grados de libertad 


Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 5.5(a) con k\ = 30, k 2 = 5, 
k 3 — 0,/ttj = 10, m 2 = 1 y c¡ = c 2 = c 3 = 0 para las condiciones iniciales *¡(0) = 1, ii(0) =.v 2 (0) = i 2 (0) = 0. 

Solución: Para los datos dados, el problema de valor eigen, ecuación (5.8), se vuelve 


o 


— + k\ + k 2 

-k-2 


~ k 2 

— tn 2 (o~ + k 2 + kj 



-íow 2 + 35 -5 n rXii r°i 

-5 -a> 2 + 5_|lA 2 J “ \oj 


(E.l) 


Si hacemos que el determinante de la matriz de coeficientes en la ecuación (E.l) sea igual a cero, obtenemos 
la ecuación de frecuencia (vea la ecuación (5.9)): 

lOoi 4 - 85<u 2 + 150 = 0 (E.2) 

a partir de la cual se pueden encontrar las frecuencias naturales como 

ío¡ = 2.5, co 2 — 6.0 
o 

a>, = 1.5811, co 2 = 2.4495 (E.3) 


La sustitución de cu 2 = íu 2 = 2.5 en la ecuación (E.l) conduce a = 2X } 1 \mientras que ar = co 2 = 6.0 
en la ecuación (E.l) resulta xi 2 ^ = — 5X} 2 \ Por lo tanto, los modos normales (o vectores eigen) se expresan 
como 


HS-HH 0 

?!| - {?} - UH 11 
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Las respuestas de vibración libre de las masas m l y m 2 están dadas por (vea la ecuación (5.15)): 

xj(í) = X/ 1 ) eos (1.5811f + (J )[) + xf 2 ) eos (2.44951 + 0 2 ) (E. 6 ) 

x 2 (t) = 2X/') eos (1.58111 + 0,) - 5X/ 2 ) eos(2.44951 + 0 2 ) (E.7) 

donde xj l \ X¡- 2 \ 0 ¡ y 0 2 .son constantes que se tienen que determinar a partir de las condiciones iniciales. 
Utilizando las condiciones iniciales dadas en las ecuaciones (E. 6 ) y (E.7), obtenemos 

x¡ (í = 0) = 1 = x(') eos 0| + X eos 02 (E. 8 ) 

x 2 (t = 0) = 0 = 2X{^ eos 0, - 5X( 2 ) eos 0 2 (E.9) 

x¡(t = 0) = 0 = -1.5811X 1 < 1 )sen0 1 - 2.4495X/ 2 ) sen 0 2 (E.10) 

x 2 (t = 0) = —3.1622Xj*l + 12.2475XÍ 2 ! sen0 2 (E.ll) 

La solución de las ecuaciones (E. 8 ) y (E.9) produce 

Xl (1) eos 0! = x/ 2) eos 0 2 = ~ (E. 12) 

en tanto la solución de las ecuaciones (E.10) y (E.ll) conduce a 

X / 1 - 1 sen 0i = 0, x/ 2 ^ sen0 2 = 0 (E. 13) 

Las ecuaciones (E.12) y (E.13) proporcionan 

x, (1) = | X, (2) =| 01 = 0 , 02 = 0 (E. 14) 

Por lo tanto, las respuestas de vibración libre de m 1 y m 2 están dadas por 

5 2 

Xj(í) = - eos 1.581U + - eos 2.44951 (E. 15) 

x 2 (í) = ~cos 1.58111 —— eos 2.44951 (E.16) 

La representación gráfica de las ecuaciones (E.15) y (E.16) se considera en el ejemplo 5.17. 


5.4 Sistema torsional 


Considere un sistema torsional compuesto de dos discos montados en una flecha, como se muestra 
en la figura 5.8. Los tres segmentos de la flecha tienen constantes de resorte rotacionales k tl , k t2 y 
k ¡3 , como se indica en la figura. También se muestran los discos y momentos de inercia de masa 
7, y /t, los pares de torsión aplicados M n y M tl y los grados de libertad rotacionales 0¡ y 6L. Las 
ecuaciones diferenciales de movimiento rotacional para los discos J ] y J 2 se derivan como 

hé\ = “Mi + k t 2 {0 2 -0i) + M n 
J 262 = ~k t2 {&2 ~ 0\) ~ k . t $ 2 + M t2 
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que después de reordenarlas se escriben como 

J x d\ + (k ñ + k t2 )0 1 - k t2 d 2 = M ñ 

J2®2 ~ k t2 B] + (k t2 + A :, 3 )0 2 = M a (5.19) 

Para el análisis de vibración libre del sistema, la ecuación (5.19) se reduce a 

J\0 1 + (k, i + k t2 )di — k t2 0 2 = 0 

J 2 &2 ~ k t2 0i + (k t2 + k, 3 )0 2 = 0 (5.20) 

Observe que la ecuación (5.20) es semejante a las ecuaciones (5.4) y (5.5). De hecho, la ecuación 
(5.20) se puede obtener sustituyendo 0 1; 0 2 , J x , J 2 , k n , k t2 , y k r2 en lugar de x¡, x 2 , m¡, m 2 , k¡, k 2 y k 2 , 
respectivamente. Por lo tanto, el análisis presentado en la sección 5.3 también es aplicable a sistemas 
torsionales con sustituciones apropiadas. Los dos ejemplos siguientes ilustran el procedimiento. 



(b) 


Figura 5.8 Sistema torsional con discos montados 
en una flecha. 


Frecuencias naturales de un sistema torsional 


Encuentre las frecuencias naturales y formas de modo para el sistema torsional que se muestra en la figura 5.9 
para J, = J 0 , J 2 = 2 J 0 y k ñ = k a = k r 

Solución: La ecuación diferencial de movimiento, ecuación (5.20), se reduce a (con k l3 = 0, k ñ = k t2 = k t , 

J i = -Aq y -^ 2 = Uq)- 


Jq6 i + 2k t 0\ — k,e 2 — o 


2./()!") 2 — k r 6\ + k t 6 2 — 0 


(E.l) 


Reordenando y sustituyendo la solución armónica 

9¡(t) = ® ; cos(íuí + (f> ); i = 1,2 


(E.2) 


resulta la ecuación de frecuencia 


2 co 4 jl - 5co 2 J 0 k, + kj = 0 


(E.3) 
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Ejemplo 5.5 



Figura 5.9 Sistema torsional. 


La solución de la ecuación (E.3) proporciona las frecuencias naturales 

W¿ (5_ vly) y Wíl <5+ ^ <E - 4> 

Las relaciones de amplitud son 

_ ©|‘) ^ (5 - V¡7) 

n “ ©/o' 2 

©p) (5 + Vt7) 

r 2 = -p— = 2- (E.5) 

©p) 4 

Las ecuaciones (E.4) y (E.5) también se pueden obtener sustituyendo fcj = &,¡ = k p k 2 = k t2 — k t , ra¡ = 7, = 
7 0 , m 7 = J 2 = 27 0 y & 3 = 0 en las ecuaciones (5.10) y (5.11). 


Nota: Para un sistema de dos grados de libertad, las dos frecuencias oj¡ y a> 2 no son iguales a cual¬ 
quiera de las frecuencias naturales de los sistemas de dos grados de libertad construidos con los 
mismos componentes. En el ejemplo 5.4 los sistemas de un solo grado de libertad k n y 


y Ki y h 




Vi 



se combinan para obtener el sistema que se muestra en la figura 5.9. Se ve que üj¡ y u> 2 son diferen¬ 
tes de mi y m 2 . 


Frecuencias naturales de la hélice de un motor marino 


En la figura 5.10(a) se muestra el diagrama de un motor marino conectado a una hélice por medio de engranes. 
Los momentos de inercia de masa del volante, motor, engrane 1, engrane 2 y la hélice (en kg-m 2 ) son 9000, 
1000, 250, 150 y 2000, respectivamente. Encuentre las frecuencias naturales y formas de modo del sistema 
sometido a vibración torsional. 
















5.4 Sistema torsional 447 


Solución 

Método: Encuentre los momentos de inercia de masa equivalentes de todos los rotores con respecto a un rotor 
y utilice un modelo de dos grados de libertad. 

Supuestos: 

1. Se puede considerar que el volante está estacionario (fijo), puesto que su momento de inercia de masa es 
muy grande comparado con el de los demás rotores. 

2. El motor y los engranes pueden ser reemplazados por un solo rotor equivalente. 

Dado que los engranes 1 y 2 tienen 40 y 20 dientes, la flecha gira a dos veces la velocidad de la flecha 1. Por 
lo tanto, los momentos de inercia de masa del engrane 2 y la hélice, con respecto al motor, son 

(-/ G2 )e q = (2) 2 (150) = 600 kg-m 2 

(J P ) eq = (2) z (2000) = 8000 kg-m 2 

Ya que la distancia entre el motor y la unidad de engranes es pequeña, el motor y los dos engranes pueden ser 
reemplazados por un solo rotor con un momento de inercia de masa de 

J\ = Jg + Jq\ + ( 7 c 2 )eq ~ 1000 + 250 + 600 = 1850 kg-m - 

Suponiendo un módulo de cortante de 80 X 10 9 N/m 2 para acero, la rigidez torsional de las flechas 1 y 2 se 
determina como 




(b) 

Figura 5.10 Sistema de hélice de motor marino. 
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ktl 


Glm = cUdj\ 

h h V 32 J 


(80 X 10 9 )(tt)(0.10) 4 

- 7 --7—7- = 981,750.0 N-m/rad 

(0.8)(32) 


_ G1q2 _g( vdfX 
h ~ h \ 32 ; 


(80 X 10 9 )(t7)(0.15) 4 

-7-77—7- = 3,976,087.5 N-m/rad 

(1.0) (32) 


Dado que la longitud de la flecha 2 no es insignificante, se supone que la hélice es un rotor conectado al extremo 
de la flecha 2. Por lo tanto, el sistema se puede representar como un sistema torsional de dos grados de liber¬ 
tad, como se indica en la figura 5.10(b). Si se establece que k 3 = 0, k l = k ñ , k 2 = k t2 , m¡ = 7, y m 2 = J 2 en la 
ecuación (5.10), las frecuencias naturales del sistema se determinan como 


2 2 

tü U 0) 2 


1 í i k ñ + k, 2 ) J 2 + k t2 J { 

2 \ 7,72 


± 


(k ,i + k ¡ 2 ) J 2 + k, 2 J\ 

7 


(k ti + k t2 )k t2 kj 2 

7,7 2 


1/2 


(k ti + k t2 ) 
27, 



± 


{k, i + k t2 ) 
27, 



k t 2 

7,7 2 


1/2 


(E.l) 


Puesto que 

(kñ + k, 2 ) k n (98.1750 + 397.6087) X 10 4 397.6087 X 10 4 

-+ — —-+- 

27, 2J 2 2 X 1850 2 X 8000 


= 1588.46 


y 


kt\kt2 

7i7 2 


(98.1750 X 10 4 ) (397.6087 X 10 4 ) 
(1850) (8000) 


= 26.3750 X 10 4 


La ecuación (E.l) resulta 


col co¡ = 1588.46 ± [(1588.46) 2 - 26.3750 X 10 4 ] 1/2 
= 1588.46 ± 1503.1483 


Por lo tanto 


cof = 85.3117 o 

co¡ = 3091.6083 o 


co¡ = 9.2364 rad/s 
co 2 = 55.6022 rad/s 
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Para las formas de modo, se establece que k x = k ñ , h, = k 0 , k 3 = 0, m l = 7¡ y m 2 — J-> en la ecuación (5.1 1) 
para obtener 

+ (k, i + k t2 ) 


-(1850) (85.3117) + (495.7837 X 10 4 ) 

--- = 1.2072 

397.6087 X 10 4 


y 


- 7^2 + (k, 1 + k, 2 ) 

r 2 = - 1 - 

k¡ 2 

-(1850) (3091.6083) + (495.7837 X 10 4 ) 

=---= -0.1916 

397.6087 X 10 4 

Por lo tanto, las formas de modo se determinan a partir de una ecuación semejante a la ecuación (5.12) como 

M ( 1 ) _(il. 1 

® 2 J \n J 1.2072 


^il (2) = U\ = 1 

® 2 J 1 r 2 \ -0.1916 


5.5 Acoplamiento de coordenadas y coordenadas 
principales 


Como previamente se mencionó, un sistema de n grados de libertad requiere n coordenadas inde¬ 
pendientes para describir su configuración. Por lo común, estas coordenadas son cantidades geomé¬ 
tricas independientes medidas con respecto a la posición de equilibrio del cuerpo vibratorio. Sin 
embargo, es posible seleccionar algún otro conjunto de n coordenadas para describir la configura¬ 
ción del sistema. El segundo conjunto puede ser, por ejemplo, diferente del primero en que las co¬ 
ordenadas pueden tener su origen alejado de la posición de equilibrio del cuerpo. Podría haber otros 
conjuntos de coordenadas para describir la configuración del sistema. Cada uno de estos conjun¬ 
tos de n coordenadas se conoce como coordenadas generalizadas. 

Como un ejemplo, considere el torno que se muestra en la figura 5.1 l(a). Por sencillez, el tor¬ 
no puede ser reemplazado por una viga elástica soportada por columnas elásticas cortas, y tanto el 
cabezal fijo como el móvil pueden ser reemplazados por dos masas concentradas como se muestra 
en la figura 5.11 (b). El modelado del torno como un sistema de dos grados de libertad se indicó en 
la sección 5.1. Como se muestra en las figuras 5.12(a) y (b), cualquiera de los siguientes conjuntos 
de coordenadas se puede utilizar para describir el movimiento de este sistema de dos grados de 
libertad: 
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Cabezal Punta 

fijo giratoria Punta fija Cabezal móvil 



1. Deflexiones x l (?) y x 2 (f) de los dos extremos del tomo AB. 

2. Deflexión x(t) del C.G. y rotación 9(t). 

3. Deflexión x x {t) del extremo A y rotación 9(t). 

4. Deflexión y(t) del punto P localizado a una distancia c a la izquierda del C.G. y rotación 0(t). 

Por lo tanto, cualquier conjunto de coordenadas como (jcj, x 2 ), (x, 9), (x,, 6 ) y (y, 6 ) representa las 
coordenadas generalizadas del sistema. Ahora derivaremos las ecuaciones de movimiento del torno 
por medio de dos conjuntos de coordenadas diferentes para ilustrar el concepto de acoplamiento de 
coordenadas. 



A B 



h {y - i\e) k 2 ( y + r 2 e) 

(b) 


Figura 5.12 Modelado de un tomo. 
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Ecuaciones de movimiento utilizando x(t) y 6(t). De acuerdo con el diagrama que se muestra en la 
figura 5.12(a), con los valores positivos de las variables de movimiento indicados, la ecuación de 
equilibrio de fuerzas en la dirección vertical se escribe como 

mx = —k\(x — l\9) — k 2 (x + l 2 9) (5.21) 

y la ecuación de momento con respecto al C.G. se expresa como 

Jq6 = k\(x — l\6)l\ — k 2 {x + l 2 9)l 2 (5.22) 

Las ecuaciones (5.21) y (5.22) se reordenan y escriben en forma matricial como 

m 0 I L I 

_0 Jbj W + 


{h + k 2 ) 
(k\l\ - k 2 l 2 ) 


~{kih ~ k 2 l 2 ) 

( k\l\ + k 2 l 2 ) 


(5.23) 


Se ve que cada una de estas ecuaciones contiene x y 9. Si el término de acoplamiento (Aq/j — k 2 l 2 ) 
es igual a cero, es decir, si Aq/j = k 2 l 2 , se vuelven independientes entre sí. Si A¡/¡ =f= k 2 l 2 , el movi¬ 
miento resultante del torno AB es tanto traslacional como rotacional cuando se aplica o un despla¬ 
zamiento o un par de torsión a través del C.G. del cuerpo como condición inicial. En otras palabras, el 
tomo gira en el plano vertical y también tiene movimiento vertical a menos que k t I 2 = k 2 l 2 . Esto se 
conoce como acoplamiento elástico o estático. 


Ecuaciones de movimiento utilizando yit) y 9{t). De acuerdo con la figura 5.12(b), donde y(í) y 9(t) 
se utilizan como las coordenadas generalizadas del sistema, las ecuaciones de movimiento para 
traslación y rotación se escriben como 


my = —Ai (y — l[6) — k 2 (y + l 2 0) — meO 
J p 9 = k\(y - l[9)l[ - k 2 (y + l' 2 0)l 2 - me y 


Estas ecuaciones se reordenan y escriben en forma matricial como 


m 

me 


J P J 


+ 


(Ai + A 2 ) 

( k\l\ + k 2 l 2 ) 

0 
0 


(k 2 l 2 Ai/'i) 
(Aj/Í 2 + k 2 l 2 2 ) 


(5.24) 


(5.25) 


Las dos ecuaciones de movimiento representadas por la ecuación (5.25) contienen y y 9, de modo 
que son ecuaciones acopladas. Contienen términos de acoplamiento tanto estáticos (o elásticos) 
como dinámicos (o masa). Si ki¡[ = k 2 l 2 , el sistema tendrá acoplamiento dinámico o de inercia 
únicamente. En este caso, si el torno se sube y baja en la dirección y, la fuerza de inercia my , la cual 
actúa a través del centro de gravedad del cuerpo, induce un movimiento en la dirección 6, gracias al 
momento m'ye. Asimismo, un movimiento en la dirección 6 induce un movimiento en el torno en 
la dirección y debido a la fuerza me 9. 

Observe las siguientes características de estos sistemas: 
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1. En la mayoría de los casos, un sistema viscosamente amortiguado de dos grados de libertad 
tiene ecuaciones de movimiento en la siguiente forma: 

«11 «12 
_«12 «22 

Esta ecuación revela el tipo de acoplamiento actual. Si la matriz de rigidez no es diagonal, el 
sistema tiene acoplamiento elástico o estático. Si la matriz de amortiguamiento no es diagonal 
el sistema tiene acoplamiento de amortiguamiento o de velocidad. Finalmente, si la matriz de 
masa no es diagonal, el sistema tiene acoplamiento de masa o inercial. Tanto el acoplamiento 
de velocidad como de masa quedan bajo el encabezado de acoplamiento dinámico. 

2. El sistema vibra de forma natural independientemente de las coordenadas que se utilicen. La 
selección de las coordenadas es una mera conveniencia. 

3. De acuerdo con las ecuaciones (5.23) y (5.25), está claro que la naturaleza del acoplamiento 
depende de las coordenadas utilizadas y no es una propiedad inherente del sistema. Es posible 
seleccionar un sistema de coordenadas q x (t) y q 2 (t ) que produzca ecuaciones de movimiento 
desacopladas tanto estática como dinámicamente. Tales coordenadas se llaman coordenadas 
principales o naturales. La ventaja principal de utilizar coordenadas principales es que las 
ecuaciones de movimiento desacopladas resultantes se pueden resolver independientemente 
una de la otra. 

El siguiente ejemplo ilustra el método de hallar las coordenadas principales en función de las 
coordenadas geométricas. 


+ 


Cll C 12 
c 12 c 22 


+ 


k n 

k\2 


k\2 

k-22 


(5.26) 


Coordenadas principales de un sistema de resorte-masa 

Determine las coordenadas principales del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 5.6. 

Solución 

Método: Defina dos soluciones independientes como coordenadas principales y expréselas en función de las 
soluciones x , (f) y x 2 (t). 

La ecuación (E.10) del ejemplo 5.1 proporciona el movimiento general del sistema que se muestra en la 
figura 5.6: 


Xi(f) = B¡ COSI . —t + (/)[ + B 2 cosí ,/—t + <fi 2 


x 2 (f) = B x eos J—t ! <!>t ~ B 2 cosí . /—t + <f> 2 


(E.l) 


donde B { = B 2 = X/ 2 ), t/q y <p 2 son constantes. Definimos un nuevo sistema de coordenadas g¡(f) y 

q 2 (t) de modo que 


9l(í) = cos( \l~t + i 

3 H 

dlit) = B 2 cosí , /- t + (¡>2 

1 m 


(E.2) 
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Ejemplo 5.7 


Puesto que q x (t) y q 2 (t) son funciones armónicas, sus ecuaciones de movimiento correspondientes se escriben 
como 1 



92 + 



(E.3) 


Estas ecuaciones representan un sistema de dos grados de libertad cuyas frecuencias naturales son w ¡ = y/k/m 
y (i )2 = \/3 k/m . Como no hay ni acoplamiento estático ni acoplamiento dinámico en las ecuaciones de movi¬ 
miento, q^t) y q 2 (t) son coordenadas principales. De acuerdo con las ecuaciones (E.l) y (E.2), podemos escribir 

*1 (0 = 4 l (0 + 42(0 

*2(0 = 9l(0 “ 92(0 (E.4) 

La solución de las ecuaciones (E.4) resulta en las coordenadas principales: 

4l(0 = |[*i(0 + *2(0] 

42(0 = ^[*l(0 “ *2(01 ( E -5) 


Frecuencias y modos de un automóvil 

Determine las frecuencias de cabeceo (movimiento angular) y rebote (movimiento lineal hacia arriba y hacia 
abajo) y la ubicación de los centros de oscilación (nodos) de un automóvil por los siguientes datos (vea la 
figura 5.13): 

Masa (m) = 1000 kg 
Radio de giro (r) = 0.9 m 

Distancia entre el eje delantero y el C.G. (/ x ) = 1.0 m 
Distancia entre el eje trasero y el C.G. (Z 2 ) = 1.5 m 
Rigidez del resorte delantero (Ay) =18 kN/m 
Rigidez del resorte trasero ( k r ) = 22 kN/m 



Figura 5.13 Movimientos de cabeceo y rebote 
de un automóvil. 


'Observe que q + tú'q = 0 proporciona la ecuación de movimiento correspondiente a la solución q = B cosíov + r/>). 
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Solución: Si x y d se utilizan como coordenadas independientes, la ecuación (5.23) proporciona las ecuacio¬ 
nes de movimiento con A'¡ = kp k 2 = k r y J 0 = mr 2 . Para la vibración libre suponemos una solución armónica: 

x(t) = X eos (cot + <fi), 6 (t) = © cos(a)t + </>) (E.l) 

Aplicando las ecuaciones (E.l) y (5.23), obtenemos 

(— tno)~ + kp + k r ) (— kf l\ + k r I 2 ) 

(— kfl\ 3- k r l 2 ) (— 3“ kfí\ 3“ k r ¡ 2 ) 

Por los datos conocidos, la ecuación (E.2) se escribe como 

(-lOOO&r + 40,000) 15,000 

15,000 (-810&) 2 + 67,500) 

a partir de la cual se puede derivar la ecuación de frecuencia: 

S.lw 4 - 999(o 2 + 24,750 = 0 (E.4) 

Las frecuencias naturales se pueden encontrar según la ecuación (E.4): 

(o¡ = 5.8593 rad/s, co 2 = 9.4341 rad/s (E.5) 


(E.3) 



Con estos valores, la relación de amplitudes se puede encontrar utilizando la ecuación (E.3): 

x(‘) 

— = -2.6461, —r = 0.3061 (E.6) 

©( 1 ) @( 2 ) 


Los nodos se localizan observando que la tangente de un ángulo pequeño es aproximadamente igual al án¬ 
gulo mismo. Por lo tanto, de acuerdo con la figura 5.14, vemos que la distancia entre el C.G. y el nodo es de 
—2.6461 m para a> l y de 0.3061 m para (o 2 . Las formas de modo se indican por medio de líneas de rayas en 
la figura 5.14. 



0.3061 


Figura 5.14 Formas de modo de un automóvil. 
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5.6 Análisis de vibración forzada 


Las ecuaciones de movimiento de un sistema general de dos grados de libertad sometido a fuerzas 
externas se escriben como 


m n 

'«12 

Í' X ' 

1 + 

Cll 

c 12 

_»H2 

'«22 _ 

U2J 

_ C 12 

C22_ 




+ 

r-H 

1_1 

1 1 

<N <N 

r- <N 





(5.27) 


Se ve que las ecuaciones (5.1) y (5.2) son casos especiales de la ecuación (5.27), con m n = m 1? 
m 22 = m 2 Y m \2 = 0- Consideremos que las fuerzas externas sean armónicas: 

Fj(t) = F jo e i(út , 7 = 1,2 (5.28) 

donde u> es la frecuencia forzada. Podemos escribir las soluciones de estado estable como 

xj(t) = Xje ib)t , 7 = 1,2 (5.29) 

donde X x y X 2 son, por lo general, cantidades complejas que dependen de wy los parámetros del 
sistema. La sustitución de las ecuaciones (5.28) y (5.29) en la ecuación (5.27) conduce a 


(— urm\\ + iüX] | + &]]) 
(~w 2 m u + icoc l2 + k l2 ) 


(-cú 2 m l2 + i(oc u + k l2 ) 
( ~w 2 m 22 + ímc 22 + k 22 ) 



Fio 
F 20 

Como en la sección 3.5, definimos la impedancia mecánica Z sa (ícj) como 
/■sai óv) o) in sa 3* iü)c sa 3“ k sa , r, .v 1, 2 



(5.30) 


(5.31) 


Y escribimos la ecuación (5.30) como 

[Z(ico)]X = F 0 


(5.32) 


donde 


[Z(/co)] = 


Z = 


Z u (ia)) Z u (ico) 
Z 12 (ico) Z 22 (iw) 


= Matriz de impedancia 


F n = 


Fio 

F 20 
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Ejemplo 5.8 


La ecuación (5.32) se puede resolver para obtener 

X = [Z(ico)]- l F 0 


(5.33) 


donde la inversa de la matriz de impedancia está dada por 


[Z(ico)}-' 


_1_ 

Zu(ÍCü)Z22(ÍU>) — Z\ 2 {i(ú) 


Zuiiu) 

-Z 12 (t'w) 


-Z u (ico) 

Zu(z'cü) 


Las ecuaciones (5.33) y (5.34) conducen a la solución 


Z 2 2(ioj)F u) - Z u (ím)F 20 
Z\\(íoj)Z 22 (íoj) — z\ 2 (ia>) 

- Z l 2 (ia>)F l0 + Z n (iw)F 20 
Z] i {i(ú)Z 22 (i(ú) — z\ 2 (ia>) 


(5.34) 


(5.35) 


Si sustituimos la ecuación (5.35) en la ecuación (5.29) podemos hallar la solución completa, x x (t) 

y x 2 (t). 

El análisis de un sistema de dos grados de libertad utilizado como amortiguador de vibración se 
ha proporcionado en la sección 8.11. La referencia [5.4] se ocupa de la respuesta de impacto de un 
sistema de dos grados de libertad, mientras que la referencia [5.5] considera la respuesta de estado 
estable bajo excitación armónica. 


Respuesta de estado estable de un sistema de resorte-masa 

Encuentre la respuesta de estado estable del sistema que se muestra en la figura 5.15 cuando la masa m l es 
excitada por la fuerza F¡(í) = F 10 eos cot. Además, trace su curva de respuesta de frecuencia. 

Solución: Las ecuaciones de movimiento del sistema se pueden expresar como 


m 0 

0 m 



Fio cos 
0 


(E.l) 


La comparación de la ecuación (E.l) con la ecuación (5.27) muestra que 


m ii = m 22 = m, 
k\\ = k 22 — 2 k, 


m n ~ 0 , cu — Ci 2 — c 22 — 0 , 

k 12 = —k, Fi = Fjo cos cot, F 2 = 0 


Suponemos que la solución es como sigue 2 


Xj(t) = Xj cos cot. 


j= 1,2 


(E.2) 


2 Dado que F [0 cos cot = Re (F 10 e‘ wl ), supondremos que la solución también es = Re(Xje“°') = Xj cos mt,j = 1, 2. Se puede 
verificar que las Xj sean reales para un sistema no amortiguado. 
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A(í) = f 10 cos 


Figura 5.15 Sistema de dos masas sometido 
a una fuerza armónica. 


La ecuación (5.31) resulta 


Zn(ív) = Z 22 (a)) = —mar + 2 k, Z\ 2 {o)) = ~k 

Por consiguiente, la ecuación (5.35) proporciona X { y X 2 : 

(—arm + 2k) Fiq (— a) 2 m + 2k) Fiq 


X M = - 2 

x 2 H = 


(—orín + 2 k)~ — k 2 (—moer + 3 k){—mar + k) 

kF¡ o _ kF i(j 

{—mo) 2 + 2 k) 2 — k 2 (—meo 2 + 3 k)(—ma) 2 + k ) 


(E.3) 

(E.4) 

(E.5) 


Definiendo toj = k/m y oj 2 — 3k/m, las ecuaciones (E.4) y (E.5) se expresan como 


= 


X 2 (co) = 




coA 2 _ ía ^ 2 

co,) y&q 


l - 


0)1 


Do 


.2 / \ 2 

0)2 \ O) ' 


0 )\ \ 


1 - 


"1 


(E.6) 


(E.7) 


Las respuestas X { y X 2 se muestran en la figura 5.16 en función de los parámetros ío/oq sin unidades. En este 
parámetro, oq se seleccionó arbitrariamente; pudimos haber seleccionado o ) 2 con la misma facilidad. Se ve 
que las amplitudes X { y X 2 se hacen infinitas cuando ar = íoj u co 2 = a ) 2 . Por lo tanto, hay dos condicio¬ 
nes de resonancia para el sistema: una en oj 1 y otra en o) 2 . En todos los demás valores de o», las amplitudes 
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X r k Xyk 



de vibración son finitas. En la figura 5.16 se observa que hay un valor particular de la frecuencia w al cual la 
vibración de la primera masa wq, al que se aplicó la fuerza/¡(f), se reduce a cero. Esta característica forma la 
base del amortiguador de vibración dinámica analizado en el capítulo 8. 


5.7 Sistemas semidefinidos 


Los sistemas semidefinidos también se conocen como sistemas no restringidos o degenerados. En 
la figura 5.17 se muestran dos ejemplos de tales sistemas. Se puede considerar que la configuración 
que aparece en la figura 5.17(a) representa dos carros de ferrocarril de masas m l y m 2 con un resorte 
de acoplamiento k. Supongamos que la configuración que aparece en la figura 5.17(c) representa dos 
rotores de momentos de inercia de masa y J 2 conectados por una flecha de rigidez torsional k r 
En un ferrocarril, los carros se pueden modelar como masas concentradas y el acoplamiento 
entre los carros como resortes. Un tren que rueda por la vía se puede considerar como un sistema 
que tiene un cuerpo rígido, con movimiento traslacional no restringido. Al mismo tiempo, los ca¬ 
rros pueden vibrar uno con respecto del otro. La presencia de un grado de libertad no restringido en 



Figura 5.17 Sistemas semidefinidos. 
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Ejemplo 5.9 


la ecuación de movimiento cambia el análisis. La matriz de rigidez de un sistema no restringido será 
singular. Una de las frecuencias naturales de un sistema de dos grados de libertad no restringido 
será cero. Para un sistema como ese, el movimiento se compone de traslación y vibración. 

El análisis de sistemas no restringidos se presenta considerando el sistema que se muestra en la 
figura 5.17(a). La ecuación de movimiento del sistema se escribe como (figura 5.17b): 

777 jXj + k{x\ — Xj) = 0 

vn 2 X 2 + k(x 2 — x\) = 0 (5.36) 


Para vibración libre, suponemos que el movimiento es armónico: 

x¡(t) = Xj cos(«í + j = 1,2 

La sustitución de la ecuación (5.37) en la ecuación (5.36) resulta en 

(—777]W 2 4- k)X¡ — kX2 = 0 
— kX\ + (— 7 « 2 < w 2 + k)X2 = 0 


(5.37) 


(5.38) 


Igualando el determinante de los coeficientes de X x y X 2 a cero, obtenemos la ecuación de frecuen¬ 
cia como 


ü7 2 [t?7j7?72&7 2 — k { m ^ + 77í 2 )] = 0 

A partir de la cual se obtienen las frecuencias naturales 

k ( m \ + 7772) 

777)7772 



(5.39) 


(5.40) 


Como se estableció antes, la ecuación (5.40) muestra que una de las frecuencias naturales del 
sistema es cero, lo que significa que el sistema no está oscilando. En otras palabras, el sistema se 
mueve como un todo sin movimiento relativo entre las dos masas (traslación de cuerpo rígido). Este 
tipo de sistemas, los cuales tienen una de las frecuencias naturales igual a cero, se llaman sistemas 
semidefinidos. Podemos verificar, sustituyendo oj 2 en la ecuación (5.38), que X¡ 2> y X-j 2> están 
opuestos en fase. Por lo tanto, habría un nodo a la mitad del resorte. 

La solución de vibración libre de un sistema no restringido se ilustra mediante el siguiente 
ejemplo: 


Vibración libre de un sistema no restringido 

Encuentre la solución de vibración libre del sistema no restringido que se muestra en la figura 5.17(a) para los 
siguientes datos: m l = 1 kg, m 2 — 2 kg, k = 200 N/m, jq(0) = 0.1 m, y .r 7 (0) = ij(0) = x 2 {0) = 0. 

Solución: Las frecuencias naturales del sistema se calculan, para los datos conocidos, a partir de la ecuación 
(5.40) como 


200(1 + 2)|j 

1(2) J 


17.3205 rad/S 


(E.l) 
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Para calcular las formas de modo, la ecuación (5.38) se escribe en forma matricial como 


(—mj&r + k) —k 

—k (—«i 2 oj 2 + k) 


Para (o l = 0, con los datos conocidos, la ecuación (E.2) se escribe como, 


200 -200 

-200 200 


La solución de la ecuación (E.3) proporciona el primer modo o vector modal como 


*2 J fll 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


donde a¡ es una constante. Para co 2 — 17.3205, con los datos conocidos, la ecuación (E.2) se escribe como 

(E.5) 


-100 -200 
-200 -400 


La solución de la ecuación (E.5) proporciona el segundo modo o vector modal como 


X-, 


a 2 


1 

-0.5 


(E.6) 


donde a 2 es una constante. La solución de vibración en cada modo se expresa como 

’ll 


-¿ 2 \t) = 


un 

,_J 


U r) J 

^1 


í x{ 2) ] 

i-i 

í^il 

l^j 

M 

l*2j 


cos(&)[f + 4>¡) = a¡ > eos 4>[ 


eos (a> 2 t + </> 2 ) = a 2 


1 

-0.5 


cos(17.3205t + <fi 2 ) 


(E.7) 


(E.8) 


La solución de vibración libre en cualesquiera condiciones iniciales se expresa como una combinación lineal 
de las formas de modo, como sigue 


x(t ) = 


í*l(0l 

Woj 


= b^\t) + b 2 x( 2 \t) 


C| 


eos <p l + c 2 


1 

-0.5 


cos(17.3205f + <¡> 2 ) 


(E.9) 


donde b x , b 2 , C\ = a l b l y c 2 = a^b-, son constantes (desconocidas). Las velocidades de las masas se determinan 
diferenciando la ecuación (E.9) como 


x(t) = ~c 2 



(17.3205) sen (17.3205í + <f> 2 ) 


Utilizando las condiciones iniciales dadas, las ecuaciones (E.9) y (E. 10) resultan 

X](0) = Cj eos <p¡ + c 2 eos (f> 2 = 0.1 


(E. 10) 


(E. 11) 


X2(0) = C\ eos (f >i + 0.5C2 eos <p 2 — 0 


(E. 12) 
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jcj(O) = — 17.3205c 2 sen 0 2 = 0 (E.13) 

¿ 2 ( 0 ) = — 8.66025t'2 sen </> 2 = 0 (E. 14) 

La solución de las ecuaciones CE. 11) a (E.14) proporciona 

c 2 = ±0.06666, 4>2 = 0 o 7r, ci eos (/>] = 0.03333 (E. 15) 

Utilizando la ecuación (E. 15), la solución de vibración libre dada por la ecuación (E.9) se expresa como 

x x {t) = 0.03333 ± 0.06666 cos(17.3205í + <j> 2 ) (E.16) 

x 2 (t) = 0.03333 T 0.03333 cos(17.3205í + <j> 2 ) (E. 17) 


donde se tiene que utilizar más (menos) cuando (f> 2 se considera como 0 (ir) en las ecuaciones (E.16) y (E. 17). 
Nota: Por las ecuaciones (E.16) y (E. 17) se ve que la respuesta de vibración libre (o solución) se compone de 
un término constante (traslación) y un término armónico (vibración). 


5.8 Autoexcitación y análisis de estabilidad 


En la sección 3.11, las condiciones de estabilidad de un sistema de un solo grado de libertad se ex¬ 
presaron en función de las constantes físicas del sistema. El procedimiento se amplió a un sistema 
de dos grados de libertad en esta sección. Cuando el sistema se somete a fuerzas de autoexcitación, 
los términos de fuerza se combinan con los términos de amortiguamiento/rigidez, y las ecuaciones 
de movimiento resultantes se expresan en forma matricial como 


m 11 
'«21 


'«12 

'«22 



Cu 

£'12 


_ c 2l 

£*22 _ 

w 

k n 

^12 


_^21 

&22 _ 

w 



Sustituyendo la solución 

Xj (t) = Xje est , 7 = 1,2 


(5.41) 


(5.42) 


en la ecuación (5.41) e igualando el determinante de la matriz de coeficientes a cero, obtenemos la 
ecuación característica de la forma 


ags 4 + + a 2 s 2 + a 3 s + = 0 (5.43) 

Los coeficientes a 0 , a¡ a 2 , a 3 y a 4 son números reales, puesto que resultan de los parámetros físicos 
del sistema. Si s 2 , s 3 y s 4 indican las raíces de la ecuación (5.43), tenemos 


(í - si)(s - s 2 )(s ~ s 3 )(s - s 4 ) = 0 
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o 


í 4 — ($1 + S2 + S3 + Í4)í 3 

+ (sjÍ2 + *1*3 + *1*4 + *2*3 + *2*4 + *3*4)* 2 

— (*1*2*3 + *1*2*4 + *1*3*4 + *2*3*4)* + ( 5152*3*4 ) = 0 (5-44) 


Una comparación de las ecuaciones (5.43) y (5.44) produce 
a 0 = 1 

«i = -(*i + *2 + *3 + *4) 

a 2 = *1*2 4” *1*3 4" *1*4 4“ *2*3 4" *2*4 + *3*4 
a 3 = ~ (*1*2*3 4“ *1*2*4 4“ *1*3*4 4~ *2*3*4) 

a 4 = *¡* 2 * 3*4 (5.45) 

El criterio para estabilidad es que las partes reales de s¡ (i = 1, 2, 3, 4) deben ser negativas para que 
no se incrementen los exponenciales en la ecuación (5.42). Utilizando las propiedades de la ecua¬ 
ción cuártica, se concluye que una condición suficiente y necesaria para estabilidad es que todos los 
coeficientes de la ecuación ( a 0 , «¡, a 9 , a 3 y a 4 ) sean positivos y que la condición 

C(lfl2 fl 3 > flf ) fl 3 4- 04121 (5.46) 


se satisfaga [5.8, 5.9]. Una técnica más general, la cual se puede utilizar para investigar la estabili¬ 
dad de un sistema de n grados de libertad, se conoce como criterio de Routh-Hurwitz [5.10]. Para el 
sistema considerado, ecuación (5.43), el criterio de Routh-Hurwitz manifiesta que el sistema será es¬ 
table si todos los coeficientes a 0 , cq, ..., « 4 son positivos y los determinantes definidos a continua¬ 
ción son positivos: 


a i 

> 0 



(5.47) 

a i 

#3 

= a\a 2 ~ flo fl 3 > 0 

(5.48) 

«o 

t ¡2 




ai 

a 3 

0 



a o 

«2 

¿24 

= aia 2 a 3 — a\a 4 — a^a 2 > 0 

(5.49) 

0 

«1 

a 3 




La ecuación (5.47) sólo expresa que el coeficiente a l debe ser positivo, en tanto que la satisfacción 
de la ecuación (5.49), acoplada con la satisfacción de las condiciones a 3 > 0 y a 4 > 0, implica la 
satisfacción de la ecuación (5.48). Por lo tanto, la condición necesaria y suficiente para la estabili¬ 
dad del sistema es que todos los coeficientes a 0 , a 2 , a 3 y a 4 sean positivos y que se satisfaga la 

desigualdad establecida en la ecuación (5.46). 


5.9 Método de la función de transferencia 


Como se expresó en la sección 3.12, la función de transferencia de una ecuación diferencial indica la 
relación de la transformada de Laplace de la función de respuesta (salida) a la transformada de 
Laplace de la función forzada (entrada), suponiendo condiciones iniciales cero. Para el sistema 
de dos grados de libertad que se muestra en la figura 5.5, las ecuaciones de movimiento son las 
[ecuaciones (5.1) y (5.2)]: 
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m{x¡ + (c, 4- c 2 )x i - c 2 x 2 + (k\ + k 2 )x x - k 2 x 2 = f x (5.50) 

m 2 x 2 + (c 2 + c 3 )x 2 - c 2 x x + (k 2 + k 3 )x 2 - k 2 x x = f 2 (5.51) 

Considerando las transformadas de Laplace de las ecuaciones (5.50) y (5.51), y suponiendo condi¬ 


ciones iniciales cero, obtenemos 

m x s 2 X x (s) + (q + c^íXjO) - c 2 sX 2 (s) 

+ (k x + k 2 )X x (s) - k 2 X 2 (s) = F x (s) (5.52) 

m 2 s 2 X 2 (s) + (c 2 + cj)sX 2 (s) - c 2 sX x (s) 

+ (k 2 + k 3 )X 2 (s) - k 2 X x (s) = F 2 (s) (5.53) 

Las ecuaciones (5.52) y (5.53) se reordenan para obtener 

[m x s 2 + (q + c 2 )s + (k\ 4- - (c 2 s + k 2 )X 2 (s ) = F x (s) (5.54) 

[m 2 s 2 + (c 2 + c 3 )s + (k 2 + A: 3 )]X 2 (s) - ( c 2 s + k 2 )X x (s) = F 2 (s) (5.55) 


Las ecuaciones (5.54) y (5.55) indican dos ecuaciones algebraicas lineales simultáneas en X x (.y) y 
X 2 (s). Éstas se pueden resolver con la regla de Cramer [5.11] como 


donde 



D x (s) 

Z 'W - D(s) 

(5.56) 


X 2 {s) = 

2V ’ D(s) 

(5.57) 

Fi(s) 

~(c 2 s + k 2 ) 


Fi(s) 

m 2 s 2 4- (c 2 4- c 3 )s + (k 2 + k 3 ) 



= [m 2 s 2 4- (c 2 4- c 3 )s 4- ( k 2 + k 3 )]F x (s) + ( c 2 s + k 2 )F 2 (s) (5.58) 


m x s 2 + (ci 4- c 2 )s 4- (k x + k 2 ) F x {s) 

~{c 2 s 4- k 2 ) F 2 (s) 

= [m\S 2 4- (q 4- c 2 )s + (k¡ + k 2 )]F 2 (s) + ( c 2 s + k 2 )F x (s) (5.59) 


m x s 2 + (q 4- c 2 )s 4- ( k x + k 2 ) ~(c 2 s 4- k 2 ) 

~{c 2 s 4- k 2 ) m 2 s 2 + (c 2 + c 3 )s + (k 2 + k 3 ) 

= m x m 2 s 4 + [m 2 (q 4- c 2 ) 4- m x (c 2 4- c 3 )]s 3 

+ [™ 2 (k x + k 2 ) 4- m x (k 2 4- k 3 ) 4- qc 2 4- c 2 c 3 + c 3 q]s 2 
+ [(*i + k 2 )(c 2 + c 3 ) 4- c x k 2 + c x k 3 - c 2 k 2 4- c 2 k 3 ]s 
+ ( k\k,2 + ^ 2^3 ^ 3 ^ 1 ) 


(5.60) 
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Notas'. 

1. El denominador, D(s), en las expresiones X¡(í) y X 2 (s) dado por la ecuación 5.60, es un poli¬ 
nomio de cuarto grado ense indica el polinomio característico del sistema. Debido a que el 
polinomio característico es de cuarto grado, se dice que el modelo (o sistema) es un modelo 
(o sistema) de cuarto grado (u orden). 

2. Las ecuaciones (5.56) y (5.57) nos permiten aplicar las transformadas inversas de Laplace para 
obtener las ecuaciones diferenciales de cuarto grado para x¡(f) y x 2 (t). respectivamente (proble¬ 
ma 5.79). 

3. Se pueden utilizar las ecuaciones (5.56) y (5.57) para derivar las funciones de transferencia de 
a'|(/) y x 2 (t) correspondientes a cualquier función forzada especificada. 


5.10 Soluciones obtenidas aplicando la transformada 
de Laplace 


El cálculo de respuestas de sistemas de dos grados de libertad con la transformada de Laplace se 
ilustra con los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 5.10 Respuesta de vibración libre de un sistema no amortiguado 

Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 5.5(a) aplicando el método de 
la transformada de Laplace para los siguientes datos: m¡ = 2, m 2 = 4, k t = 8, k 2 — 4,k 2 — 0, c¡ = 0, c 2 = 0, 
c 3 = 0. Suponga que las condiciones iniciales son X[(0) = 0, x 2 (0) = 1 y x l (0) = x 2 (0) = 0. 

Solución: Por los datos dados, para vibración libre con/j(í) = / 9 (í) = 0, las ecuaciones de movimiento del 


sistema, ecuaciones (5.1) y (5.2), adoptan la forma 

2 jé j + I2xi — 4 x 2 = 0 (E.l) 

4x 2 — 4x¡ + 4x 2 = 0 (E.2) 

Tomando la transformada de Laplace de las ecuaciones (E.l) y (E.2), obtenemos 

2[í 2 X!(í) - «¡(0) - X](0)] + 12X,(i) - 4X 2 (í) = 0 (E.3) 

4¡> 2 X,(í) - « 2 (0) - i 2 (0)] - 4X 1 (í) + 4X 2 (í) = 0 (E.4) 


Para las condiciones iniciales conocidas, x¡(0) = 0, x 2 (0 ) = l,yi ¡(Oí = * 2 (0) = 0, las ecuaciones (E.3) y 
(E.4) se escriben como 

(E.5) 


( 2 s * 2 + 12 )A' 1 (^) - 4 X 2 (s) = 0 
(4í 2 + 4)X 2 (j) - 4X¡(s) = 4s 


(E. 6 ) 
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Si introducimos 


DiW = 


0 -4 

4 i- 4s 2 + 4 


= 16j 


AM = 


2s ¿ +12 0 

-4 4í 


= 8s 3 + 48.? 


D( S ) = 


2í ¿ + 12 -4 

-4 4.? 2 + 4 


= 8í 4 + 56í 2 + 32 


(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 


la solución de las ecuaciones (E.5) y (E.6) para XC 5 ) y X 2 (i), basada en la regla de Cramer, se expresa como 

A- 5 ) 16 i 2s 


= 


= 


D(s) 8¿' 4 + 56i’ 2 + 32 i 4 + 7s 2 + 4 
A(í) 8s 3 + 48? s 3 + 6 i 


D(s) 8í 4 + 56? 2 + 32 i 4 + ls 2 + 4 


(E. 10) 


(E.l 1) 


En las ecuaciones (E. 10) y (E. 11) se observa que el denominador es cuadrático en s 2 (cierto para todos los sis¬ 
temas no amortiguados de dos grados de libertad). Dado que las raíces del denominador, i 4 + ls 2 + 4 = 0, son 


i 2 = -0.6277 (o -0.7923 2 ), -6.3723 (o -2.5243 2 ) 

X(?) y X 2 (í) se expresan en forma factorizada como 

2s 

1 ¿ (s 2 + 0.6277) (í 2 + 6.3723) 

i 3 + 6.s 

2 '' (? 2 + 0.6277)(s 2 + 6.3723) 

Utilizando fracciones parciales, 7f¡(i) y X, (i) se escriben como 

0.7923C, C 2 s 2.5243C 3 C 4 ? 

i 2 + 0.6277 i 2 + 0.6277 ? 2 + 6.3723 i 2 + 6.3723 


(E.l 2) 

(E. 13) 

(E.14) 

(E.l 5) 


0.7923C 5 C 6 í 2.5243C 7 C 8 í 

- 1 - 1 - 1 - 

s 1 + 0.6277 i 2 + 0.6277 í 2 + 6.3723 s 2 + 6.3723 


Para determinar jqlí), igualamos (E. 15) y (E. 13) para obtener (de los numeradores) 


0.7923C 1 (s 2 + 6.3723) + C 2 í(í 2 + 6.3723) + 2.5243C 3 (í 2 + 0.6277) + C 4 í(í 2 + 0.6277) 


= 2s 
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O 


s\C 2 + C 4 ) + í 2 (0.7923Ci + 2.5243C 3 ) + s(6.3723C 2 + 0.6277C 4 ) 

+ (5.0488C, + 3.4676C 3 ) = 2s (E.17) 


Igualando los términos correspondientes en ambos lados de la ecuación (E.17) obtenemos 

C 2 + C 4 = 0, 0.7923Ci + 2.5243C 3 = 0, 6.3723C 2 + 0.6277C 4 = 2, 

5.0488C, + 1.5845C 3 = 0 (E.18) 

La solución de las ecuaciones (E.18) resulta en C¡ = 0, C 2 = 0.3481, C 3 = 0, C 4 = —0.3481 y por consiguien¬ 
te Ttjts) de la ecuación (E.15) se escribe como 


XiO) = 0.3481-- 5 - 0.3481—--- 

s 2 + 0.6277 s 1 + 6.3723 

La transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.19) resulta 

x x {t) = 0.3481 eos 0.7923í - 0.3481 eos 2.5243í 

Para determinar x 2 {t), igualamos (E.16) y (E. 14) para obtener (de los numeradores) 

0.7923C 5 (í 2 + 6.3723) + C 6 í(í 2 + 6.3723) 

+ 2.5243C 7 (í 2 + 0.6277) + C 8 í(í 2 + 0.6277) = x 3 + 6.s 


(E.19) 


(E.20) 


O 

i 3 (C 6 + C 8 ) + Í 2 (0.7923C 5 + 2.5243C 7 ) + s(6.3723C 6 + 0.6277Q) 

+ (5.0488C 5 + 1.5845C 7 ) = s 3 + 6s (E.21) 

Si igualamos los términos correspondientes en ambos lados de la ecuación (E.21) obtenemos 
C 6 + C 8 = 1, 0.7923 C 5 + 2.5243C 7 = 0, 6.3723C 6 + 0.6277Q = 6, 

5.0488C S + 1.5845C 7 = 0 (E.22) 

La solución de las ecuaciones (E.22) produce C¡ = 0, C 6 = 0.9352, C 7 = 0, C g = 0.0648, y por consiguiente 
X 2 (s) de la ecuación (E.16) se expresa como 


X 2 (í) = 0.9352-- 4 -+ 0.0648—--- 

i 2 + 0.6277 s 2 + 6.3723 

La transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.23) resulta 


(E.23) 


x 2 {t) = 0.9352 eos 0.7923f + 0.0648 eos 2.5243í 


(E.24) 


La respuesta de vibración libre del sistema, x^í) y x 2 (f), dada por las ecuaciones (E.20) y (E.24), se muestra 
gráficamente en la figura 5.18. 
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Ejemplo 5.11 




Figura 5.18 


Respuesta de vibración libre de un sistema amortiguado 

Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 5.5(a) aplicando el método de 
la transformada de Laplace con los datos siguientes: m x = 2, m 2 = 4, k l = 8, k 2 = 4, k 2 = 0, c¡ = 0, o> = 2, 
c 3 = 0. 

Considere las condiciones iniciales como A'jCO) = 0, x 2 {0) = 1, y ii(0) = ¿ 2 ( 0 ) = 0. 

Solución: Por los datos dados, para vibración libre con/[(f) = / 9 (í) = 0, las ecuaciones de movimiento del 
sistema (5.1) y (5.2), adoptan la forma 

25c j + 2xj — 2^2 + 12aj — 4*2 = 0 (E. 1) 

4x'i — 2xi + 2x2 ~ 4*1 + 4xt = 0 (E.2) 
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Tomando la transformada de Laplace de las ecuaciones (E.l) y (E.2), obtenemos 

2[í 2 X!(í) - sxi(0) ~ ¿i(0)] + 2[jXÍ(í) - jcjÍO)] - 2[aX 2 (a) - x 2 (0)] 
+ 12 ^( 5 ) - 4 X 2 (s) = 0 

4[í 2 X 2 (í) - ax 2 (0) - ¿ 2 (0)] - 2[íX!(í) - jq(0)] 

+ 2[aX 2 (a) - jc 2 (0)] - 4X,(a) + 4 X 2 ( s ) = 0 


(E.3) 


(E.4) 


Para las condiciones iniciales conocidas, A',(0) = 0, a 2 (0) = 1, y ii(0) = i 2 (0) = 0, las ecuaciones (E.3) y 
(E.4) se escriben como 


(2a 2 + 2a + 12)X](í) - (2a + 4)X 2 (a) = -2 
(4a 2 + 2a + 4)X 2 (a) - (2s + 4)X,(a) = 4a + 2 


Introduciendo 


-2 2s - 4 

4a + 2 4a 2 + 2a + 4 


= 16a 


(E.5) 

(E.6) 

(E.7) 


2s l + 2s + 12 -2 

—2s — 4 4 a + 2 


= 8a 3 + 12a 2 + 48a + 16 


D i(a) = 

Di{s) = 

D(s) = 

la solución de las ecuaciones (E.5) y (E.6) para X^(s) y X 2 (s), basada en la regla de Cramer, se expresa como 


2s ¿ + 2a + 12 —2a — 4 

-2a - 4 4a 2 + 2a + 4 


= 8a 4 + 12a 3 + 56a 2 + + 16a + 32 


(E.8) 


(E.9) 


Xi(a) 

A (a) 


16a 

2a 

(E.10) 

D(s) 

8a 4 

+ 12a 3 + 56a 2 + 16a + 32 

a 4 + 1.5a 3 + 7a 2 + 2a + 4 

X2W 

D 2 (s) 


8a 3 + 12a 2 + 48a + 16 

a 3 + 1.5a 2 + 6a + 2 

(E.l 1) 

D( a) 

1 

OO I 

4^ 

+ I2s 3 + 56s^ + 16 s + 32 

a 4 + 1.5a 3 + 7a 2 + 2a + 4 


Por las ecuaciones (E. 10) y (E. 11) se ve que el denominador no es una cuadrática en a 2 (cierto para todos los 
sistemas amortiguados de dos grados de libertad). Las raíces del denominador (raíces características del siste¬ 
ma), a 4 + 15a 3 + 7a 2 + 2a + 4 = 0, se pueden hallar (por ejemplo, utilizando MATLAB), como 


■*1,2 = “0.6567 ± 2.3807Í = a ± bi 
a 34 = —0.0933 ± 0.8044; = c ± di 


(E. 12) 


Se ve que las raíces son complejas (cierto para todos los sistemas amortiguados) en lugar de valores sim¬ 
plemente imaginarios (cierto para sistemas no amortiguados). Considerando las raíces características en la 
ecuación (E. 12), Xj(a) de la ecuación (E.10) se expresa como 

2 a C\b + C 2 (a + a) C 2 d + C4(a + c) 

[(a + a) 2 + ¿> 2 ][(a + c ) 2 + d 2 ] [(a + a) 2 + b 2 ] [(a + c) 2 + d 2 ] 


(E. 13) 
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donde a — 0.6567, b = 2.3807, c = 0.0933, d = 0.8044. y C¡, i = 1, 2, 3, 4, son constantes desconocidas. 
Escribiendo la expresión del lado derecho de la ecuación (E.13) como 

[C\b + C 2 (.s + a)][(s + c ) 2 + d 2 ] [C^d + + c)][(s + a) 2 + b~\ 

-i--- (E. 14) 

[(i + a) 2 + b 2 ] [(i + c ) 2 + d 2 ] 


e igualando el numerador de la ecuación (E. 14) al numerador de la expresión intermedia de la ecuación (E.13), 
obtenemos 


(' C\b + C 2 s + C 2 a)(s 2 + 2 se + c 2 + d 2 ) + (C^d + C 4 S + C4c)(s 2 + 2sa + a 2 + b 2 ) = 2 s 


o 


,s 3 (C 2 + C 4 ) + x~(2cC 2 + bC\ + aC'2 + 24/C4 + dC'i + CC4) + í[(c 2 + d )Ci 
2 c(bC\ ÍÍC2) (a 2 + b~(C'\ + 2 a(dCi H - (C'4 ) ] + [ ( bC\ 4 - í/Ct)( c 2 + ¿/") 

+ (dC 3 + cC 4 )(a 2 + ¿) 2 ) = 2s (E. 15) 

Igualando los coeficientes de los términos correspondientes en ambos lados de la ecuación (E. 15), obtenemos 


C 2 + C 4 = 0 


bC\ + (2 c + d'jCo 4“ dCi + (2a + c)C 4 — 0 

2cbCi + (2 ac + c 2 + d 2 )C 2 + 2culCi + (2ac + 2a 2 + ¿ 2 )C 4 = 0 

(be 2 + bd 2 )C\ + (ac 2 + aJ 2 )C 2 + (da 2 + db 2 )Ci + (ca 2 + cb 2 )C 4 = 0 (E. 16) 

donde los valores de a, b, c y d se definen en la ecuación (E. 12). La solución de las ecuaciones (E. 16), por 
ejemplo, con MATLAB, da Cj = -0.0945, C 2 = - 0.3713, C 3 = 0.0196, C 4 = 0.3713. Por lo tanto, A¡ (s) en 
la ecuación (E.13) se expresa como 


Xj(í) = - 0.0945 
+ 0.0196 


(i + a ) 2 + b 2 
d 


- 0.3713 


í + a 


+ 0.3713- 


(s + a ) 2 + b 2 
s + c 


(s + c ) 2 + d 2 (s + c ) 2 + d 2 

Tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.17), obtenemos 

x r (t) = e _0 - 6567, (o.0945 sen 2.3807r - 0.3713 eos 2.3807r) 

_l_ e -0.0933r ( 0 0196 sen 0.8044-í + 0.3713 eos 0.8044í) 


(E.17) 


(E. 18) 


Asimismo, basada en las raíces características dadas en la ecuación (E.12), X 2 (X) de la ecuación (E.ll) se 
expresa como 




í 3 + 1.5í 2 + 6s + 2 _ C 5 b + C 6 (s + a) C 7 d + C s (s + c ) 

[(í + a ) 2 + b 2 ][(s + c ) 2 + d 2 ] [(5 + a ) 2 + b 2 ] [(i + c ) 2 + d 2 ] 


(E. 19) 
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donde a = 0.6567, b = 2.3807, c = 0.0933, d = 0.8044 y C¡, i = 5, 6, 7, 8 son constantes desconocidas. Es¬ 
cribiendo la expresión del lado derecho de la ecuación (E.19) como 


[C$b + C^(s + a)][A “be) + d~] [Cid + Cg(s + c)][,s + a) + b ] 

-+- 


[(i + aY + b 2 ] 


[(* + C Y + d 2 ] 


(E.20) 


e igualando el numerador de la ecuación (E.20) al numerador de la expresión intermedia de la ecuación (E. 19), 
obtenemos 


( C$b + C(,s + C6 ¿i)(5 “ + 2 se + (Y + r/ 2 ) [Cid -b Cg.? + Cgc)(A'“ + 2sa + a 2 + b 2 ) 

= i 3 + 1.5s 2 + 6s + 2 


3 (Có + Cg + s 2 (2cC( ) + bC$ + üC(, + 2aCg + dCi + cCg) + ^[(c + d 2 )C(, 

+ 2c(bC$ + aC 6 ) + (a“ + ¿> 2 )Cg + 2a{dCi + cCg)] + [(&C 5 + aCg)(c 2 + r/“) 

+ r/C 7 + cC 8 )(a 2 + Z> 2 ) = i 3 + 1.5i 2 + 6 ¿- + 2 (E.21) 

Igualando los coeficientes de los términos correspondientes en ambos lados de la ecuación (E.21), obtenemos 

Q + Q = 1 

bC$ + (2c + a)Cf, + dC-¡ + (2a + c)Cg = 1.5 

2cbC$ + (2ac + c 2 + í/“ jCV, ' 2 cidCi + (2ac + a 2 + Z? 2 )Cg — 6 

(¿>c 2 + bd 2 )C¡ + (ac 2 + ad 2 )C¿ + (da 2 + db 2 )C 2 + (ca 2 + c¿> 2 )Cg = 2 (E.22) 


donde los valores de a, b, c y d se definen en la ecuación (E. 12). La solución de las ecuaciones (E.22), por 
ejemplo, con MATLAB, resulta C 5 = —0.0418, C 6 = 0.0970, C 7 = 0.3077, C g = 0.9030. Por lo tanto, la 
ecuación (E.19) se escribe como 


X 2 (í) = - 0.0418 


+ 0.3077- 


(s + a) 2 + b 2 
d 


+ 0.0970- 


s + a 


(i + c) 2 + d 2 


+ 0.9030- 


(s + a) 2 + b 2 
s + c 


(.V + c) 2 + d 2 


(E.23) 


Tomando la transformada inversa de Laplace de la ecuación (E.23), obtenemos 

x 2 (t) = e _a6567 '(-0.0418 sen 2.3807í + 0.0970 eos 2.3807f) 

+ e“ 0 0933í (0.3077 sen 0.8044/ + 0.9030 eos 0.8044r) (E.24) 


La respuesta de vibración libre del sistema, x¡(l) y x 2 (í), dada por las ecuaciones (E.18) y (E.24), se muestra 
gráficamente en la figura 5.18. 
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Respuesta bajo un impulso obtenida aplicando el método 
de la transformada de Laplace 


Dos carros de fenocanil, de masas m¡ = M y m-, = m, están conectados por medio de un resorte de rigidez 
k, como se muestra en la figura 5.17(a). Si el carro de masa M se somete a un impulso F 0 8(t), determine las 
respuestas de respuesta de los canos aplicando el método de la transformada de Laplace. 

Solución: Las respuestas de los carros se determinan con cualquiera de los siguientes métodos: 

a. Considere el sistema que experimentará vibración forzada debido a la velocidad inicial producida por el 
impulso aplicado al cano M. 

b. Considere el sistema que experimentará vibración debido a la fuerza/fr) = F 0 8(t) aplicada al carro M (con 
los desplazamientos y velocidades de los carros M y m considerados cero inicialmente). 

Aplicando el segundo método, las ecuaciones de movimiento de los carros se expresan como 


Mx\ + k(x¡ — X2) — FoS(í) (E.l) 

mx 2 + k(x 2 — JCi) = 0 (E.2) 

Aplicando las transformadas de Laplace, las ecuaciones (E.l) y (E.2) se escriben como 

(Mí 2 + fc)2f 1 (í) - kX 2 (s) = F 0 (E.3) 

-kX¡(s) + ( ms 2 + k)X 2 (s) = 0 (E.4) 


Las ecuaciones (E.3) y (E.4) se resuelven para .^(í) y X 2 (í) como 

Fo(ms 2 + k) 


X,(í) = 


= 


s 2 {Mms 2 + k(M + m)} 


Fnk 


s~ {Mms 2 + k{M + m)} 


(E.5) 


(E.6) 


Utilizando fracciones parciales, las ecuaciones (E.5) y (E.6) se reescriben como 


donde 


Fq í 1 m m \ 
M + m (oM s 1 + o 2 ) 


X 2 (s) 


Fq ( 1 
M + m \ s 2 


1 (O 
M S 2 + W 2 



(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 










472 


Capítulo 5 Sistemas de dos grados de libertad 


Las transformadas inversas de las ecuaciones (E.7) y (E.8), utilizando los resultados del apéndice D (en el sitio 
web), dan las respuestas en función del tiempo de los carros como 


x\(t) 


Fq 

M + m 


t H-sen wt 

(oM 


*2 (0 


M + m y 


— sen (ot 
co 


Nota: Las ecuaciones (E. 10) y (E. 11) se trazan en el ejemplo 5.18. 


(E. 10) 


(E. 11) 


5.11 Soluciones obtenidas utilizando funciones 
de transferencia de frecuencia 


La función de transferencia de frecuencia se obtiene sustituyendo iat en lugar de s en la función 
de transferencia general del sistema. La generación de la función de transferencia de frecuencia y 
el método de búsqueda de la respuesta de un sistema por medio de esta función se ilustra con los 
siguientes ejemplos. 


Ejemplo 5.13 Derivación de funciones de transferencia de frecuencia 


Derive las funciones de transferencia de frecuencia X\(t) y x 2 (f) para el sistema que se muestra en la figura 
5.19(a). 

Solución: De acuerdo con los diagramas de cuerpo libre de las masas m l y m-, que se muestran en la figura 
5.19(b), las ecuaciones de movimiento del sistema se obtienen como 

m{x\ + c\X\ + k\x i + C 2 {x\ ~ X 2 ) + ¿ 2(^1 — x 2 ) ~ Pl ~ Pq sen cot (E. 1) 

m 2 x 2 + c 2 (x 2 ~ X \) + k 2 (x 2 ~ x\) = p 2 = 0 (E.2) 



m 2%2 

(b) 


(a) 


Figura 5.19 
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Se observa que las ecuaciones (E. 1) y (E.2) se pueden obtener a partir de las ecuaciones (5.50) y (5.51) esta¬ 
bleciendo k 3 = c 3 = 0,/ 3 (í) = p j(í) y/ 2 (t) = 0. Si tomamos las transformadas de Laplace de las ecuaciones 
(E.l) y (E.2) y suponemos condiciones iniciales cero, obtenemos 

mií 2 Xi(i) + ciíXj(í) + k¡Xi(s) + c 2 s[Xi(,s) — A" 2 (.s)] 

+ ^[^(s) - X 2 (j)] = />,(*) (E.3) 

m 2 s 2 X 2 {s) + c 2 í[X 2 (í) - Xj(í)] + k 2 [X 2 {s) - Xjfx)] = 0 (E.4) 

Las expresiones Xj(s) y X 2 (s) se pueden encontrar a partir de la solución de las ecuaciones (E.3) y (E.4) [esta¬ 
bleciendo k 3 = c 3 = 0, F[(s) = P\{s), y F 2 (s ) = 0 en las ecuaciones (5.56) a (5.60)]: 


W 


AW 

D(s) 

Ih(s) 

D(s) 


(E.5) 


(E.6) 


donde 

AM = ( m 2 s 2 + c 2 s + k 2 )P x (s) (E.7) 

D 2 (s) = (c 2 s + k 2 )Pi(s) (E. 8 ) 

D(s) = [mpn 2 )s 4 + [m 3 c 2 + m 2 c\ + m 2 c 2 \s i 

+ [m\k 2 + m 2 k l + m 2 k 2 + CiC 2 ]í 2 + [c\k 2 + c 2 k\]s + (k 3 k 2 ) (E.9) 


En vista de las ecuaciones (E.7) a (E.9), la función general de transferencia de .y 
de las ecuaciones (E.5) y (E.6) como 

(/) y x 2 (t) se determina a partir 

7fi(i) m 2 s 2 + c 2 s + k 2 

PM D( S ) 

(E.10) 

X 2 ( s ) c 2 s + k 2 

PM D(s) 

(E. 11) 

donde la ecuación (E.9) da D(s). Con i = ia> en las ecuaciones (E. 10), (E. 11) y (E.9), las funciones de transfe- 

rencia de frecuencia de y 3 (t) y x 2 (t) se obtienen como 


Xifitu) —m 2 w 2 + itoc 2 + k 2 

Pi(io)) D(i(o) 

(E.l 2) 

X 2 (iio) ¡o)c 2 + k 2 

P\(icü) D(i(o) 

(E.l 3) 


donde 

D(i(o) = u) 4 (mim 2 )co 4 — iw 3 [mi c 2 + m 2 cq + m 2 c 2 ] 

— w 2 [mik 2 + m 2 ki + m 2 k 2 + C[C 2 ] + ib)[c\k 2 + c 2 k\] + (k\k 2 ) 


(E. 14) 
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Ejemplo 5.14 


Respuesta de estado estable de un sistema 

Encuentre la respuesta de estado estable del sistema considerado en el ejemplo 5.13 sin amortiguamiento. 


Solución: Con c¡ = c 2 = 0 en las ecuaciones (E. 12) y (E. 13) del ejemplo 5.13, obtenemos las funciones de 
transferencia 




Xi(ico) ¡C 2 ~ m 2 (tí 2 

P\(iu>) «¡[/M 2 ÍU 4 — ( m\k 2 + m 2 ki + m 2 k 2 ) co 2 + k\k 2 


T 2 (i(o) 


X 2 (i(o) k 2 

Pl(i M ) m | m 2 oj 4 — (m\k 2 + m 2 k\ + m 2 k 2 )(tí 2 + k\k 2 


(E.l) 


(E.2) 


y por consrgurente 


X2(1(1 


k 2 


(E.3) 


X¡ (ico) lc 2 — m 2 (o 2 

La solución de estado estable x¡(f) se obtiene de la ecuación (E.l) utilizando P\(i(o) = P 0 sen cot, como sigue 

(k 2 ~ m 2 (o 2 )P 0 


X\(t) = \X\(ico) \ sen cot = 


[mjm 2 tü 4 — (mjfc 2 + m 2 k j + m 2 k 2 )co 2 + k\k 2 ) 


sen (cot + cf> 1 ) (E.4) 


donde 


4>\ 


Xi(i o) 
P\(i (o) 


0 O TT 


(E.5) 


A partir de las ecuaciones (E.3) y (E.4), la solución de estado estable x 2 (t) se determina como 


x 2 (t) = \X 2 (ico)\ sen (caí + 0 2 ) = 
k 2 


X 2 (io 


X^ico) 

(k 2 ~ m 2 (tí 2 )P Q 


Aj(iíu)| sen(íuí + </> 2 ) 


(k 2 — m 2 (tí 2 ) [mi/n 2 íu 4 — (m¡k 2 + m 2 k\ + m 2 k 2 )(tí 2 + fc]fc 2 ] 

k 2 Po 


sen (cot + (/> 2 ) 


[í?í[m 2 ai 4 — (ttiik 2 + m 2 k\ + m 2 k 2 )(tí 2 + kik 2 ] 


sen(&)/ + <p 2 ) 


(E.6) 


donde 


02 


X 2 (ico) 

Pi(ico) 


X 2 (ico) Xi(ico) 
Xi(ico) P[(ioo) 


(E.7) 


Se ve que <p í y <p 2 son 0 O 077 . Por consiguiente, las masas m ¡ y m 2 se mueven o en fase (</> = 0) o desfasadas 
( <f> = tt) con la fuerza aplicada P x (ico). Por lo tanto, las masas ra¡ y m 2 se moverán en la misma dirección si 
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r&2 

co < , / — y en la dirección opuesta si <o > 

V m 2 

masa m 2 tendrá movimiento senoidal. 



[h 

, /— , la masa m . no se moverá en tanto que la 

V m 2 


5.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 5.15 Solución del problema de valor eigen 

Utilizando MATLAB determine las frecuencias naturales y formas de modo del siguiente problema: 


1 0 
0 1 


+ k 


2 

-1 



(E.1) 


Solución: El problema de valor eigen, ecuación (E.l), se reescribe como 


2 

-1 


1 

0 

-1 

2 _ 

X = A 

0 

1 


X 


(E.2) 


donde A = meo 2 ¡k es el valor eigen, co es la frecuencia natural y X es el vector eigen o forma de modo. La 
solución de la ecuación (E.2) se determina utilizando MATLAB como sigue: 


» A=[2 -1; -1 2] 
A - 


2 -1 

-1 2 

>> [V, D] = eig(A) 

V = 


D 


-0.7071 

-0.7071 

0.7071 

-0.7071 

3.0000 

0 

0 

1.0000 


Por lo tanto, los valores eigen son Ai = 1.0 y A 2 = 3.0, y los vectores eigen correspondientes son 


í -0.70711 



\ -0.70711 

\ —0.7071 / 

y 

x 2 = < 

[ 0.7071 J 


Ejemplo 5.16 Raíces de una ecuación cuártica 


Utilizando MATLAB, encuentre las raíces de la ecuación cuártica 

f{x) = x 4 - 8x + 12 = 0 

















476 Capítulo 5 Sistemas de dos grados de libertad 


Ejemplo 5.17 


Solución: Se utiliza el comando MATLAB roots para obtener las raíces del polinomio de cuarto grado como 

X\2 = -1.37091 ± 1.82709/ 
x 3A = 1.37091 ± 0.648457/ 

>> roots ([1 0 0 -8 12]) 
ans = 

-1.3709 + 1.8271Í 
-1.3709 - 1.8271Í 
1.3709 + 0.645-i 
1.3709 - 0.645-i 

>> 


Trazo de una respuesta de vibración libre 


Utilizando MATLAB trace la respuesta de vibración libre de las masas m l y m 2 del ejemplo 5.3. 

Solución: Las ecuaciones (E.15) y (E.16) proporcionan las respuestas en función del tiempo de las masas m x 
y m 2 del ejemplo 5.3. El programa MATLAB para trazar las respuestas se presenta a continuación. 

% E-_3.m 
for i = 1: 501 

t(i) = 20 * (i-l)/500; 

xl(i) = (5/7) * eos(1.5811*t(i)) + (2/7) * eos(2.4495*t(i)); 
x2(i) = (10/7) * cos(1.5811*t(i)) - (10/7) * eos(2.4495*t (i)); 

end 

subplot(211) ; 
plot(t, xl) ; 
xlabel( 1 t 1 ); 
ylabel( 1 xl(t)'); 
subplot(212); 
plot(t, x2); 
xlabel( 1 t'); 
ylabel( 1 x2(t) 1 ); 
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Ejemplo 5.18 


Respuesta en función del tiempo de los carros de ferrocarril 


Utilizando MATLAB trace las respuestas en función del tiempo de los dos carros de ferrocarril considerados 
en el ejemplo 5.12 para los datos siguientes: F 0 = 1500 N, M = 5000 kg, m = 2500 kg, k = 10 4 N/m. 

Solución: Con los datos dados, las respuestas de los carros de ferrocarril se expresan como (según las ecua¬ 
ciones (E.10) y (E. 11) del ejemplo 5.12): 

jcj(í) = 0.2(f + 0.204124 sen2.44949í) (E.l) 

x 2 {t) = 0.2 (t - 0.408248 sen2.44949f) (E.2) 

donde 

94! 1 

<o 2 = 10 4 -+ - o cu = 2.44949 rad/s (E.3) 

5000 2500 



El programa MATLAB para trazar las ecuaciones (E.l) y (E.2) se da a continuación 


% Ex5_18.m 
for i=1 : 101 

t(i) = 6* (i - 1) / 100; 

xl(i) = 0.2* (t(i) + 0.204124*sin(2.44949*t(i))); 
x2(i) = 0.2* (t(i) - 0.408248*sin(2.44949*t(i))); 

end 

plot (t, xl); 
xlabel ( 1 1 1 ); 
ylabel ('xl(t), x2(t)'); 
hold on; 

plot (t f x2, ; 

gtext ('xl: Solid line 1 ); 

gtext ('x2: Dotted line'); 
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Ejemplo 5.19 


Trazo de la respuesta de frecuencia de un sistema de dos grados 
de libertad 


Utilizando MATLAB, trace las funciones de respuesta de frecuencia del sistema considerado en el ejemplo 5.8 


Solución: Las funciones de respuesta de frecuencia A^jíu) y X 2 (to), dadas por las ecuaciones (E.6) y (E.7) del 
ejemplo 5.8, son 


X, (co)k 
Fio 

X 2 (<o)k 

Fio 


(AÍ - A 2 )(l - A 2 ) 

(E.l) 

1 

(E.2) 

(Ai - A 2 )(1 - A 2 ) 




donde A = co/w { y A 2 = co 2 /to l . De los resultados del ejemplo 5.8 encontramos que A 2 = ü> 2 /cú i = (3 k/m)/ 
( k/m ) = 3. El programa MATLAB para trazar las ecuaciones (E.l) y (E.2) se presenta a continuación. 


% Ex-514.m 
for i = 1: 101 

w_wl (i) = 5 * (i - 1) / 100; % 0 to 5 

xl (i) = (2-w_wl (i) \ a 2) / ( (3-w_wl (i) \ a 2) * (l-w_wl (i) \^2) ); 
x2 (i) = 1 / ( (3-w_wl (i) \ a 2) * (l-w_wl (i) \ a 2) ); 

end 

subplot (211); 
plot (w_wl, xl) ; 
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xlabel ('w/wl'); 
ylabel ('X_1*K/F_1_0'); 
grid on; 
subplot (212); 
plot (w_wl, x2); 
xlabel ('w/wl'); 
ylabel ('X_2 *K/F_1_0'); 
grid on 


Ejemplo 5.20 


Respuesta forzada de un sistema de dos grados de libertad 


Determine y trace la respuesta en función del tiempo de un sistema de dos grados de libertad con ecuaciones 
de movimiento 


1 0 
0 2 





con las condiciones iniciales 


*!(()) = 0.2, Í!(0) = 1.0, 


x 2 (0) = 0, i 2 (0) = 0 


(E.l) 


(E.2) 


Solución: Para utilizar el programa MATLAB ode2 3, las dos ecuaciones diferenciales acopladas de segun¬ 
do orden se tienen que expresar como un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden. Para 
esto, introducimos nuevas variables como y¡, y 2 , y 3 y y 4 como 


yi = x h y 2 = x h y 3 = x 2 , v 4 = x 2 


y expresamos la ecuación (E.l) como 

x\ + 4ij — x 2 + 5 xi — 2 x 2 = eos 3 1 


o 


y 2 = eos 3í - 4y 2 + y 4 - 5yi + 2y 3 


y 


2 3^2 — x\ + 2^2 — 2xi + 3x2 = 2 eos 3 1 


o 


y 4 = eos 3 1 + -y 2 - y 4 + y¡ ~ ~y¡ 
Por lo tanto, la ecuación (E. 1) se vuelve a expresar como 


í > ’ 1 


yi 

1 yi 


eos 3í — 4y 2 + y 4 — 5yi + 2y 3 

1 » 

’ ~ < 

T4 

l T4, 


1 3 

eos 3t + — y 2 ~ y 4 + yi ~ ~y 3 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 
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con las condiciones iniciales 


y(o) 


í >1(0) j 

J 3^2(0) I 

| 33(0) í 

[34(0) J 



(E.8) 




El programa MATLAB para resolver las ecuaciones (E.7) con las condiciones iniciales de la ecuación (E.8) 
se da a continuación. 


% Ex5_20.m 

tspan = [0: 0.01: 20]; 
yO = [0.2; 1.0; 0.0; 0.0]; 

[t,y] = ode23( 1 dfunc5_15 1 , tspan, yO); 

subplot (211) 

píot (t,y (:, 1)); 

xlabel ( 1 t 1 ); 

ylabel ('xl (t) 1 ); 

subplot (212) 

píot (t,y (:, 3)); 

xlabel ( 1 t 1 ); 

ylabel ( 1 x2 (t) 1 ); 

%dfunc5_15.m 

function f = dfunc5_15(t,y) 
f = zeros(4, 1); 
f (1) = y (2) ; 

f(2) = eos(3*t) - 4*y(2) + y(4) - 5*y(l) + 2*y(3); 
f (3) = y (4) ; 

f(4) = eos(3*t) + 0.5*y(2) - y(4) + y(l) - 1.5*y(3); 
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Ejemplo 5.21 


Programa para determinar las raíces de una ecuación cuártica 


Desarrolle un programa general, llamado Program6 .m para determinar las raíces de una ecuación cuártica. 
Use el programa para determinar las raíces de la ecuación 

f(x) = r 4 — 8x + 12 = 0 


Solución: El programa Program6.m se desarrolló para resolver la ecuación al*(x A 4) + a2*(x A 3) + 
a3*(x A 2) + a4*x + a5 = 0 con al, a2, a3, a4, y a5 como datos de entrada. El programa presenta los coeficien¬ 
tes del polinomio y también las raíces de la ecuación como resultados. 


Solution of a quartic equation 


Data: 



a(l> 

= 

1.000000e+000 

a (2) 

= 

0.000000e+000 

a (3) 

= 

0.000000e+000 

a (4) 

= 

-8.000000e+000 

a (5) 

= 

1.200000e+001 


Roots: 

Imaginary part 

1.827 094e + 000 
-1.827094e+000 
6.484572e-001 
-6.484572e-001 


Root No. 


Real part 


-1.370907e+000 
-1.370907e+000 
1.370907e+000 
1.37 0907e+000 


Resumen del capítulo 

Consideramos la determinación de las ecuaciones de movimiento acopladas de sistemas de dos grados de 
libertad. Determinamos los valores eigen o frecuencias naturales de vibración, los vectores modales y las 
soluciones de vibración libre. Presentamos los conceptos de acoplamiento de coordenadas, coordenadas gene¬ 
ralizadas y coordenadas principales. Estudiamos el análisis de vibración forzada del sistema sometido a una 
fuerza armónica. Consideramos el método de la función de transferencia, la solución siguiendo el método de la 
transformada de Laplace y el método de la función de transferencia de frecuencia. Por último, presentamos las 
soluciones de vibración libre y forzada, de sistemas de dos grados de libertad obtenidas utilizando MATLAB. 

Ahora que ya terminó este capítulo, deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver los pro¬ 
blemas que se presentan a continuación 
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Preguntas de repaso 

5.1 Proporcione respuestas breves a lo siguiente: 

1. ¿Cómo se determinan los grados de libertad de un sistema de masa concentrada? 

2. Defina estos términos: acoplamiento de masa: acoplamiento de velocidad, acoplamiento elástico. 

3. ¿Es la naturaleza del acoplamiento dependiente de las coordenadas utilizadas? 

4. ¿Cuántos grados de libertad tiene un avión en vuelo si se trata como (a) un cuerpo rígido, y (b) un 
cuerpo elástico? 

5. ¿Qué son las coordenadas principales? ¿Cómo se utilizan? 

6. Por qué las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez son simétricas? 

7. ¿Qué es un nodo? 

8. ¿Qué queremos decir por acoplamiento estático y dinámico? ¿Cómo se puede eliminar el aco-pla- 
miento de las ecuaciones de movimiento? 

9. Defina la matriz de impedancia. 

10. ¿Cómo puede hacer que un sistema vibre en uno de sus modos naturales? 

11. ¿Qué es un sistema degenerado? Proporcione dos ejemplos de sistemas físicos degenerados. 

12. ¿Cuántos modos degenerados puede tener un sistema vibratorio? 

13. ¿Cuál es la diferencia entre una función de transferencia general y una función de transferencia de 
frecuencia? 

14. ¿Cuántas frecuencias naturales pueden ser cero para un sistema de dos grados de libertad no restrin¬ 
gido? 

5.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. Los modos normales también se conocen como modos principales. 

2. Las coordenadas generalizadas son linealmente dependientes. 

3. Las coordenadas principales se pueden considerar como coordenadas generalizadas. 

4. La vibración de un sistema depende del sistema de coordenadas. 

5. La naturaleza del acoplamiento depende del sistema de coordenadas. 

6. Las coordenadas principales evitan tanto el acoplamiento estático como el dinámico. 

7. El uso de coordenadas principales ayuda a determinar la respuesta del sistema. 

8. Las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento de un sistema de dos grados de libertad son simé¬ 
tricas. 

9. Las características de un sistema de dos grados de libertad se utilizan en el diseño de un amortigua¬ 
dor de vibración dinámica. 

10. Los sistemas semidefinidos también se conocen como sistemas degenerados. 

11. Un sistema semidefinido no puede tener frecuencias naturales no cero. 

12. Las coordenadas generalizadas siempre se miden con respecto a la posición de equilibrio del 
cuerpo. 
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13. Durante la vibración libre, los diferentes grados de libertad oscilan con ángulos de fase diferentes. 

14. Durante la vibración libre, los diferentes grados de libertad oscilan a diferentes frecuencias. 

15. Durante la vibración libre, los diferentes grados de libertad oscilan con amplitudes diferentes. 

16. Las amplitudes relativas de grados de libertad diferentes en un sistema de dos grados de libertad 
dependen de la frecuencia natural. 

17. Los vectores modales de un sistema indican los modos normales de vibración. 

18. El polinomio característico de un sistema amortiguado de dos grados de libertad será cuadrático en 

í 2 . 

19. E1 polinomio característico de un sistema de dos grados de libertad puede ser cuadrático en s 2 . 

20. Las ecuaciones de movimiento de un sistema de dos grados de libertad pueden expresarse en función 
del desplazamiento de cualquiera de las dos masas. 

5.3 Escriba en los siguientes espacios que aparecen en blanco la palabra correcta: 

1. La vibración libre de un sistema de dos grados de libertad sometido a una excitación inicial arbitraria 

se puede determinar superponiendo los dos modos_de vibración. 

2. El movimiento de un sistema de dos grados de libertad se describe por medio de dos coordenadas 


3. Cuando la frecuencia forzada es igual a una de las frecuencias naturales del sistema, ocurre un fenó¬ 
meno conocido como_. 

4. Las amplitudes y ángulos de fase se determinan a partir de las condiciones_del sistema. 

5. Para un sistema torsional_y_son análogos a las masas y resortes lineales, respec¬ 

tivamente, de un sistema de masa-resorte. 

6. El uso de coordenadas generalizadas conduce a diferentes tipos de_. 

7. Un sistema semidefinido tiene al menos un movimiento de cuerpo_. 

8. El acoplamiento elástico también se conoce como acoplamiento_. 

9. El acoplamiento inercial también se conoce como acoplamiento_. 

10. El acoplamiento de amortiguamiento también se conoce como acoplamiento_. 

11 . Las ecuaciones de movimiento de un sistema serán_cuando se utilicen coordenadas prin¬ 

cipales. 

12. E1 criterio de Routh-Hurwitz se puede utilizar para investigar la_de un sistema. 

13. Las ecuaciones de movimiento de un sistema de dos grados de libertad están desacopladas sólo 

cuando las masas no están_conectadas. 

14. La vibración de un sistema sólo en condiciones iniciales se llama vibración_. 

15. La vibración de un sistema sometido a fuerzas externas se llama vibración_. 

16. El orden de un sistema es el mismo que el orden del polinomio_del sistema. 

17. La respuesta de un sistema no restringido se compone de un movimiento de cuerpo rígido y movi¬ 
miento _. 

5.4 Seleccione la respuesta más adecuada de entre las opciones dadas: 

1. Cuando un sistema de dos grados de libertad se somete a una fuerza armónica, el sistema vibra a 

a. la frecuencia de la fuerza aplicada 

b. a una frecuencia natural menor 

c. a una frecuencia natural mayor 

2. Los grados de libertad de un sistema vibratorio dependen 

a. de la cantidad de masas 

b. de la cantidad de masas y los grados de libertad de cada masa 

c. de la cantidad de coordenadas utilizada para describir la posición de cada masa 

3. Un sistema de dos grados de libertad tiene 

a. un modo normal 

b. dos modos normales 

c. muchos modos normales 
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4. Las ecuaciones de movimiento de un sistema de dos grados de libertad suelen ser 

a. acopladas 

b. desacopladas 

c. lineales 

5. La impedancia mecánica Z rs (ico) es 
a. [m rs ]x + [c rs ]x + [k rs ]x 

X r (i ai) 

X s (ico) 

c. —w 2 m rs + icoc rs + k rs 

6. La matriz de impedancia, que es [Z(iai)], se puede utilizar para determinar la solución como 

a. X = [Z(«u)] _1 F 0 

b. X = [Z(ícü)]F 0 

c. X = [Z(icj)]X 0 

7. La configuración de un sistema que vibra a una de sus frecuencias naturales se llama 

a. modo natural b. frecuencia natural c. solución 

8. Las ecuaciones de movimiento de un sistema de dos grados de libertad suelen aparecer como 

a. ecuaciones algebraicas acopladas 

b. ecuaciones diferenciales acopladas 

c. ecuaciones desacopladas 

5.5 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes: 



1. Acoplamiento 

2. Acoplamiento 

3. Acoplamiento 

4. Acoplamiento 


estático. 

a. 

inercial 

b. 

de velocidad 

c. 

dinámico 

d. 


Sólo la matriz de masa es no diagonal 

Las matrices de masa y amortiguamiento son no diagonales 

Sólo la matriz de rigidez es no diagonal 

Sólo la matriz de amortiguamiento es no diagonal 


5.6 Correlacione los datos de la columna izquierda con las ecuaciones de frecuencia de la columna derecha 
para un sistema de dos grados de libertad regido por las ecuaciones de movimiento: 


■/ 0 Í9i — 2kfl l — kfl 2 = 0 
2Jq¿ 2 ~ kfl 1 + kfl 2 = 0 


1. J 0 

2. J 0 

3. Jo 

4. Jo 

5. Jo 


\,k t = 2 a. 

2, k, = 1 b. 

2, k, = 2 c. 

l,k, = 4 d. 

4, k, = 1 e. 


32w 4 - 20tü 2 +1=0 
oo 4 - 5co 2 + 2 = 0 

oo 4 - 10 (jo 2 + 8 = 0 
8 oo 4 - 10 oo 2 + 1 = 0 
2tu 4 - 5w 2 + 1 = 0 


Problemas 

Sección 5.2 Ecuaciones de movimiento para vibración forzada 

5.1 Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 5.20. 

5.2 Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 5.21. 
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5.3 Dos masas n i¡ y m 2 , cada una enlazada por dos resortes de rigidez k, están conectadas por una barra 
horizontal rígida sin masa de longitud l como se muestra en la figura 5.22. (a) Derive las ecuaciones de 
movimiento del sistema en función del desplazamiento vertical del C.G. del sistema, x(t), y la rotación 
alrededor del C.G. del sistema, Q(t). (b) Halle las frecuencias naturales de vibración del sistema para 
;n¡ = 50 kg, m 2 = 200 kg y k = 1000 N/m. 



Figura 5.22 


5.4 Un sistema de dos masas se compone de un pistón de masa m¡, conectado por dos resortes elásticos, 
que se mueven dentro de un tubo como se muestra en la figura 5.23. Un péndulo de longitud / y masa 
m 2 en el extremo se conecta al pistón como se muestra en la figura 5.23. (a) Derive las ecuaciones de 
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movimiento del sistema en función de x¡ (t) y 6{t). (b) Deríve las ecuaciones de movimiento del sistema 
en función de x^t) y x 2 (t )• (c) Encuentre las frecuencias naturales de vibración del sistema. 

Sección 5.3 Análisis de vibración libre de un sistema no amortiguado 

5.5 Encuentre las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 5.24, con m t = m, m 2 = 2 m, 
k l = k, y k 2 = 2 k. Determine la respuesta del sistema cuando k = 1000 N/m, m = 20 kg, y los valores 
iniciales de los desplazamientos de las masas m t y m 2 son 1 y — 1, respectivamente. 




Figura 5.23 


Base 



Figura 5.24 


5.6 Formule las ecuaciones diferenciales de movimiento para el doble péndulo de la figura 5.25, utilizando 
coordenadas x { y x 2 y suponiendo amplitudes pequeñas. Encuentre las frecuencias naturales, las rela¬ 
ciones de amplitudes y las ubicaciones de los nodos para los dos modos de vibración cuando m Y = m 2 

= m y — l 2 = l- 

5.7 Determine los modos naturales del sistema que se muestra en la figura 5.26 cuando íq = k 2 = k 2 = k. 

5.8 Una máquina herramienta de masa m = 1000 kg y momento de inercia de masa J 0 = 300 kg-m 2 está 
montada sobre dos soportes elásticos, como se muestra en la figura 5.27. Si las rigideces de los soportes 
las proporcionan k l — 3000 N/mm y k 2 = 2000 N/mm, y los soportes están localizados en — 0.5 m y 
l 2 — 0.8 m, encuentre las frecuencias naturales y formas de modo de la máquina herramienta. 
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Figura 5.25 



Figura 5.26 



Figura 5.27 


5.9 En la figura 5.28 se muestra una grúa viajera eléctrica elevada, compuesta de una viga, una carretilla 
y un cable. La viga tiene una rigidez flexional (El) de 6 X 10 12 lb-pulg 2 y un claro (L) de 30 pies. El 
cable es de acero y su longitud (1) es de 20 pies. Los pesos de la carretilla y la carga levantada son de 
8000 Ib y 2000 Ib, respectivamente. Encuentre el área de sección transversal del cable de modo que la 
frecuencia natural fundamental sea mayor que 20 Hz. 










































488 


Capítulo 5 Sistemas de dos grados de libertad 



(a) (b) Figura 5.28 


5.10 Una grúa viajera elevada se modela como se indica en la figura 5.28. Suponiendo que la viga tiene un 
claro de 40 m, un momento de inercia de área (/) de 0.02 m 4 , y un módulo de elasticidad ( E ) de 2.06 X 
10 11 N/m 2 , la carretilla tiene una masa ( m ¡) de 1000 kg, la masa de la carga que se va a levantar ( m 2 ) 
es de 5 000 kg y el cable con el cual se levanta la masa ( m 2 ) tiene una rigidez ( k ) de 3.0 X 10 5 N/m, 
determine las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema. 

5.11 La máquina para taladrar que se muestra en la figura 5.29(a) se puede modelar como un sistema de dos 
grados de libertad como se indica en la figura 5.29(b). Dado que una fuerza transversal aplicada a la 
masa m l o masa m 2 hace que ambas masas se deformen, el sistema presenta acoplamiento elástico. Las 
rigideces a flexión de las columnas están dadas (consulte la sección 6.4 para la definición de coeficien¬ 
tes de influencia de rigidez) por 

_ 768 El 240 El _ 96 El 

MI — *12 — *21 — 7~ ~/3~’ * 22 _ ~l~~p 

Determine las frecuencias naturales de la máquina para taladrar. 



Figura 5.29 (Fotografía cortesía de la división 
Atlas-Clausing). 



























Problemas 489 


5.12 En la figura 5.30 se muestran una de las ruedas y las muelles de un automóvil que viaja por una carre¬ 
tera con baches. Para simplificar, se supone que todas las ruedas son idénticas y que el sistema puede 
idealizarse como se muestra en la figura 5.31. El automóvil tiene una masa m¡ = 1000 kg y las muelles 
tienen una rigidez total de k { = 400 kN/m. Las ruedas y los ejes tienen una masa de m 2 = 300 kg y las 
llantas tienen una rigidez de h, = 500 kN/m. Si la superficie de la carretera varía senoidalmente con una 
amplitud de 7= 0.1 my un periodo de / = 6 m, encuentre las velocidades críticas del automóvil. 



Figura 5.30 


5.13 Derive la ecuación de movimiento del péndulo doble de la figura 5.25 utilizando las coordenadas y 
d 2 . Halle también las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema para m l = m 2 = m e I I = 

h = 1- 

5.14 Encuentre las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema de la figura 5.24 para m 1 = m 2 = 
m y k l = k 2 = k. 

5.15 Los modos normales de un sistema de dos grados de libertad son ortogonales si = 0. 

Demuestre que las formas de modo del sistema que se muestra en la figura 5.5(a) son ortogonales. 

5.16 Encuentre las frecuencias naturales del sistema de la figura 5.6 para k¡ = 300 N/m, k 2 = 500 N/m, k 3 = 
200 N/m, m l — 2kg, ym, = 1 kg. 

5.17 Encuentre las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema que se muestra en la figura 5.24 
para m¡ = m 2 — 1 kg, k l = 2000 N/m y k 2 = 6000 N/m. 



/ 


Figura 5.31 
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5.18 Derive expresiones para los desplazamientos de las masas que aparecen en la figura 5.6 cuando m¡ = 
25 lb-s 2 /pulg, i = 1, 2, y k¡ = 50000 lb/pulg, i = 1, 2, 3. 

5.19 Para el sistema que se muestra en la figura 5.6, m l = 1 kg, m 2 = 2 kg, k í = 2000 N/m, k 2 = 1000 N/m, 
k 2 = 3000 N/m, y a la masa m¡ se le imparte una velocidad inicial de 20 m/s. Encuentre el movimiento 
resultante de las dos masas. 

5.20 Para el problema 5.17, calcule x¡(t) y x 2 {t) para las siguientes condiciones iniciales: 

a. x^O) = 0.2, ij(0) = x 2 (0) = x 2 (0) = 0. 

b. jc x ( 0) = 0.2, i^O) = x 2 (0) = 0, i 2 (0) = 5.0. 

5.21 La estructura de un edificio de dos pisos se modela como se muestra en la figura 5.32. Se supone que 
las vigas son rígidas y que las columnas tienen rigideces flexionales El x y El 2 con masas insignificantes. 
La rigidez de cada columna se calcula como 


Para m 1 = 2 m, m 2 = m, h l = h 2 = h, y El x = EI 2 = El, determine las frecuencias naturales y formas 
de modo de la estructura. 


m- 


EI, 


m- 


E1 1 


m 2 
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Figura 5.32 


5.22 La figura 5.33 muestra un sistema de dos masas sujetas a una cuerda firmemente estirada, fija por am¬ 
bos extremos. Determine las frecuencias naturales y formas de modo del sistema para m¡ = m 2 = m y 

h = h = h = l- 


m 2 


Figura 5.33 
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5.23 Encuentre los modos normales del edificio de dos pisos que se muestra en la figura 5.32 cuando 
m¡ = 3 ni, m 2 = m, k¡ = 3 k, y k 2 = k, donde k l y k 2 representan las rigideces equivalentes de las colum¬ 
nas superior e inferior, respectivamente. 

5.24 Un polipasto, que tiene un peso W l , está montado en el extremo de una viga de acero en voladizo de 
espesor í, ancho a y longitud b, como se muestra en la figura 5.34. El cable es de acero y tiene un diá¬ 
metro d y una longitud suspendida de /. Si la carga que pende del extremo del cable es W 2 , derive las 
expresiones para las frecuencias naturales del sistema. 



ÍTríTTTÍTÍTTÍl 



W2 

(b) Figura 5.34 


5.25. Determine las condiciones iniciales del sistema que se muestra en la figura 5.24 por las cuales el sistema 
vibra sólo a su frecuencia natural más baja para los datos siguientes: k x = k, k 2 = 2 k, m l = m, m 2 = 2 m. 

5.26 Al principio, el sistema que se muestra en la figura 5.24 se altera al mantener estacionaria la masa m í y 
desplaza 0.1 m hacia abajo a la masa m 2 . Analice la naturaleza del movimiento resultante del sistema. 

5.27 Diseñe la viga en voladizo que soporta el polipasto y el cable que soporta la carga en el problema 5.24 
para tener las frecuencias naturales del sistema mayores de 10 Hz cuando W l = 1000 Ib y W 2 = 500 Ib, 
b = 30 pulg y / = 60 pulg. 

5.28 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de dos grados de libertad que se muestra en la 
figura 5.6 con n = 1, k = 8, y m = 2 para las condiciones iniciales = 1, y jc->( 0) = ijfO) = 0 y 

i 2 (0) = 1. 

5.29 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de dos grados de libertad que se muestra en la figura 
5.6 con n = 1, k = 8 y m = 2 en las condiciones iniciales jc¡( 0) = 1 y x 2 (0) = i x (0) = i 2 (0) = 0. 

5.30 Utilizando los resultados del ejemplo 5.1, compruebe que las formas de modo satisfacen las siguientes 
relaciones conocidas como relaciones de ortogonalidad: 

X {{ ) T xW = o, X^ r [rn]xW = 0, X^ T [m]X^ = c x = constante 

x^ T [ m ]x (2) = C 2 — constante 

X wT [k]X m = dcoj, 3 2)T [k]3 2) = c 2 0 ) 2 

5.31 Dos péndulos idénticos, cada uno con masa m y longitud /, están conectados por un resorte de rigidez k 
a una distancia d del extremo fijo, como se muestra en la figura 5.35. 

a. Derive las ecuaciones de movimiento de las dos masas. 

b. Encuentre las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema. 

c. Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema en las condiciones iniciales 0 X (O) = a, d 2 (0) = 
0, Ó [(0) = 0 y (9 2 (0) = 0. 

d. Determine las condiciones (s) en las cuales el sistema presenta un fenómeno de pulsación. 
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P Q 



Figura 5.35 


5.32 El sistema motor-bomba de la figura 5.36(a) se modela como una barra rígida de masa m = 50 kg y 
momento de inercia de masa J 0 = 100 kg-m 2 . La cimentación del sistema puede ser reemplazada por 
dos resortes de rigidez k { = 500 N/m y k 2 — 200 N/m. Determine la frecuencia natural del sistema. 



5.33 En la figura 5.37 se muestra un avión estacionado en la pista de aterrizaje. El avión tiene una masa 
m — 20000 kg y un momento de inercia de masa J 0 = 50 X 10 6 kg-m 2 . Si los valores de rigidez y cons¬ 
tante de amortiguamiento son k { = 10 kN/m y C[ = 2 kN-s/rn para el tren de aterrizaje principal y k 2 
= 5 kN/m y c 2 = 5 kN-s/m para el tren de aterrizaje de nariz o delantero (a) deríve las ecuaciones de 
movimiento del avión, y (b) encuentre las frecuencias naturales no amortiguadas del sistema. 



Tren de aterrizaje 
\ delantero, o de nariz 


Figura 5.37 
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5.34 Las matrices de masa y rigidez, y las formas de modo de un sistema de dos grados de libertad están 
dadas por 


1 0 
0 4 


[k] = 


12 -k u 
~kn k 2 2 


= 


1 

9.1109 r 


x< 2 ) = 


-9.1109 

1 


Si la primera frecuencia natural la proporciona co l = 1.7000, determine los coeficientes de rigidez k l2 y 
k 22 y la segunda frecuencia natural de vibración, co 2 . 


5.35 Las matrices de masa y rigidez y las formas de modo de un sistema de dos grados de libertad son 


m i 0 

0 m 2 


[k] = 


27 -3 

-3 3 


= i 1 


X< 2 ) = 


Si la primera frecuencia natural la proporciona w l = 1.4142, determine las masas m 1 y m 2 y la segunda 
frecuencia natural del sistema. 


Sección 5.4 Sistema torsional 

5.36 Determine las frecuencias naturales y los modos normales del sistema torsional que se muestra en la 
figura 5.38 para k t2 = 2k n y J n = 27¡. 


h 



Figura 5.38 


5.37 


Determine las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 5.39 suponiendo que la 
cuerda que pasa sobre el cilindro no se resbala. 



Figura 5.39 
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5.38 Encuentre las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema que se muestra en la figura 5.8(a) 
suponiendo que = J 0 , J 2 — 2/ 0 y k ñ = k t2 = k l3 = k t . 

5.39 Determine los modos normales del sistema torsional que se muestra en la figura 5.9 cuando k ñ = k p 

k t 2 ~ 5 k¡, = J 0 y J 2 = 5 J 0 . 

Sección 5.5 Acoplamiento de coordenadas y coordenadas principales 

5.40 Un modelo simplificado del vehículo militar de la figura 5.40(a) se muestra en la figura 5.40(b). Este 
modelo se puede utilizar para obtener información sobre el rebote y cabeceo del vehículo. Si la masa 
total del vehículo es m y el momento de inercia de masa con respecto a su C.G. es J 0 , derive las ecua¬ 
ciones de movimiento del vehículo mediante dos sistemas de coordenadas diferentes, como se indica en 
la sección 5.5. 



5.41 Encuentre las frecuencias naturales y las relaciones de amplitud del sistema que se muestra en la figura 
5.41. 




W\\\ N _ 



Figura 5.41 


5.42 Un cuerpo rígido de masa insignificante y longitud 21 gira alrededor del punto medio y está restringido 
para moverse en el plano vertical por resortes y masas, como se muestra en la figura 5.42. Encuentre las 
frecuencias naturales y las formas de modo del sistema. 

5.43 Un perfil aerodinámico de masa m pende de un resorte lineal de rigidez k y un resorte torsional de rigi¬ 
dez k t en un túnel de viento, como se muestra en la figura 5.43. El C.G. se encuentra a una distancia de 
e a partir del punto O. El momento de inercia de masa del perfil aerodinámico con respecto a un eje que 
pasa por el punto O es J 0 . Encuentre las frecuencias naturales del perfil aerodinámico. 
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Figura 5.42 



Figura 5.43 


5.44 Las juntas de expansión de una carretera de concreto, las cuales se ubican a intervalos de 15 m, generan 
una serie de impulsos que afectan a los automóviles que viajan a una velocidad constante. Determine 
las velocidades a las cuales es más probable que se presenten un movimiento de rebote y un movimiento 
de cabeceo para el automóvil del ejemplo 5.7. 

5.45 Considere la grúa viajera elevada descrita en el problema 5.9 (figura 5.28). Si los rieles a ambos lados 
de la viga tienen una superficie senoidalmente variable en la dirección z (perpendicular a la página), 
como se muestra en la figura 5.44, formule las ecuaciones y las condiciones iniciales para determinar la 
respuesta de vibración de la carga levantada ( m ) en la dirección vertical. Suponga que la velocidad de 
la grúa es de 30 pies/min en la dirección z. 



Figura 5.44 


5.46 Se modela un automóvil con una capacidad de movimientos de cabeceo y rebote, como se muestra 
en la figura 5.45. Viaja por una carretera con baches cuya superficie varía senoidalmente con una 
amplitud de 0.05 m y una longitud de onda de 10 m. Derive las ecuaciones de movimiento del auto¬ 
móvil para los siguientes datos: masa = 1000 kg, radio de giro = 0.9 m, l¡ = 1.0 m, l 2 = 1.5 m, kt = 
18 kN/m, k, = 22 kN/m, velocidad = 50 km/h. 
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Rebote 



(a) 



Figura 5.45 


5.47 Una flecha de acero, de 2 pulg de diámetro, está soportada por dos cojinetes y porta una polea y un 
motor, como se muestra en la figura 5.46. Los pesos de la polea y el motor son de 200 Ib y 500 Ib, 
respectivamente. Una carga transversal aplicada en cualquier punto a lo largo de la flecha produce la 
deformación de todos los puntos en la flecha, por consiguiente el sistema presenta acoplamiento elás¬ 
tico. Los coeficientes de rigidez son (vea la sección 6.4 para la definición de coeficientes de influencia 
de rigidez) 

, 1296 El , _ , 324 El , 216 El 

k n - —“ ~T, k 12 - ¿21 — ¿22 “ ~^ 

Determine las frecuencias naturales del sistema sometido a vibración de flexión para 1 = 90 pulgadas. 


Polea Motor 



Figura 5.46 


5.48 En la figura 5.47 se muestra un modelo simplificado de una bicicleta de montaña junto con el ciclista. 
Plantee métodos para hallar la respuesta vibratoria de la bicicleta debido a las irregularidades del terreno 
aplicando un modelo de dos grados de libertad. 

5.49 Una barra rígida uniforme de longitud l y masa m está soportada por dos resortes y sometida a una 
fuerza F(t) = F 0 sen cot, como se muestra en la figura 5.48(a). Derive las ecuaciones de movimiento de 
la barra para desplazamientos pequeños, (b) Analice la naturaleza del acoplamiento en el sistema. 
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Figura 5.47 


Figura 5.48 


5.50 Un remolque de masa M, conectado a un muro por medio de un resorte de rigidez k y un amortiguador 
de coeficiente de amortiguamiento c, se desliza sobre una superficie libre de fricción, como se muestra 
en la figura 5.49. Una barra rígida, conectada por medio de un pasador al remolque, puede oscilar en 
torno al pivote O. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema sometido a las fuerzas aplicadas 
F(t) y M t (t) indicadas en la figura 5.49. 



Figura 5.49 
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5.51 Un remolque de masa M conectado a un muro por medio de un resorte de rigidez k ] puede moverse 
sobre una superficie horizontal libre de fricción, como se muestra en la figura 5.50. Un cilindro unifor¬ 
me de masa m, conectado a la pared del remolque por medio de un resorte de rigidez h,, puede rodar 
sobre el piso del remolque sin resbalarse. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema y analice la 
naturaleza del acoplamiento presente en el sistema. 

Sección 5.6 Análisis de vibración forzada 

5.52 Los pesos del mazo, marco, yunque (junto con la pieza de trabajo) y bloque de cimentación en una 
prensa de forja (figura 5.51) son 5000 Ib, 40000 Ib, 60000 Ib y 140000 Ib, respectivamente. 



Figura 5.50 



Figura 5.51 


Las rigideces de la base elástica colocada entre el yunque y el bloque de cimentación y el aislamiento 
colocado debajo de la cimentación (incluida la elasticidad del suelo) con 6 X 10 6 lb/pulg y 3 X 10 5 
lb/pulg, respectivamente. Si la velocidad del mazo antes de que golpee el yunque es de 15 pies/seg, 
encuentre (a) las frecuencias naturales del sistema, y (b) las magnitudes del desplazamiento del yunque 
y el bloque de cimentación. Considere el coeficiente de restitución como 0.5 y el amortiguamiento 
insignificante en el sistema. 
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5.53 Encuentre (a) las frecuencias naturales del sistema, y (b) las respuestas del yunque y del bloque de cimen¬ 
tación del martillo de forja de la figura 5.51 cuando el cronograma de la fuerza aplicada al yunque es 
como se muestra en la figura 5.52. Suponga los siguientes datos: 

Masa del yunque y el marco = 200 Mg 
Masa del bloque de cimentación = 250 Mg 
Rigidez de la base elástica 150 MN/m 
Rigidez del suelo = 75 MN/m 
F 0 = 10 5 N y T = 0.5 s 


m 



Figura 5.52 


5.54 Derive las ecuaciones de movimiento para la vibración libre del sistema que se muestra en la figura 
5.53. Suponiendo la solución como x¡(f) = C¡e es ', i — 1,2, exprese la ecuación característica en la forma 

a 0 s 4 + «i*? 3 + a 2 s 2 + a 2 s + a 4 = 0 

Analice la naturaleza de las posibles soluciones, x¡(í) y x 2 (t). 



'///////////////y 


Figura 5.53 













500 


Capítulo 5 Sistemas de dos grados de libertad 


5.55 Encuentre los desplazamientos x¡(t) y x 2 (t) en la figura 5.53 para m x = 1 kg, m 2 — 2 kg, k l — k^, = k 3 = 
10000 N/m, y c¡ = c 2 = c 3 = 2000 N-s/m utilizando las condiciones iniciales XjCO) = 0.2 m, x 2 (0) 
= 0.1 m, y i|(0) = x 2 (0) = 0. 

5.56 Una bomba centrífuga, que tiene un desbalance de me, está apoyada en una cimentación rígida de masa 
m 2 mediante resortes aisladores de rigidez k¡, como se muestra en la figura 5.54. Si la rigidez del suelo 
y el amortiguamiento son k 2 y c 2 , encuentre los desplazamientos de la bomba y la cimentación con los 
siguientes datos: mg = 0.5 Ib, e = 6 pulg, m¡g = 800 Ib, k x = 2000 lb/pulg, m 2 g = 2000 Ib, k 2 = 1 000 
lb/pulg, c 2 = 200 lb-s/pulg y velocidad de la bomba = 1200 rpm. 



(rigidez, k¿ 

amortiguamiento, c 2 ) Figura 5.54 


5.57 Un motor reciprocante de masa m l está montado sobre un viga doblemente empotrada de longitud /, 
ancho a, espesor t y módulo de Young F, como se muestra en la figura 5.55. Un sistema de resorte-masa 
( k 2 , m 2 ) está suspendido de la viga como se indica en la figura. Encuentre la relación entre m 2 y k 2 que 
conduzca a una vibración de estado no estable de la viga cuando se desarrolla una fuerza armónica F^f) 
= F 0 eos cot en el motor durante su operación. 3 

5.58 Encuentre la respuesta de estado estable del sistema que se muestra en la figura 5.24 por medio del mé¬ 
todo de impedancia mecánica, cuando la masa m¡ se somete a la fuerza F(r) = F 0 sen cot en la dirección 
de x^t). 

5.59 Encuentre la respuesta de estado estable del sistema que se muestra en la figura 5.24 cuando la base se 
somete a un desplazamiento y(t) = F 0 eos cot. 

5.60 La masa m¡ del sistema de dos grados de libertad que se muestra en la figura 5.24 se somete a una fuer¬ 
za F 0 eos cot. Suponiendo que el amortiguamiento producido por el aire circundante es equivalente a 
c = 200 N-s/m, encuentre la respuesta de estado estable de las dos masas. Considere = m 2 = 1 kg, 
k\ = k 2 = 500 N/m y co = 1 rad/s. 

5.61 Determine la vibración de estado estable del sistema que se muestra en la figura 5.5(a), suponiendo que 
c¡ = c 2 = c 3 = 0, F[(f) = F 10 eos cot y F 2 (f) = F, 0 eos cot. 

5.62 En el sistema de la figura 5.24, a la masa jmj la excita una fuerza armónica que tiene un valor máximo 
de 50 N y una frecuencia de 2 Hz. Encuentre la amplitud forzada de cada masa para = 10 kg, m 2 = 
5 kg, k { = 8 000 N/m y k 2 = 2 000 N/m. 


3 El sistema de resorte-masa (k 2 , m 2 ) agregado para que la amplitud de la primera masa sea cero se conoce como "absorbedor 
de vibración”. En la sección 8.11, se analizan en detalle los absorbedores de vibración. 
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F x (t) = F q eos (ot 



Figura 5.55 


5.63 Encuentre la respuesta de las dos masas de la estructura del edificio de dos pisos que se muestra en la 
figura 5.32 por el desplazamiento del suelo y(t) = 0.2 sen tt t m. Suponga que las rigideces equivalentes 
de las columnas inferior y superior son de 800 N/m y 600 N/m, respectivamente, y m¡ = m 2 = 50 kg. 

5.64 Encuentre la respuesta de vibración forzada del sistema que se muestra en la figura 5.15 cuando F x {t) 
es una fuerza escalonada de 5 N utilizando el método de la transformada de Laplace. Suponga que 
jqfO) = ijfO) = x 2 (0) = x 2 (0) = 0, m = 1 kg y k = 100 N/m. 


Sección 5.7 Sistemas semidefinidos 

5.65 Determine las ecuaciones de movimiento y las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la 
figura 5.56. 

5.66 Dos cilindros circulares idénticos de radio r y masa m cada uno están conectados por un resorte, como 
se muestra en la figura 5.57. Determine las frecuencias naturales de oscilación del sistema. 

5.67 Las ecuaciones diferenciales de movimiento para un sistema de dos grados de libertad están dadas por 

a¡x'i + b x x¡ + c\X 2 = 0 
a 2 x 2 + b 2 x x + c 2 x 2 = 0 

Derive la condición que deberá satisfacerse para que el sistema sea degenerado. 





m x 

Q , , O 


Figura 5.56 
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X00000 / 


m / \ m 



Figura 5.57 


5.68 Encuentre los desplazamientos angulares d { (t) y d 2 (t) del sistema que se muestra en la figura 5.58 para 
las condiciones iniciales 0¡(f = 0 ) = 0 X (O), d 2 (t — 0) = 6 2 ( 0 ) y 0, (t — 0) = d 2 (í = 0) = 0 . 



Figura 5.58 


5.69 Determine los modos normales del sistema que se muestra en la figura 5.9 para k n = 0. Demuestre 
que el sistema con k n = 0 se puede tratar como un sistema de un solo grado de libertad si se utiliza la 
coordenada a — d l — 0 2 . 

5.70 Una turbina está conectada a un generador eléctrico por medio de engranes, como se muestra en la 
figura 5.59. Los momentos de inercia de masa de la turbina, generador, engrane 1 y engrane 2 son, res¬ 
pectivamente, 3 000, 2000, 500 y 1000 kg-m 2 . Las flechas 1 y 2 son de acero con diámetros de 30 cm 
y 10 cm y longitudes de 2 cm y 1.0, respectivamente. Encuentre las frecuencias naturales del sistema. 

5.71 Un globo de aire caliente de masa m se utiliza para levantar una carga, Mg, por medio de 12 cuerdas 
elásticas equidistantes, cada una de rigidez k (vea la figura 5.60). Encuentre las frecuencias naturales de 
vibración del globo en la dirección vertical. Mencione las suposiciones hechas en su solución y analice 
su validez. 

5.72 Una turbina de momento de inercia de masa de 4 lb-pulg-seg 2 está conectada a un generador de momen¬ 
to de inercia de masa de lb-pulg-seg 2 por medio de una flecha de acero hueca de 1 pulg de diámetro in¬ 
terno, 2 pulg de diámetro externo y 15 pulg de longitud (semejante al sistema que se muestra en la figura 
5.17(c)). Si la turbina se detiene de repente mientras suministra 10 caballos de fuerza a una velocidad 
de 6000 rpm, el par de torsión transmitido se reduce a cero. Encuentre los desplazamientos angulares 
resultantes de la turbina y el generador. Suponga que el amortiguamiento es insignificante en el sistema. 



Engrane 2, 30 dientes 


Figura 5.59 
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Figura 5.60 


5.73 La figura 5.61 muestra un automóvil de 3 000 Ib acoplado a un remolque por medio de un enganche 
flexible con rigidez de 1000 lb/pulg. Suponiendo que tanto el automóvil como el remolque pueden mo¬ 
verse libremente en la carretera, determine las frecuencias naturales y las formas de modo de vibración 
del sistema. 

5.74 Encuentre la respuesta del sistema automóvil-remolque descrito en el problema 5.73 si los valores de 
desplazamiento y velocidad iniciales son 6 pulg y 0 pulg/seg para el automóvil y de —3 pulg y 0 pulg/ 
seg para el remolque. 



5.75 Dos poleas son propulsadas por una banda como se muestra en la figura 5.62. Si los radios de las poleas 
son r¡ y r 2 y sus momentos de inercia de masa son y J 2 , respectivamente, determine las frecuencias 
naturales del sistema de propulsión de las poleas. Suponga la rigidez de la banda en cada lado como 
k como se indica en la figura 5.62. 


Banda 



Figura 5.62 
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Sección 5.8 Autoexcitación y análisis de estabilidad 

5.76 Las vibraciones transitorias de la línea de transmisión desarrolladas durante la aplicación de un embra¬ 
gue cónico (de fricción) producen un ruido desagradable. Para reducir el ruido se conecta un volante 
con momento de inercia de masa J 2 a la línea de transmisión por medio de un resorte torsional k t2 y un 
amortiguador viscoso torsional c l2 , como se muestra en la figura 5.63. Si el momento de inercia de masa 
del embrague cónico es y la rigidez y constante de amortiguamiento de la línea de transmisión los 
proporcionan k ñ y c fl , respectivamente, derive las relaciones que deben satisfacerse para la operación 
estable del sistema. 



Figura 5.63 


5.77 Una barra rígida uniforme de masa m está conectada a la pared de un remolque por medio de un resorte 
de rigidez k (vea la figura 5.64). El remolque tiene una masa de 5 m y está conectado a un resorte de 
rigidez 2 k, y se mueve sobre una superficie libre de fricción. Derive las condiciones necesarias para la 
estabilidad del sistema. 



Figura 5.64 


5.78 Un sistema de dos grados de libertad se compone de las masas ra¡ y m 2 conectadas a un amortiguador y 
a un resorte como se muestra en la figura 5.65. Si la masa m l se somete a una fuerza proporcional a su 
velocidad, f^t) = ax^t), determine las condiciones para la estabilidad del sistema. 



Figura 5.65 
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Sección 5.9 Método de la función de transferencia 

5.79 Derive las ecuaciones diferenciales de movimiento de cuarto orden del sistema de dos grados de liber¬ 
tad de la figura 5.7 (a) en función de x^(t) o x 2 (t) por separado. 

Sugerencia: Tome las transformadas inversas de Laplace de las ecuaciones (5.56) y (5.57). 


5.80 a. Sugiera un método de resolver las ecuaciones diferenciales de cuarto orden derivadas en el problema 
5.79 (en función de X\(t) y x 2 (t)). 

b. ¿Cómo podemos aplicar las condiciones iniciales conocidas jqfO), x-,(0), ij(0) y i 2 (0) mientras se 
resuelve la ecuación diferencial de cuarto orden en función de X|(f)? 


5.81 Derive expresiones para la transformada de Laplace de X\(t) y x 2 (t) para el sistema que se muestra en la 
figura 5.5(a) para los siguientes datos: m l = 1, m 2 = 2, k, = 4, k 2 = 2, k 3 = 0, cq = 1, c 2 = 2, c 3 = 0, 
/i(í) = F 0 u(t ) = función escalonada, y/ 2 (í) = 0. Suponga las condiciones iniciales de X\(t) y x 2 (t) como 
cero. 


5.82 Derive expresiones para la transformada de Laplace de X|(f) y x 2 {t) para el sistema que se muestra en la 
figura 5.5(a) para los datos siguientes: m x = 1, m 2 = 2 ,k 1 = 4, k 2 = 2, k 3 = 0, <q = 1 ,c 2 — 2, c 3 = 0, 
/j(í) = 0,/ 2 (0 = F 0 u(t) = función escalonada. Suponga las condiciones iniciales de x¡(l) y x 2 (f) como 
cero. 

Sección 5.10 Soluciones obtenidas aplicando la transformada de Laplace 

5.83 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de la figura 5.5(a) siguiendo el método de la trans¬ 
formada de Laplace para los datos siguientes: ;n¡ = 2 ,m 2 = 4, k l = 8 ,k 2 = 4, k 3 = 0, cq = 0, c 2 = 0, c 3 = 0. 
Suponga las condiciones iniciales como jq(0) = 1, x-,(0) = 0, xq(0) = i->(0) = 0. Trace las respuestas 
* 1 0) y x 2 (t). 

5.84 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de la figura 5.5(a) siguiendo el método de la 
transformada de Laplace para los datos siguientes: m¡ = 2, m 2 = 4, k¡ = 8, k 2 — 4 , fc 3 = 0, cq = 0, 
c 2 = 2, c 3 = 0. Suponga las condiciones iniciales como Vj(0) = 1, x 2 (0) = 0, i^O) = i 7 (0) = 0. Trace 
las respuestas jqfí) y x 2 {t). 

5.85 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de la figura 5.5(a) siguiendo el método de la trans¬ 
formada de Laplace para los datos siguientes: m¡ = 2, m 2 = 8 ,k 1 = 8, k 2 = 4, fe 3 = 0, C\ = 0, c 2 = 0, 
c 3 = 0. Suponga las condiciones iniciales como jqfO) = 1, x 2 (0) = 0, y i 3 (0) = i 2 (0) = 0. Trace las 
respuestas jc¡(í) y x 2 (t). 

5.86 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de la figura 5.5(a) con el método de la transforma¬ 
da de Laplace con los datos siguientes: m¡ = 2, m 2 = 8 ,k í = 8, k 2 = 4, k 3 = 0, cq = 0, c 2 = 0, c 3 = 0. 
Suponga las condiciones iniciales como ^(0) = 1, x 2 (0) = 0, iqfO) = i 9 (0) = 0. Trace las respuestas 
*i(0 y x 2 (t). 

5.87 Encuentre la respuesta del sistema que se muestra en la figura 5.66 con m¡ = 2, m 2 = 1, Aq = 40 
y k 2 = 20 para las siguientes condiciones iniciales por medio de la transformada de Laplace: 


i. ^(0) = 0.05, x 2 (0) = 0.10, Í!(0) = 0,x 2 (0) = 0 

ii. x,(0) = 0.10, x 2 (0) = -0.05, i^O) = 0, x 2 (0) = 0 
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Figura 5.66 


Sección 5.11 Soluciones obtenidas utilizando funciones de transferencia de frecuencia 


5.88 Encuentre la respuesta de estado estable del sistema considerado en el ejemplo 5.13 suponiendo p-¡(l) y 
p 2 (f) = P 0 sen wt y pasando por alto el amortiguamiento. 

5.89 Encuentre la respuesta de estado estable del sistema considerado en el ejemplo 5.13 suponiendo que 
Pi(r) = P ol sen wt e y p 2 (f) = P 02 sen wt y pasando por alto el amortiguamiento. 


Sección 5.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


5.90 Encuentre la respuesta del sistema que se muestra en la figura 5.5(a) por medio de un procedimiento nu¬ 
mérico cuando k l = k, k 2 = 2 k, k 3 — k, m l = 2 m, m 2 = m, F 2 (f) = 0, y F¡(r) es un pulso rectangular de 
500 N de magnitud y 0.5 seg de duración. Suponga que m = 10 kg, cq = c 2 = c 3 — 0, y k = 2000 N/m 
y condiciones iniciales cero. 

5.91 (a) Determine las raíces de la ecuación de frecuencia del sistema que se muestra en la figura 5.5 con 
los siguientes datos: m i — m 2 = 0.2 lb-s 2 /pulg, k¡ = k-, = 18 lb/pulg, k 3 = 0, c 1 — c 2 = c 3 = 0. (b) Si 
las condiciones iniciales son jq(0) = x 2 (0) = 2 pulg, x ,(0) = i 2 (0) = 0, determine los desplazamientos 
jq(t) y x 2 (t) de las masas. 

5.92 Escriba un programa de computadora para hallar la respuesta de estado estable de un sistema de dos gra¬ 
dos de libertad sometido a la excitación armónica Fj(t) = Fj ü e iú>t y j = 1,2 por medio de las ecuaciones 
(5.29) y (5.35). Use este programa para determinar la respuesta de un sistema con m n = m 22 = 0.1 lb-s 2 / 
pulg, W| 2 = 0, c u = 1.0 lb-s/pulg, c l2 = c 22 = 0, k n =40 lb/pulg, k 22 = —20 lb/pulg, k l2 = 20 lb/pulg, 
Fj 0 = 1 Ib, F 20 — 2 Ib y w = 5 rad/s. 

5.93 Encuentre y trace las respuestas de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 5.24 para los 
siguientes datos: k x = 1000 N/m, k 2 = 500 N/m, m l = 2 kg, m 2 = 1 kg, .iqíO) = l,x 2 (0) = 0, i 2 (0) = 0. 


5.94 Encuentre y trace las respuestas de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 5.24 para los 
siguientes datos: k Y — 1000 N/m, k 2 = 500 N/m, m 1 = 2 kg, m 2 = 1 kg, .xq/O) = 1, .*-,(0) = 2, i^O) = 
1, i 2 (0) = -2. 


5.95 Resuelva el siguiente problema de valor eigen utilizando MATLAB: 


25 X 10 6 -5 X 10 6 f jcj 1 
-5 X 10 6 5 X 10 6 \jc 2 J 


10000 0 í 1 

0 500 oJ\x 2 J 


5.96 Encuentre y trace la respuesta del siguiente sistema de dos grados de libertad utilizando MATLAB: 
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Las condiciones iniciales son jtj(O) = 1, i x (0) = 0, x 2 (0) = — 1 y i 2 (0) = 0. 

5.97 Resuelva el problema 5.90 utilizando MATLAB. Use la función stepfun de MATLAB para el pulso 
rectangular. 

5.98 Resuelva el problema 5.91(a) utilizando MATLAB. 

5.99 Resuelva el problema 5.92 utilizando MATLAB. Trace las respuestas de estado estable de las masas 
m n ym 22 . 

5.100 Utilizando MATLAB, encuentre las raíces de la ecuación x 4 — 32x 3 + 244x 3 — 20x — 1200 = 0. 


Proyectos de diseño 

5.101 Se utiliza una polea cónica escalonada con propulsión de banda (figura 5.67) para cambiar las velocida¬ 
des de corte en un tomo. La velocidad de la flecha motriz es de 350 rpm y las velocidades de la flecha de 
salida son 150, 250, 450 y 750 rpm. Los diámetros de las poleas propulsora y propulsada, corres¬ 
pondientes a una velocidad de salida de 150 rpm es de 250 mm y 1000 mm, respectivamente. La 
distancia centro a centro entre las flechas es de 5 m. Los momentos de inercia de masa de los conos 
escalonados propulsor y propulsado son de 0.2 kg-m 2 , respectivamente. Encuentre el área de sección 
transversal de la banda para evitar resonancia a cualquiera de las velocidades de entrada/salida del 
sistema. Suponga el módulo de Young del material de la banda como 10 10 N/m 2 . 



Figura 5.67 


5.102 Las masas del mazo, marco (junto con el yunque y la pieza de trabajo) y el bloque de concreto en la 
prensa de forja que se muestran en la figura 5.51 son de 1000 kg, 5 000 kg y 25 000 kg, respectivamente. 
El mazo cae sobre la pieza de trabajo desde una altura de 2 m. Diseñe resortes adecuados k¡ y k 2 para las 
siguientes condiciones: (a) El impacto es no elástico, es decir, el mazo no rebota después de golpear la 
pieza de trabajo, (b) Las frecuencias naturales de vibración de la prensa de forja no deben ser mayores 
que 5 Hz. (c) Los esfuerzos en los resortes deben ser menores que el esfuerzo de cedencia del material 
con un factor de seguridad de al menos 1.5. Suponga que la elasticidad del suelo es insignificante. 

























































CAPITULO 6 


Sistemas de varios grados de libertad 



Matemático italiano de origen francés, famoso por su trabajo sobre mecánica teórica. 
Fue nombrado profesor de matemáticas en 1955 en la Escuela de Artillería de Turín. Su 
obra maestra Mécanique analytique contiene lo que hoy se conoce como “ecuaciones 
de Lagrange”, las cuales son muy útiles en el estudio de las vibraciones. Su trabajo 
sobre elasticidad y resistencia de materiales, donde consideró la resistencia y deflexión 
de los puntales, es menos conocido. (Cortesía de Dirk J. Struik, A Concise History of 
Mathematics, 2a. ed., Dover Publications, Nueva York, 1948). 


Joseph Louls Lagrange 

(1735-1813) 
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Objetivos de aprendizaje 509 


El tema de este capítulo son los sistemas de varios grados de libertad. El modelado de sistemas 
continuos se presenta como sistemas de varios grados de libertad y se derivan las ecuaciones de un 
sistema general de n grados de libertad por medio de la segunda ley del movimiento de Newton. 
Debido a que la solución de las ecuaciones de movimiento en forma escalar implica manejos al¬ 
gebraicos complicados, utilizamos la representación matricial para sistemas de varios grados de 
libertad. Al expresar el sistema acoplado de n ecuaciones en forma matricial, se identifican las 
matrices de masa, amortiguamiento y rigidez. También se presenta la derivación de ecuaciones por 
medio de coeficientes de influencia. La rigidez, la flexibilidad y los coeficientes de influencia iner- 
cial se presentan a partir de los primeros principios. Se inicia el estudio de las expresiones para las 
energías potencial y cinética y su uso al derivar las ecuaciones de movimiento basado en ecuaciones 
de Lagrange. Asimismo, se presentan los conceptos generalizados de coordenadas generalizadas y 
fuerzas generalizadas. Después de expresar las ecuaciones de vibración libre en forma matricial, se 
deriva el problema de valor eigen en forma matricial. Se describe la solución del problema eigen 
por medio de la solución de la ecuación característica (polinomial) para determinar las frecuencias 
naturales y formas de modo (o modos normales) del sistema. Se introducen los conceptos de orto- 
gonalidad de modos normales, matriz modal y ortonormalización de las matrices de masa y rigidez. 
También se presentan el teorema de expansión y los sistemas no restringidos o semidefinidos. Se 
considera la vibración libre de sistemas no amortiguados por medio de vectores nodales y la vibra¬ 
ción forzada de sistemas no amortiguados por medio de análisis modal junto con ejemplos ilustrati¬ 
vos. Se analizan las ecuaciones de movimiento para la vibración forzada de sistemas viscosamente 
amortiguados mediante la introducción de la función de disipación de Rayleigh. Se desacoplan las 
ecuaciones de movimiento para sistemas proporcionalmente amortiguados y se describe la solución 
de cada una de las ecuaciones desacopladas aplicando la integral de Duhamel. Punto importante es 
la autoexcitación y el análisis de estabilidad de sistemas de varios grados de libertad siguiendo el 
criterio de Routh-Hurwitz. Por último, se presentan las soluciones obtenidas utilizando MATLAB 
para la vibración libre y forzada de sistemas de varios grados de libertad. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Formular las ecuaciones de movimiento de sistemas de varios grados de libertad mediante la 
segunda ley de Newton, coeficientes de influencia o ecuaciones de Lagrange. 

• Expresar la ecuación de movimiento en forma matricial. 

• Encontrar las frecuencias naturales de vibración y los vectores modales con la solución del 
problema de valor eigen. 

• Determinar la respuesta de vibración libre y forzada de sistemas no amortiguados mediante el 
análisis modal. 

• Utilizar amortiguamiento proporcional para hallar la respuesta de sistemas amortiguados. 

• Analizar las características de estabilidad de sistemas de varios grados de libertad con el crite¬ 
rio de Routh-Hurwitz. 

• Resolver problemas de vibración libre y forzada utilizando MATLAB. 

Como se mencionó en el capítulo 1, la mayoría de los sistemas de ingeniería son continuos y tie- 
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6.1 introducción 


nen una infinidad de grados de libertad. El análisis de vibración de sistemas continuos requiere la 
solución de ecuaciones diferenciales parciales, la cual es bastante difícil. Para muchas ecuaciones 
diferenciales parciales, de hecho, no existen soluciones analíticas. Por otra parte, el análisis de un 
sistema de varios grados de libertad, requiere la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, la cual es relativamente simple. Por consiguiente, por sencillez del análisis, a menudo 
los sistemas continuos se representan como sistemas de varios grados de libertad. 

Todos los conceptos presentados en el capítulo anterior se pueden extender directamente al 
caso de sistemas de varios grados de libertad. Por ejemplo, hay una ecuación de movimiento por 
cada grado de libertad; si se utilizan coordenadas generalizadas, hay una coordenada generaliza¬ 
da por cada grado de libertad. Las ecuaciones de movimiento se obtienen por la segunda ley del 
movimiento de Newton o aplicando los coeficientes de influencia definidos en la sección 6.4. Sin 
embargo, con frecuencia es más conveniente derivar las ecuaciones de movimiento de un sistema 
de varios grados de libertad por medio de ecuaciones de Lagrange. 

Hay n frecuencias naturales, cada una asociada con su propia forma de modo, para un sistema 
de n grados de libertad. El método de determinar las frecuencias naturales con la ecuación caracte¬ 
rística obtenida igualando el determinante a cero también se aplica a estos sistemas. Sin embargo, 
a medida que crece la cantidad de grados de libertad, la solución de la ecuación característica se 
hace más compleja. Las formas de modo presentan una propiedad conocida como ortogonalidad , 
la cual puede utilizarse para solucionar problemas de vibración forzada no amortiguada con un 
procedimiento conocido como análisis modal. La solución de problemas de vibración forzada aso¬ 
ciados con sistemas viscosamente amortiguados también se determina de manera conveniente con 
un concepto llamado amortiguamiento proporcional. 

Se pueden usar diferentes métodos para representar un sistema continuo como un sistema de varios 


6.2 Modelado de sistemas continuos 

como sistemas de varios grados de libertad 


grados de libertad. Un método sencillo implica reemplazar la masa distribuida o inercia del sistema 
por un número finito de masas concentradas o cuerpos rígidos. Se supone que las masas concen¬ 
tradas están conectadas por miembros amortiguadores elásticos sin masa. Se utilizan coordenadas 
lineales (o angulares) para describir el movimiento de las masas concentradas (o cuerpos rígidos). 
Tales modelos se conocen como sistemas de parámetro concentrado o de masa concentrada o de 
masa discreta. El mínimo de coordenadas necesario para describir el movimiento de las masas 
concentradas y cuerpos rígidos define la cantidad de grados de libertad del sistema. Naturalmente, 
cuanto mayor sea la cantidad de masas concentradas utilizadas en el modelo, mayor será la preci¬ 
sión del análisis resultante. 

Algunos problemas indican automáticamente el tipo de modelo de parámetro concentrado que 
se va a utilizar. Por ejemplo, el edificio de tres pisos que se muestra en la figura 6.1 (a) sugiere al 
instante el uso de un modelo de tres masas concentradas, como se indica en la figura 6.1 (b). En este 
modelo, se supone que la inercia del sistema está concentrada como tres masas puntuales situadas 
en los pisos, y las elasticidades de las columnas son reemplazadas por los resortes. Asimismo, la 
máquina de perforación radial que se muestra en la figura 6.2(a) se puede modelar con cuatro masas 
concentradas y cuatro elementos elásticos (vigas elásticas), como se muestra en la figura 6.2(b). 




6.3 Uso de la segunda ley de Newton para derivar ecuaciones de movimiento 
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Figura 6.2 Máquina de perforación radial. (Fotografía cortesía de South Bend Lathe Corp.). 


Otro método popular de representar un sistema continuo como un sistema de varios grados de 
libertad implica reemplazar la geometría del sistema por una gran cantidad de elementos pequeños. 
Suponiendo una solución simple dentro de cada elemento, se utilizan los principios de compatibi¬ 
lidad y equilibrio para determinar una solución aproximada para el sistema original. (Este método, 
conocido como método del elemento finito, puede revisarlo con detalle en el capítulo 12, en el sitio 
web de este libro). 


6.3 Uso de la segunda ley de Newton para derivar 
ecuaciones de movimiento 


Se puede adoptar el siguiente procedimiento para derivar las ecuaciones de movimiento de un sis¬ 
tema de varios grados de libertad aplicando la segunda ley del movimiento de Newton: 

1. Establezca coordenadas adecuadas para describir las posiciones de las varias masas puntuales y 
cuerpos rígidos en el sistema. Suponga direcciones positivas adecuadas para los desplazamien¬ 
tos, velocidades y aceleraciones de las masas y cuerpos rígidos. 
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Ejemplo 6.1 


2. Determine la configuración de equilibrio estático del sistema y mida los desplazamientos de las 
masas y cuerpos rígidos con respecto a sus posiciones de equilibrio estático respectivas. 

3. Trace el diagrama de cuerpo libre de cada masa o cuerpo rígido. Indique las fuerzas de resorte, 
amortiguamiento y externas que actúan en cada masa o cuerpo rígido cuando se imparte un 
desplazamiento y velocidad positivos a dicha masa o cuerpo rígido. 

4. Aplique la segunda ley del movimiento de Newton a cada masa o cuerpo rígido que muestra el 
diagrama de frecuencia de cuerpo como sigue 

^ F ij (P ara masa m ¡) (6.1) 

j 


O 


J¡0i = 2 M¡j (par-a cuerpo rígido de inercia J¿) (6.2) 

i 

donde Fy indica la suma de todas las fuerzas que actúan en la masa m¡ y 2/ My indica la suma 
de momentos de todas las fuerzas (con respecto a un eje adecuado) que actúan en el cuerpo 
rígido del momento de inercia de masa J¡. 

El procedimiento se ilustra en los ejemplos siguientes. 


Ecuaciones de movimiento de un sistema de resorte-masa 


Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de resorte-masa-amortiguador que se muestra en la figura 
6.3(a). 

Solución: 

Método: Trace diagramas de cuerpo libre de las masas y aplique las segunda ley del movimiento de Newton. 
Las coordenadas que describen las posiciones de las masas, xff), se miden desde sus respectivas posiciones de 
equilibrio estático, como se indica en la figura 6.3(a). El diagrama de cuerpo libre de una masa interior típica 
m¡ se muestra en la figura 6.3(b) junto con las direcciones positivas supuestas para su desplazamiento, veloci¬ 
dad y aceleración. La aplicación de la segunda ley del movimiento de Newton a la masa m¡ resulta 

nii'xi = -ki(x¡ - x¡-i) + k i+l (x i+ i - x¡) - c¡(xí - x¡-\) 

+ c;+i (L,+i — x¡) + F¡\ i = 2, 3, . .., n — 1 

o 

m¡Xi - c¡x¡-i + (c ; + c¡+ i)i¡ - Cj+iij +1 - kjX ¡-1 

+ (k, + kj + i)x¡ - k i+1 x¡+i = F¡; i = 2, 3, ..., n - 1 (E.l) 

Las ecuaciones de movimiento de las masas m¡ y m n se derivan de la ecuación (E.l) al establecer que i = 1 
junto con x 0 = 0 e i = n junto con x n+1 = 0, respectivamente: 


m{i\ + (cq + C2)x l — c 2 x 2 + (k¡ + k 2 ) x¡ — k 2 x 2 = Fj (E.2) 


m ttXn c n x n — I “f ( ( 'n “f <: n + ] )X n k n X n — \ + (k ti + k n +1 )X f! F n 


(E.3) 
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h, w k w 


k¡ F j(.t ) k k + 

] ___w 


|-Wi- i-W-i -hWi— 

mt ra 2 -n wi. 


uW-i-hWl-hWl— 

m l “n rn 2 “Ti rn i “TI ~T\ m i nin 

HU-—- 


hwh 


Punto 1 


I vi C2 \x 2 c¡ \x¡ i c i \X¡ c " i c 

J > Punto 2 t > Punto ; » > •—► Punto j #—► Punto n » * 


(a) 


■m 


H x i - x i -1)- 
Ci(x¡ - x¡ _ 0 - 


- k¡ + 1 (x i+1 - x¡) 

- Ci + lUi+l - X¡) 


(b) 


Figura 6.3 Sistema de resorte-masa-amortiguador. 


Notas: 

1. Las ecuaciones de movimiento, (E. 1) a (E.3), del ejemplo 6.1 se expresan en forma matricial como 

[m]x + [c]x + \k\x = F (6.3) 

donde [m], [c] y [L] son las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez, respectivamente, y se expresan 
como sigue 


[m] = 


m i 
0 
0 


0 0 
m 2 0 

0 m 3 


0 0 
0 0 
0 0 


(6.4) 


0 0 0 ■■■ 0 m n 


(ci + c 2 ) 

~c 2 

0 

... o 

0 

c 2 

(c 2 + c 3 ) 

-c 3 

... o 

0 

0 

-c 3 

(c 3 + c 4 ) 

... o 

0 

0 

0 

0 

c n 

(Cn Cn+l) _ 

(k¡ + k 2 ) 


0 

... o 

0 

- k 2 

{k 2 + k 3 ) 

-k 3 

... o 

0 

0 

- k 3 

(k 3 + fc 4 ) 

... 0 

0 

0 

0 

0 

— k n 

( k u ^n+i)_ 


yx,x,x,yF son los vectores de desplazamiento, velocidad, aceleración y fuerza, dados por 
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II 
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, x n{t) , 

X\ (t)' 
*2 (0 

-V*- 

II 

tfe. 

,X„(t), 

’m' 

Ht) 

> 


/x„( t). 




2. Para un sistema no amortiguado (con todas las c¡ = 0, i = 1, 2,..., n +1), las ecuaciones de movimiento se 
reducen a 


[m]x + [kjx = F (6.8) 

3. El sistema de resorte-masa-amortiguador arriba considerado es un caso particular de un sistema de resorte- 
masa-amortiguador de n grados de libertad. En su forma más general, las matrices de masa, amortigua¬ 
miento y rigidez se escriben como 


[m] 


m n m 1 2 m 13 
'« 12 «22 '«23 


m 1 „ 

«2« 


(6.9) 


_ m ln m 2n m 3 n 


c \\ c \2 c \3 
c \2 c 22 c 22 > 


C\n 
^2 n 


( 6 . 10 ) 


_C\n ^2 n (-3n 


C 


nn_ 


y 


k\\ 

k\2 

¿13 

k\n 

k\2 

k-22 

k-23 

^2 n 


w = 


( 6 . 11 ) 


_k\ n k-2n ^3 n 


k 


nn_ 


Como se estableció en la sección 5.5, si la matriz de masa no es diagonal, se dice que el sistema debe con¬ 
tar con acoplamiento de amortiguamiento o velocidad. Finalmente, si la matriz de rigidez no es diagonal, 
se dice que el sistema debe tener acoplamiento elástico o estático. El acoplamiento tanto de masa como de 
amortiguamiento también se conoce como acoplamiento dinámico. 
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Ejemplo 6.2 


4. Se ve que las ecuaciones diferenciales del sistema de resorte-masa considerado en el ejemplo 6.1 (figura 
6.3(a)) están acopladas; cada ecuación implica más de una coordenada. Esto significa que las ecuaciones 
no se pueden resolver de manera individual una a la vez, sólo pueden resolverse simultáneamente. Ade¬ 
más, se ve que el sistema está estáticamente acoplado, puesto que sus rigideces están acopladas, es decir, 
la matriz de rigidez tiene al menos un término diagonal fuera de la diagonal. Por otra parte, si la matriz de 
masa tiene al menos un término no cero fuera de la diagonal, se dice que el sistema está dinámicamente 
acoplado. Además, si las matrices tanto de rigidez como de masa tienen términos no cero fuera de la dia¬ 
gonal, se dice que el sistema está tanto estática como dinámicamente acoplado. 


Ecuaciones de movimiento de un sistema de remolque 
y péndulo compuesto 


Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de remolque y péndulo compuesto que se muestra en la 
figura 6.4(a). 

Solución: 

Método: Trace los diagramas de cuerpo libre y aplique la segunda ley del movimiento de Newton. 

Las coordenadas x(t) y 6(1) se utilizan para describir, respectivamente, el desplazamiento lineal del remol¬ 
que y el desplazamiento angular del péndulo compuesto desde sus correspondientes posiciones de equilibrio 
estático. Cuando se suponen valores positivos para los desplazamientos x(t) y 6(t), velocidad x(t) y 6(t), así 
como las aceleraciones x(t) y 6(t ), las fuerzas externas que actúan en el remolque serán la fuerza aplicada 
F(t ), las fuerzas de resorte k x x y k 2 x y las fuerzas de amortiguamiento c¡x y c 2 x, como se muestra en la figura 
6.4(b). Las fuerzas externas que actúan en el péndulo compuesto serán el par de torsión aplicado M^t) y la 
fuerza de la gravedad mg, como se muestra en la figura 6.4(b). Las fuerzas de inercia que actúan en el remol¬ 
que y el péndulo compuesto se indican por medio de las líneas de rayas en la figura 6.4(b). Observe que el 
movimiento rotacional del péndulo compuesto alrededor del punto O conectado a la bisagra induce una fuerza 
radialmente dirigida hacia adentro (hacia O) m 2 d~ y una fuerza normal (perpendicular a OC) m 2 6 como se 
muestra en la figura 6.4(b). La aplicación de la segunda ley de Newton para el movimiento de traslación en la 
dirección horizontal resulta 


/■• / ■, 

Mx + mx + m — 6 eos 6 — m — 6 sen 6 = 

2 2 


— k\X — k 2 x — C[i — c 2 x + F(t) 


(E.l) 


Asimismo, la aplicación de la segunda ley de Newton para movimiento de rotación alrededor de O produce 

(E.2) 


2 2 


12 


l-\l I l 2 V- , ... I , J 

m-6 - + m— id + (mx)-cos 6 = ~ (mg)- sen 6 + M,(t) 


Notas: 

1. Se ve que las ecuaciones de movimiento, ecuaciones (E.l) y (E.2) son no lineales por la presencia de los 
términos que implican sen 6, eos 6, y (O) 2 sen d. 

2. Las ecuaciones (E.l) y (E.2) se pueden linealizar si se supone que el término que implica (d) 2 sen 6 es 
insignificantemente pequeño y que los desplazamientos son pequeños de modo que eos 0 ~ 1 y sen 6 ~ 6. 
Las ecuaciones linealizadas se derivan como 


(M + m)’x + 



6 + (k¡ + k 2 ) x 


+ (cq + c 2 )x = F(t) 


(E.3) 
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Péndulo compuesto, 



/j—► + x, x , x, F(t) 



k 2 x 

c 2 x 


Figura 6.4 Sistema de péndulo compuesto y remolque. 


ml\.. / mi 2 V' / m £l i 

T * + T 8 + — I" ' 


(E.4) 


6.4 Coeficientes de influencia 


Las ecuaciones de movimiento de un sistema de varios grados de libertad también se pueden escri¬ 
bir en función de coeficientes de influencia, los cuales se utilizan extensamente en ingeniería es¬ 
tructural. Básicamente, se puede asociar un conjunto de coeficientes de influencia con cada una de 
las matrices implicadas en las ecuaciones de movimiento. Los coeficientes de influencia asociados 
con las matrices de rigidez y masa, se conocen, respectivamente, como coeficientes de influencia 
de rigidez e inercia. En algunos casos, es más conveniente reescribir las ecuaciones de movimiento 
utilizando la inversa de la matriz de rigidez (conocida como matriz de flexibilidad) o la inversa de 
la matriz de masa. Los coeficientes de influencia correspondientes a la matriz de rigidez inversa se 
conocen como coeficientes de influencia de flexibilidad y los correspondientes a la matriz de masa 
inversa se conocen como coeficientes de inercia inversos. 
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Coeficientes 
de influencia 
de rigidez 


En un resorte lineal simple, la fuerza necesaria para producir un alargamiento unitario se conoce 
como rigidez del resorte. En sistemas más complejos podemos expresar la relación entre el des¬ 
plazamiento en un punto y las fuerzas que actúan en varios otros puntos del sistema por medio de 
coeficientes de influencia de rigidez. El coeficiente de influencia de rigidez, denotado como k¡j, 
se define como la fuerza en el punto i a consecuencia de un desplazamiento unitario en el punto j 
cuando todos los puntos aparte del punto j están fijos. Utilizando esta definición, para el sistema de 
resorte-masa que se muestra en la figura 6.5, la fuerza total en el punto i, F¡, se determina sumando 
las fuerzas producidas por todos los desplazamientos Xj(j = 1, 2,..., n) como 

n 

F¡ = ^kijXj, i = 1,2, ...,n (6.12) 

j =i 

La ecuación (6.12) se puede expresar en forma matricial como 


F = [k]x (6.13) 

donde x y F son los vectores de desplazamiento y fuerza definidos en la ecuación (6.7) y [A:] es la 
matriz de rigidez dada por 



k n 

k\2 

k\n 


[*] = 

^21 

k-22 

^2n 

(6.14) 


^ n\ 

kn2 

■ h 

^nn _ 



Son de hacerse notar los siguientes aspectos de los coeficientes de influencia de rigidez: 

1. Dado que la fuerza requerida en el punto i para producir una deflexión unitaria en el punto j y 
una deflexión cero en todos los demás puntos es la misma que la fuerza requerida en el punto 
j para producir una deflexión unitaria en el punto i y una deflexión cero en todos los demás 
puntos (teorema de reciprocidad de Maxwell, [6.1]), tenemos k¡j = kj¡. 

2. Los coeficientes de influencia de rigidez se pueden calcular aplicando los principios de estática 
y mecánica de sólidos. 


F(t) F 2 {1) F¡( t) _ Fj(t) F n (t) 




^2 


k¡ 




k i 


kn 


k n +i 

w 

mi 

W 

m 2 

w 

m¡ 

W 


w 

rrij 

W 

m n 

W 


Punto 1 



Punto 2 



Punto í 




Punto j 



Punto n 



(a) 


-m 


H x i - x i- 1) 






rrt, 



■ k i + ] ( x t +\ x¡) 


(b) 


Figura 6.5 Sistema de resorte-masa de varios grados de libertad. 
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Ejemplo 6.3 


3. Los coeficientes de influencia de rigidez para sistemas torsionales se pueden definir en función 
del desplazamiento angular unitario y el par de torsión que produce el desplazamiento angular. 
Por ejemplo, un sistema torsional de varios rotores, k¡j se puede definir como el par de torsión 
en el punto i (rotor i) debido a un desplazamiento angular unitario en el punto j y un desplaza¬ 
miento angular cero en todos los demás puntos. 

Los coeficientes de influencia de rigidez de un sistema de varios grados de libertad se pueden de¬ 
terminar como sigue: 

1. Suponga un valor de uno para el desplazamiento Xj (j = 1 para comenzar) y un valor de cero 
para todos los demás desplazamientos x¡, x 2 , ..., x ; _ h x ¡ + -¡,..., x n . Por definición, el conjunto de 
fuerzas k¿¡ (i = 1, 2,..., n ) mantendrá el sistema en la configuración supuesta (x¡ = 1, jq = x 2 = 
■■■ = Xj-i = Xj +1 ■■■ = x n = 0). Entonces las ecuaciones de equilibrio estático se escriben para 
cada masa y el conjunto de n ecuaciones resultante se resuelve para hallar los n coeficientes de 
influencia, k¡j (i =1,2, ..., n). 

2. Después de completar el paso 1 para j = 1, el procedimiento se repite con j = 2, 3,..., n. 

Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento. 


Coeficientes de influencia de rigidez 


Encuentre los coeficientes de influencia de rigidez del sistema que se muestra en la figura 6.6(a). 

Solución: 

Método: Use la definición de k¡: y las ecuaciones de equilibrio estático. 

Sean jq, x 2 y x 3 los desplazamientos de las masas m¡, m 2 y m 3 , respectivamente. Los coeficientes de in¬ 
fluencia de rigidez k¡j del sistema se pueden determinar en función de las rigideces de resorte k 3 , k 2 y k 3 como 
sigue. Primero, hacemos el desplazamiento de igual a uno (jq = 1) y los desplazamientos de m 2 y m 3 igua¬ 
les a cero (x 2 = x 3 = 0), como se muestra en la figura 6.6(b). Se supone que el conjunto de fuerzas k n (i = 1, 
2, 3) mantiene el sistema en esta configuración. Los diagramas de cuerpo libre de las masas correspondientes 
a la configuración de la figura 6.6(b) se indican en la figura 6.6(c). El equilibrio de fuerzas para las masas m¡, 


m 2 y m 3 en la dirección horizontal produce 

Masamp /q = — k 2 + k ¡i (E.l) 

Masa/7í2: k 2 \ = — k 2 (E.2) 

Masam 3 : k 3 \ = 0 (E.3) 

La solución de las ecuaciones (E.l) a (E.3) da por resultado 

k n = h + k 2 , k 2l = ~k 2 , k 31 = 0 (E.4) 

A continuación, los desplazamientos de las masas se consideran como x¡ = 0, x 2 = 1 y x 3 = 0, como se 


muestra en la figura 6.6(d). Puesto que se supone que las fuerzas k i2 (i = 1, 2, 3) mantienen el sistema en esta 
configuración, los diagramas de cuerpo libre de las masas se desarrollan como se indica en la figura 6.6(e). Las 
ecuaciones de equilibrio de fuerzas de las masas son: 


Masamp k l2 + k 2 = 0 

(E.5) 

Masam 2 : k 22 — k 3 = k 2 

(E.6) 

Masa/« 3 : k 32 = — k 3 

(E.7) 
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Figura 6.6 Determinación de los coeficientes de influencia 
de rigidez. 


La solución de las ecuaciones (E.5 ) a (E.7) produce 

k\2 = ~ k 2, k 22 = k 2 + k 3, k 32 = “ k 3 


(E.8) 
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Por último, se supone que el conjunto de fuerzas ¿ í3 (i = 1, 2, 3) mantiene el sistema con ,v¡ = 0, x 2 — 0 y 
x 3 = 1 (figura 6 . 6 (f)). Los diagramas de cuerpo libre en esta configuración se muestran en la figura 6 . 6 (g) 
y las ecuaciones de equilibrio de fuerzas conducen a 


Masa mi: ¿13 = 0 (E.9) 

Masam2: ¿23 + ¿3 = 0 (E.10) 

Masam 3 : ¿33 = ¿3 (E.ll) 

La solución de las ecuaciones (E.9) a (E.l 1) produce 

¿13 = 0, ¿23 = — ¿ 3 > ¿33 = ¿3 (E.12) 

Por lo tanto, la matriz de rigidez del sistema es 

(¿1 + ¿ 2 ) ~ ¿2 0 

t¿] = ¿2 (¿2 + ^ 3 ) -¿3 (E.13) 

_ 0 ¿3 ¿3 


Ejemplo 6.4 


Matriz de rigidez de un marco 


Determine la matriz de rigidez del marco que se muestra en la figura 6.7(a). Ignore el efecto de la rigidez axial 
de los miembros AB y BC. 


Solución: Dado que los segmentos AB y BC del marco se pueden considerar como vigas, se pueden utilizar las 
fórmulas de deflexión de vigas para generar la matriz de rigidez del marco. Las fuerzas necesarias para produ¬ 
cir un desplazamiento a lo largo de una coordenada al mismo tiempo que se mantienen desplazamientos cero 
a lo largo de otras coordenadas de una viga se indican en la figura 6.7(b), [6.1, 6 . 8 ]. En la figura 6.7 (a), los 
extremos Ay C están fijos y por consiguiente la junta B tendrá tres posibles desplazamientos: x, y, y 9 como se 
indica. Las fuerzas necesarias para mantener un desplazamiento unitario a lo largo de la dirección x y despla¬ 
zamiento cero a lo largo de las direcciones y y 9 en la junta B están dadas por (de acuerdo con la figura 6.7(b)) 


12 El \ _ 3 El_ 

l 3 Jbc 2 l y 


F y = 0, 



3 El 
2 1 2 


Asimismo, cuando ocurre un desplazamiento unitario a lo largo de la dirección y en la junta B con despla¬ 
zamientos cero a lo largo de las direcciones x y 9, las fuerzas requeridas para mantener la configuración se 
determinan en la figura 6.7(b) como 


F x = 0, 


/ 12£7\ 

'-{—I 


24 El 

~1~' 


M fí 


6El\ 12EI 

~T 


Finalmente, las fuerzas necesarias para mantener un desplazamiento unitario a lo largo de la dirección 9 y 
desplazamientos cero en las direcciones x y y en la junta B, se ven de acuerdo con la figura 6.7(b), como 
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(a) 


Figura 6.7 Matriz de rigidez de un marco. 


(b) 


Por lo tanto, la matriz de rigidez, \k\, está dada por 


donde 


F = \k\x 



[*] = 


El 


3 

2 

0 

31 

2 


24 -12/ 

- 12 / 10/ 2 


Coeficientes 
de influencia 
de flexibilidad 


Como se vio en los ejemplos 6.3 y 6.4, el cálculo de los coeficientes de influencia de rigidez requie¬ 
re la aplicación de los principios de estática y algún manejo algebraico. De hecho, la generación de 
n coeficientes de influencia de rigidez ky, k¿j, ..., k n j con cualquier j específica requiere la solución 
de n ecuaciones simultáneas. Por lo tanto, se tienen que resolver n conjuntos de ecuaciones lineales 
(n ecuaciones en cada conjunto) para generar los coeficientes de influencia de rigidez de un sistema 
de n grados de libertad. Esto implica un importante esfuerzo computacional con grandes valores de 
n. La generación de los coeficientes de influencia de flexibilidad, por otra parte, es más sencilla y 
cómoda. Para ilustrar el concepto, considere una vez más el sistema de resorte-masa que se muestra 
en la figura 6.5. 

Si sólo una fuerza F¡ actúa en el sistema, y si el desplazamiento en el punto i (es decir la masa 
m¡) se debe a la fuerza F¡, debe ser x tJ . El coeficiente de influencia de flexibilidad, indicado por a-, 
se define como la deflexión en el punto i producida por una carga unitaria en el punto j. En vista 
de que la deflexión se incrementa proporcionalmente con la carga en un sistema lineal, tenemos 
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Si varias fuerzas Fj (j = 1, 2, n) actúan en diferentes puntos del sistema, la deflexión total en 
cualquier punto i se determina sumando las contribuciones de todas las fuerzas F¡: 

n n 

x¡ = 2 x ij = 2 a ¡.i F P i = 1,2, ...,n (6.16) 

7=1 7=1 

Las ecuaciones (6.16) se expresan en forma matricial como 

~x=[a\F (6.17) 

donde ~x y F son los vectores de desplazamiento y fuerza definidos en la ecuación (6.7) y [a] es 
la matriz de flexibilidad dada por 


«11 

«12 

^1 n 

«21 

«22 

a 2n 

_«nl 

««2 

ann 



(6.18) 


Se observan las siguientes características de los coeficientes de influencia de flexibilidad: 

1. Un examen de las ecuaciones (6.17) y (6.13) indica que las matrices de flexibilidad y rigidez 
están relacionadas. Si sustituimos la ecuación (6.13) en la ecuación (6.17), obtenemos 

1c = [a]F = [a][kjx (6.19) 

con la cual podemos obtener la relación 

[«][>] = [ 7 ] ( 6 . 20 ) 

donde [/] indica la matriz unitaria. La ecuación (6.20) es equivalente a 

0] = M _1 > M = M _1 (6.2i) 

Es decir, las matrices de rigidez y flexibilidad son la inversa una de la otra. El uso de coefi¬ 
cientes de influencia de rigidez dinámica en la vibración de vigas no uniformes se analiza en la 
referencia [6.10]. 

2. Dado que la deflexión en el punto i producida por una carga unitaria en el punto j es la misma 
que la deflexión en el punto j producida por una carga unitaria en el punto i en un sistema lineal 
(teorema de reciprocidad de Maxwell), tenemos a- = a jr 

3. Los coeficientes de influencia de flexibilidad de un sistema torsional se pueden definir en fun¬ 
ción de un par de torsión unitario y la deflexión angular que provoca. Por ejemplo, en un 
sistema torsional de varios rotores, a- se define como la deflexión angular del punto i (rotor i) 
producida por un par de torsión unitario en el punto j ( rotor j). 

Los coeficientes de influencia de flexibilidad de un sistema de varios grados de libertad se 

determinan como sigue: 

1. Suponga una carga unitaria en el punto j ( j = 1 para comenzar). Por definición, los despla¬ 
zamientos de los diversos puntos i ( i = 1, 2, ..., n) resultantes de esta carga proporcionan los 
coeficientes de influencia de flexibilidad, a-, i = 1, 2.,..., n. Por lo tanto, los coeficientes a- se 
determinan aplicando los sencillos principios de estática y mecánica de sólidos. 
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2. Después de completar el paso 1 con j = 1, el procedimiento se repite con j = 2, 3, n. 

3. En lugar de aplicar los pasos 1 y 2, la matriz de flexibilidad, [o], se determina con la inversa de 
la matriz de rigidez, [&], si la matriz de rigidez está disponible. 

Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento. 



(a) 


Z h 


I-► x 2 = a 21 |-► x 3 = a 31 


2 


2 




m 1 


m 2 


m 3 


han - 


Fi=l 

F 2 = 

0 

f 3 = o 



(b) 




mi 

k 2 (a 2 i - fln) 

m 2 

^ 3 ( fl 31 - fl 2l) 

m 3 


F, = 1 


F, = 0 


F, = 0 


(c) 

|—= a 12 |—► x 2 = a 22 

- k 2 - k 3 


í h 
y 


|—►■*3 = a 3: 


í 

/ /-+k l a u - 

í 


3 h 


F 1 = 0 

F 2 = 

1 

F 3 = 0 



(d) 




m 1 

k 2 (ü 22 - a l2 ) 

m 2 

k 3 (fl 32 ~ a 2i) 

m 3 


Fi =0 


F, = 1 


F, = 0 


(e) 


a 


|—»~ A 'l - fl 13 

h 


KSSM ot 3 


I-► A 2 - a 23 |-► A 3 — a : 

k 3 


F, =0 


f 2 = o 
(f) 


F, = 1 




mi 

h( a 23 ~ a l 3 ) 

m 2 

~*~k 3 (a 33 - a 23 )~*~ 

m 3 


(g) 


Figura 6.8 Determinación de los coeficientes de influencia de flexibilidad. 
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Ejemplo 6.5 


Coeficientes de influencia de flexibilidad 


Encuentre los coeficientes de influencia de flexibilidad del sistema que se muestra en la figura 6.8(a). 

Solución: Sean x t , x 2 y x 3 los desplazamientos de las masas m ]t m 2 y m 3 , respectivamente. Los coeficientes 
de influencia de flexibilidad a¡j del sistema se determinan en función de la rigidez del resorte k l ,k 2 y k 3 como 
sigue. Aplique una fuerza unitaria en la masa m¡ y ninguna fuerza en las otras masas (Ej = 1, F 2 = F 3 = 0), 
como se muestra en la figura 6.8(b). Las deflexiones resultantes de las masas m l , m 2 y m 3 (jc¡, x 2 y x 3 ) son, por 
definición, a n , a -,j y a 31 , respectivamente (vea la figura 6.8b). Los diagramas de cuerpo libre de las masas se 
muestran en la figura 6.8(c). El equilibrio de fuerzas en la dirección horizontal para las masas resulta en lo 
siguiente: 


Masa m¡'- k¡an = k 2 (a 2 ¡ — a¡¡ ) + 1 (E.l) 

Masa m 2 ‘ k 2 (a 2l ~ «i,) = k 3 (a 31 - a 21 ) (E.2) 

Masam 3 : k 3 (a 3 ¡ — a 2 ¡) = 0 (E.3) 

La solución de las ecuaciones (E.l) a (E.3) produce 

1 1 1 

«11 = , , «21 = T“. «31 = T (E.4) 

k\ k\ k\ 

A continuación aplicamos una fuerza unitaria en la masa m 2 y ninguna en las masas m¡ y m 3 , como se muestra 
en la figura 6 . 8 (d). Estas fuerzas hacen que las masas m x , m 2 y m 3 experimenten las deflexiones x¡ = a í2 , x 2 = 
«29 y x 3 = a 3 9 , respectivamente (por definición de a ¡2 ), como se muestra en la figura 6 . 8 (b). Los diagramas de 
cuerpo libre de las masas que se muestran en la figura 6 . 8 (e), producen las siguientes ecuaciones de equilibrio: 


Masa nty k\(a {2 ) = k 2 (a 22 - a 12 ) (E.5) 

Masa m 2 : k 2 (a 22 - a l2 ) = k 3 (a 32 - a 22 ) + 1 (E.6) 

Masa/n 3 : k 3 {a 32 — a 22 ) = 0 (E.7) 


La solución de las ecuaciones (E.5) a (E.7) proporciona 


«12 - 


1 

ki’ 


1 

«22 j f 

k\ 


1 

k 2 



+ 


1 

k 2 


(E.8) 


Por último, cuando aplicamos una fuerza unitaria a la masa m 3 y ninguna a las masas ra, y m 2 , las masas expe¬ 
rimentan las deflexiones x¡ = a 13 , x 2 = a 23 y x 3 = a 33 , como se muestra en la figura 6.8(f). Los diagramas de 
cuerpo libre de las masas (figura 6.8(g)) producen las siguientes ecuaciones de equilibrio: 


Masa ínfl ^ 1«13 = k 2 (a 23 — a l3 ) 

(E.9) 

Masa m 2 ‘ k 2 (a 23 - a l3 ) = £ 3 (a 33 - a 23 ) 

(E.10) 

Masam 3 : k 3 (a 33 — a 23 ) = 1 

(E.l 1) 


La solución de las ecuaciones (E.9) a (E.l 1) proporciona los coeficientes de influencia de flexibilidad a ¡3 como 


«13 — 


1 





1 

k 3 


(E.12) 


Se puede verificar que la matriz de rigidez del sistema, resultado de la ecuación (E. 13) y del ejemplo 6.3, 
también se puede hallar a partir de la relación [£] = [a] -1 . 
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Ejemplo 6.6 


Coeficientes 
de influencia 
de inercia 


Matriz de flexibilidad de una viga 


Derive la matriz de flexibilidad de la viga sin peso que se muestra en la figura 6.9(a). La viga sólo está apoyada 
por ambos extremos, y las tres masas se colocan a intervalos iguales. Suponga que la viga es uniforme con 
rigidez EL 


Solución: Sean x¡, x 2 y x 3 las deflexiones transversales totales de las masas m x , m 2 y m 3 , respectivamente. De 
acuerdo con la fórmula para la deflexión de una viga doblemente articulada [6.2], los coeficientes de influencia 
a¡j (j = 1, 2, 3) se pueden hallar aplicando una carga unitaria en la ubicación de m¡ y una carga cero en las 
ubicaciones de m 2 y m 3 (vea la figura 6.9(b)): 


«ll = 


9 P 
768 El' 


«12 _ 


11 F 
768 El' 


«13 — 


7 F 
768 El 


(E.l) 


Asimismo, al aplicar una carga unitaria en las ubicaciones de m 2 y m 3 por separado (con carga cero en las 
demás ubicaciones), obtenemos 


y 


«21 — «12 — 


u_P_ 

768 El' 


«22 — 


48 El' 


«23 


11 P 
768 El 


«31 — «13 “ 


7 r 

768 El' 


«32 — «23 


u_f_ 

768 El' 


9 / 3 
“ 33 ~~ 768 El 


(E.2) 


(E.3) 


Por lo tanto, la matriz de flexibilidad del sistema está dada por 


16SEI 


9 

11 

7 


11 7 

16 11 
11 9 




F 2 = 1, 


t 

¡«12 

'•OL 

1 

a ,ü32 

«22 



,F 3 = 1 

* 

«13 

* 

¡ «23 

i 

«33 


(b) 


Figura 6.9 Deflexiones de una viga. 


(E.4) 


Los elementos de la matriz de masa, m¡:, se conocen como coeficientes de influencia de inercia. 
Aunque es más conveniente derivar los coeficientes de influencia de inercia desde la expresión 
para energía cinética del sistema (vea la sección 6.5), los coeficientes m¡j se pueden calcular por 
medio de relaciones de impulso-cantidad de movimiento. Los coeficientes de influencia de iner¬ 
cia m Vr m 2 j,...,m n j se definen como el conjunto de impulsos aplicados en los puntos 1, 2, ..., n. 
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Ejemplo 6.7 


respectivamente, para producir una velocidad unitaria en el punto j y una velocidad cero en 
cualquier otro punto (es decir, Xj = 1, j¿j = x^ = ■ • ■ = Xj- 1 = Xj+ 1 = ■ • ■ = x n = 0). Por 

lo tanto, para sistemas de varios grados de libertad, el impulso total en el punto i, F¡, se determina 

sumando los impulsos que producen las velocidades x¡(j = 1,2como 

n 

Fi = 2 m U (6.22) 

j= 1 

La ecuación (6.22) se puede expresar en forma matricial como 

F = [m]x (6.23) 

donde r yf son los vectores de velocidad e impulso dados por 



( • ^ 
X\ 


>1 ' 


*2 


F 2 

7 = < 


“til 

II 

_^_ 



. x n j 


F 

\ n / 


y [»;] es la matriz de masa dada por 


m\\ 

'«12 ' 

' m\n 

m 2 i 

«*22 ' 

' m 2n 

_m n 1 

«6,2 ' 

mnn_ 


(6.25) 


Se puede verificar con facilidad que los coeficientes de influencia de inercia son simétricos para 
un sistema lineal, es decir, my = m ¡r Se puede utilizar el siguiente procedimiento para derivar los 
coeficientes de influencia de inercia de un sistema de varios grados de libertad. 

1. Suponga que se aplica un conjunto de impulsos/^ en varios puntos i (i = 1,2,..., n) para producir 
una velocidad unitaria en el punto j (x¡ = 1 con j = 1 para comenzar) y una velocidad cero 
en los demás puntos (ij = i 2 = ■ • • xj -1 = Jcj +1 = •■■ = x n = 0). Por definición, el conjunto de 
impulsos fj (i = 1, 2,..., n) indican los coeficientes de influencia de inercia my (i = 1, 2,..., n). 

2. Después de completar el paso 1 durante j = 1, el procedimiento se repite para j = 2, 3,..., n. 

Observe que si x f indica una coordenada angular, entonces i ; representa una velocidad angular 
y Fj indica un impulso angular. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento de generar my. 


Coeficientes de influencia de inercia 


Encuentre los coeficientes de influencia de inercia del sistema que se muestra en la figura 6.4(a). 

Solución: 

Método: Use la definición de my junto con relaciones de impulso-cantidad de movimiento. 

Sean x(t ) y 9(t) las coordenadas para definir las posiciones lineales y angulares del remolque ( M) y el 
péndulo compuesto (ni). Para derivar los coeficientes de influencia de inercia, se aplican impulsos de magnitud 
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m n y m 21 a lo largo de las direcciones x(t) y 6(1) para producir las velocidades x = 1 y 6 = 0. Entonces la 
ecuación de impulso y cantidad de movimiento lineal resulta 

m n = (M + m)( 1) (E.l) 

y la ecuación de impulso angular y cantidad de movimiento angular (con respecto a O) produce 

, N I 

"'21 = "i(t)- (E.2) 

Luego se aplican impulsos de magnitudes m 12 y m 22 a lo largo de las direcciones x(t) y 6(t ) para obtener las 
velocidades x = 0 y 6 = 1. Por lo tanto, la relación de impulso lineal y cantidad de movimiento lineal pro¬ 
porciona 


'"12 = " ! (1) 


y la ecuación de impulso angular y cantidad de movimiento angular (con respecto a O ) resulta 

mi 2 '' 


'«22 = | -y ) (!) 


(E.3) 


(E.4) 


Por lo tanto, la matriz de masa o inercia del sistema está dada por 


[«*] = 


M + m 


mi 
2 

mi mi 2 


(E.5) 


6.5 Expresiones de energía potencia! y cinética 
en forma matricial 


Sea x¡ el desplazamiento de la masa m¡ y F¡ la fuerza aplicada en la dirección de x¡ en la masa m ; en 
un sistema de n grados de libertad semejante al que se muestra en la figura 6.5. 

La energía potencial elástica (también conocida como energía de deformación) del resorte 
i-ésimo está dada por 


1 

V .: = —Fr 
v i 2 l ' Xl 

La energía potencial total se expresa como 

n i n 

y = 2 c = - 2 /o, 
1=1 2 1 = 1 

Puesto que 

C _ 2 kij x j 

2=1 


(6.26) 


(6.27) 


(6.28) 
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La ecuación (6.27) se escribe como 


2 i =i \j =i 


Y n n \ n n 

V = ñ S ( 2 k ij x j r i= 2 2 % x ' x 7 


La ecuación (6.29) también se escribe en forma matricial como 1 

y = \l T [k]l 


(6.29) 


(6.30) 


donde la ecuación (6.7) proporciona el vector de desplazamiento y la matriz de rigidez se escribe 
como 


(6.31) 



k\\ 

k]2 

1 

s 

-i? 

[*] = 

k 2l 

k-22 

^2 n 


_1 

k n 2 

k 

rv nn_ 


La energía cinética asociada con la masa es, por definición, igual a 

T 1 • 2 

1: = —m:X¡ 

2 

La energía cinética total del sistema se expresa como 

1 r 


T=^T¡ = - 2 m¡xf 


(=1 


2 (t{ 


la cual se escribe en forma matricial como 


1^ T -> 
T = — x 1 \m] x 
2 L J 


donde el vector de velocidad x está dado por 


. 

*1 


x = < 


*2 


y la matriz de masa [»;] es una matriz diagonal resultado de 


m i 


0 


m 2 


0 


(6.32) 


(6.33) 


(6.34) 


(6.35) 


Si se utilizan coordenadas generalizadas ( q ¡), que se analizan en la sección 6.6, en lugar de despla¬ 
zamientos físicos ( x ¡), la energía cinética se expresa como 


T = \ q T i m \q 


(6.36) 


1 Dado que los índices i y j se pueden intercambiar en la ecuación (6.29), tenemos la relación k¡j = kj¡. 
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donde q es el vector de velocidades generalizadas, dado por 


q = 



y [m\ se conoce como matriz de masa generalizada, dada por 


m n 

'«12 • 

' m ln 

mil 

m 22 ■ 

■ m 2n 

_m n \ 

m n2 ' 

^nn 


(6.37) 


(6.38) 


con m¡j = m-. La matriz de masa generalizada proporcionada por la ecuación (6.38) está llena, 
en contraste con la matriz de masa diagonal de la ecuación (6.35). 

Se ve que la energía potencial es una función cuadrática de los desplazamientos, y que la ener¬ 
gía cinética es una función cuadrática de las velocidades. Por consiguiente, se dice que están en 
forma cuadrática. Como la energía cinética, por definición, no puede ser negativa y se desvanece 
sólo cuando todas las velocidades se desvanecen, las ecuaciones (6.34) y (6.36) se llaman formas 
cuadráticas definidas positivas y la matriz de masa [m] se llama matriz definida positiva. Por otra 
parte, la expresión de la energía potencial, ecuación (6.30) es una forma cuadrática definida positi¬ 
va, pero la matriz [£] se define positiva sólo si el sistema es estable. Existen sistemas para los cuales 
la energía potencial es cero sin que los desplazamientos o coordenadas x¡, x 2 , ..., x n sean cero. En 
estos casos la energía potencial será una función cuadrática positiva en lugar de definida positiva; 
en consecuencia, se dice que la matriz [A:] es positiva. Un sistema para el cual [Lj es positiva y [m] 
se define positiva, se conoce como sistema semidefinido (vea la sección 6.12). 


6.6 Coordenadas generalizadas y fuerzas generalizadas 


Las ecuaciones de movimiento de un sistema vibratorio se pueden formular en varios sistemas de 
coordenadas. Como se explicó antes, se requieren n coordenadas independientes para describir el 
movimiento de un sistema de n grados de libertad. Cualquier sistema de n coordenadas indepen¬ 
dientes se conoce como coordenadas generalizadas, usualmente designadas por q x , q 2 , ..., q n . Las 
coordenadas generalizadas pueden ser longitudes, ángulos o cualquier otro conjunto de números 
que definan la configuración del sistema en cualquier momento de forma única. También son inde¬ 
pendientes de las condiciones de restricción. 

Para ilustrar el concepto de coordenadas generalizadas, considere el péndulo triple que se 
muestra en la figura 6.10. La configuración del sistema puede ser especificada por las seis coor¬ 
denadas (Xp yj),j = 1, 2, 3. Sin embargo, estas coordenadas no son independientes sino que están 
restringidas por las relaciones: 

x \ + — 'i 

(x 2 - X ]) 2 + (y2 - yi ) 2 = l 2 
(x 3 - x 2 ) 2 + (y 3 - y 2 ) 2 = ll 


(6.39) 
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Como las coordenadas ( xj, yj), j = 1, 2, 3 no son independientes, no pueden llamarse coordenadas 
generalizadas. Sin las restricciones de la ecuación (6.39) cada una de las masas m { , m 2 y m 3 podrá 
ocupar cualquier posición en el plano x-y. Las restricciones eliminan tres grados de libertad de las 
seis coordenadas (dos por cada masa), y por lo tanto el sistema tiene sólo tres grados de libertad. Si se 
utilizan desplazamientos angulares 0j (j = 1, 2, 3) para especificar las ubicaciones de las masas 
nij(j = 1, 2, 3) en cualquier momento, no habrá restricciones en 0j. Por lo tanto, forman un sistema 
de coordenadas generalizadas indicadas como í/ ; = 0-, j = 1, 2, 3. 

Cuando en el sistema actúan fuerzas externas, su configuración cambia. La nueva configu¬ 
ración del sistema se obtiene cambiando las coordenadas generalizadas q f por Sq¡, j = 1 , 2, ..., n, 
donde n indica la cantidad de coordenadas generalizadas (o grados de libertad) del sistema. Si U j 
significa el trabajo realizado al cambiar las coordenadas generalizadas qj en la cantidad Sqj, la fuer¬ 
za generalizada correspondiente Qj se define como 


Qj 


v)_ 

Sq/ 


j = 1,2, ...,n 


(6.40) 


donde Qj será una fuerza (momento) cuando qj sea un desplazamiento lineal (angular). 


6.7 uso de las ecuaciones de Lagrange para derivar 
ecuaciones de movimiento 


Las ecuaciones de movimiento de un sistema vibratorio a menudo se pueden derivar de una forma 
sencilla en función de coordenadas generalizadas mediante las ecuaciones de Lagrange [6.3]. Estas se 
formulan para un sistema de n grados de libertad como 
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Ejemplo 6.8 


d_(dr \ _ ar ay 

dtydqjj dq¡ dqj 


j = 1,2, ..., n 


(6.41) 


donde cjj = q^l t es la velocidad generalizada y Q { ¡' ] es la fuerza generalizada no conservadora 
correspondiente a la coordenada generalizada q f . Las fuerzas representadas por Qj pueden ser 
fuerzas disipativas (de amortiguamiento) u otras fuerzas externas que no son derivables de una fun¬ 
ción potencial. Por ejemplo, si F xk , F yk y F, k , representan las fuerzas externas que actúan en la masa 
l'-ésima del sistema en las direcciones x, yyz, respectivamente, en ese caso la fuerza generalizada 
Qy> se calcula como sigue: 


Q) 


(«) = 


2 

k 


F r 


xk 


d*k 

dq; 


+ F, 


yk 


fyk 

dq; 


+ F, 


zk 


dZk 

dq¡ 


(6.42) 


donde x k , y k y z k son los desplazamientos de la masa A:-ésima en las direcciones x, y y z, respectiva¬ 
mente. Observe que para un sistema torsional, la fuerza F xk , por ejemplo, tiene que ser reemplazada 
por el momento que actúa con respecto al eje x (M xk ) y el desplazamiento x k por el desplazamiento 
angular con respecto al eje x (6 xk ) en la ecuación (6.42). Para un sistema conservador, Qy> = 0, de 
modo que la ecuación adopta la forma 


d_l dT_ \ _ 8T_ dV_ 
dt\dc¡jj dq¡ dq¡ 


j = 1,2 


(6.43) 


Las ecuaciones (6.41) o (6.43) representan un sistema de n ecuaciones diferenciales, una por cada 
una de las n coordenadas generalizadas. Por lo tanto, las ecuaciones de movimiento del sistema 
vibratorio se pueden derivar, siempre que las expresiones de energía estén disponibles. 


Ecuaciones de movimiento de un sistema torsional 


En la figura 6.11 se muestra la instalación del compresor, turbina y generador de una planta termoeléctrica. 
Dicha instalación se puede considerar como un sistema torsional donde J¡ indica los momentos de inercia 
de los tres componentes (compresor, turbina y generador), M t ¡ son los momentos externos que actúan en los 
componentes, y k ü son las constantes de resorte torsionales de la flecha entre los componentes, como se indica 
en la figura 6.11. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema por medio de las ecuaciones de Lagrange 
considerando los desplazamientos angulares de los componentes 6¡ como coordenadas generalizadas. 

Solución: En este caso q x = 6 X , q-, = 0 2 y q-¡ — d 3 , y la energía cinética del sistema resulta de 

T = \ J xÓ\ + \ J 2Ól + (E.l) 

Para la flecha, la energía potencial es igual al trabajo realizado por la flecha a medida que regresa de la confi¬ 
guración dinámica a la posición de equilibrio de referencia. Por lo tanto, si 6 indica el desplazamiento angular, 
para una flecha con constante de resorte torsional k t , la energía potencial es igual al trabajo realizado para 
producir un desplazamiento angular 8 de la flecha: 

í 6 1 

V= ( k,0 ) de = - k,e 2 (E.2) 

Jo 2 
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Por lo tanto, la energía potencial total del sistema se expresa como 


1 / = ¿Mi + \k, 2 (02 - 0,) 2 + \k t3 (o 3 - 02 ? 


(E.3) 


Hay momentos externos aplicados a los componentes, así que la ecuación (6.42) resulta 

3 aa. 3 


de la cual obtenemos 


, , 30^ 3 30j_ 

2 = S M lk = YM (t — 

1 k=l dqj & tk dOj 


l \ 0 ( 71 0(70 

Q J") = M ñ —- + M t 2 —~ + M^— = 

1 rl a0i 

/ x a^i d0 2 

2^ = M,i— + M í2 — + M,3— = M f2 

z dtfn dúo o C7o 


(E.4) 


/ , 30 ] 30 2 303 

ei' 0 = M ñ — + M f2 —- + M í3 — = M., 
“ 30 3 12 dd 3 í 3 30 3 


(E.5) 


Sustituyendo las ecuaciones (E.l), (E.3) y (E.5) en las ecuaciones de Lagrange, ecuación (6.41), obtenemos 
para j = 1, 2, 3 las ecuaciones de movimiento 


■fió l + (k t i + k t 2 ) 0 1 - k t 2 d 2 = M,] 
J 2 Ó 2 + (k[ 2 + k t 3 )d 2 - k t 2 d\ ~ k, 3 0 3 = M a 
J 3 Ó 3 + k t 3 6 3 - k, 3 0 2 = M ,3 


las cuales se expresan en forma matricial como 



0 

0 " 

ÍM 

(k t 1 + k t2 ) 

~k, 2 

0 

h 

0 

r 2 + 

~ kt 2 

(k t2 + k t3 ) 

0 

0 

h_ 

UJ 

0 

- k, 3 



(E. 6 ) 


(E.7) 


Ecuaciones de Lagrange 


Derive las ecuaciones de movimiento del sistema de remolque-péndulo compuesto que se muestra en la figura 
6.4(a). 

Solución: Las coordenadas x{t) y 6 {t) se pueden utilizar como coordenadas generalizadas para describir, 
respectivamente, el desplazamiento lineal del remolque y el desplazamiento angular del péndulo compuesto. 
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Si se introduce una coordenada y, por conveniencia, como se muestra en la figura 6.4(a), los componentes de 
desplazamiento del punto C se expresan como 


x r = x 3— sen 0 
L 2 


ye = 2 eos 0 


(E.l) 

(E.2) 


La diferenciación de las ecuaciones (E. 1) y (E.2) con respecto al tiempo proporciona las velocidades del punto 
C como 


l ■ 

Xr — x -\—0 eos 0 
L 2 


l ■ 

ye = --Osen 0 


(E.3) 

(E.4) 


La energía cinética del sistema T, se expresa como 


T ~ 2 M * 2 + 2 m ^ + + 2 Jc ^ 2 


(E.5) 


1 7 

donde J c = —mi . Utilizando las ecuaciones (E.3) y (E.4), la ecuación (E.5) se reescribe como 


1 , 1 ( , l 2 0 2 .- \ 1 [ml z \- 

T= M.x 2 3- mi x 2 3-1- xdl eos 0 3-- 0“ 

2 2 V 4 / 2 V 12 


1 / ml ¿ \ - n 1 


= —(Ai 3- m)x 2 3- — I —— j0“ 3- —(mi eos 0)i0 


(E.6) 


La energía potencial del sistema V, debido a la energía de deformación de los resortes y el potencial gravita- 
cional, se expresa como 

V = + lk 2 x 2 3- mg ¡ -( 1 - cos0) (E.7) 

donde la posición más baja del punto C se considera como el nivel de referencia. Dado que en el sistema actúan 
fuerzas no conservadoras, se tienen que calcular las fuerzas generalizadas correspondientes a x(t) y 0(t). La 
fuerza, X(t), que actúa en la dirección de x(t) se determina con la ecuación (6.42) como 

X(t) = qM = F(t) - ci¿(í) - c 2 x(t) (E.8) 

donde el signo negativo de los términos c¡x y c 2 x indica que las fuerzas de amortiguamiento se oponen al 
movimiento. Asimismo, la fuerza ®(f) que actúa en la dirección de 0(f) se puede determinar como 

®(0 = Q[ n) = M,(t) (E.9) 

donde q l = x y q 2 = 0. Diferenciando las expresiones de T y V como lo requiere la ecuación (6.41) y sus¬ 
tituyendo las expresiones resultantes, junto con las ecuaciones (E.8) y (E.9), obtenemos las ecuaciones de 
movimiento del sistema como 


(M + m)x 3- — (mi eos 0)0 — — mi sen 00 2 3- k^x 3- k 2 x 

= F(t) — C\X — c 2 x 


(E.10) 


-mi 2 ) 0 3 —(mi eos 0)x - mi sen 00i 3 —mi sen 00x 

3 / 2 v ’ 2 2 

3- —mgl sen 0 = M,(t) 


(E.l 1) 
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Se ve que las ecuaciones (E.10) y (E. 11) son idénticas a las obtenidas con la segunda ley del movimiento de 
Newton (ecuaciones (E. 1) y (E.2) en el ejemplo 6.2). 


6.8 Ecuaciones de movimiento de sistemas 
no amortiguados en forma matricial 


Podemos derivar las ecuaciones de movimiento de un sistema de varios grados de libertad en forma 
matricial con las ecuaciones de Lagrange. 2 


d_( dr \ _ dT_ dV_ 
dt\dXjJ dx¡ dx¡ 


(6.44) 


donde F l es la fuerza generalizada no conservadora correspondiente a la t-ésima coordenada gene¬ 
ralizada x¡ y x¡ es la derivada con respecto al tiempo de x¡ (velocidad generalizada). Las energías 
cinética y potencial de un sistema de varios grados de libertad se expresan en forma matricial como 
se indica en la sección 6.5: 


x T [m\x 

(6.45) 

X T [k]X 

(6.46) 


donde x es el vector columna de las coordenadas generalizadas 


X\ 

*2 


(6.47) 


A partir de la teoría de matrices, obtenemos, considerando la simetría de [m], 

—— = — S T [m]x 4— x T [m]8 = S T \m]x 
dx¡ 2 2 

= mj x, i = 1, 2,..., n (6.48) 

donde 5- ; es la delta Kronecker (<3 /V = 1 si j = i e = 0 si j =t= i), 8 es el vector columna de deltas 
Kronecker cuyos elementos en las filas para las cuales j A i son iguales a cero y cuyos elementos en 
la fila i = j son iguales a 1, y m¡ es un vector fila el cual es idéntico a la fila í-ésima de la matriz 
[m]. Todas las relaciones representadas por la ecuación (6.48) se expresan como 


dT 

dx¡ 



(6.49) 


2 En la ecuación (6.44) las coordenadas generalizadas se indican como x¡ en lugar de q¡ y las fuerzas generalizadas F¡ en 
lugar de Qf ") 
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La diferenciación de la ecuación (6.49) con respecto al tiempo resulta 

= mj x, i = 1, 2, . .., n (6.50) 

puesto que la matriz de masa no es una función de tiempo. Además, la energía cinética es una fun¬ 
ción de sólo las velocidades x¡, y por tanto 

dT 

— = 0, i = 1, 2, . .., n (6.51) 

ax¡ 

Asimismo, podemos diferenciar la ecuación (6.46), considerando la simetría de [A:], 

3V 1 ->m _ > 1 >T -» rp _ > 

= —8 T [k] x + — x r [£]<5 = <5 r [A:] x 

= kf 1c, i = 1, 2, ..., n (6.52) 

donde kj es un vector fila idéntico a la fila í-ésima de la matriz [£]. Sustituyendo las ecuaciones 
(6.50) a (6.52) en la ecuación (6.44), obtenemos las ecuaciones de movimiento deseadas en forma 
matricial 


d_ dT_ 
dt l dx¿ 


donde 


[m] x + [£] x = F 



(6.53) 


(6.54) 


Observe que si el sistema es conservador, no hay fuerzas no conservadoras F¡, así que la ecua¬ 
ción de movimiento se escribe como 


\m]x + [&] jc =0 (6.55) 

Observe también que si las coordenadas generalizadas x¡ son las mismas que los desplazamien¬ 
tos (físicos) reales, la matriz de masa [m\ es una matriz diagonal. 


6.9 Problema de valor eigen 


La solución de la ecuación (6.55) corresponde a la vibración libre no amortiguada del sistema. En 
este caso, si el sistema recibe algo de energía en la forma de desplazamientos iniciales o velocidades 
iniciales, o ambos, vibra durante un tiempo indefinido porque la energía no se disipa. Podemos 
determinar la solución de la ecuación (6.55) suponiendo una solución de la forma 


Xi(t) = X¡T(t), 


i = 1,2, ..., n 


(6.56) 
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donde X i es una constante y Tes una función de tiempo t. La ecuación (6.56) muestra que la relación 
de amplitud de dos coordenadas 


Mol 

U(oj 

es independiente del tiempo. Físicamente, esto significa que todas las coordenadas tienen movi¬ 
mientos sincrónicos. La configuración del sistema no cambia de forma durante el movimiento, pero 
su amplitud sí lo hace. La configuración del sistema, dada por el vector 


'*r 

*2 


X = { 




X„ 


se conoce como la forma de modo del sistema. Sustituyendo la ecuación (6.56) en la ecuación 
(6.55), obtenemos 


[m]XT(t) + [k]XT(t ) = 0 


(6.57) 


La ecuación (6.57) se puede escribir en forma escalar como n ecuaciones distintas 


7=1 


7=1 


2 m^Xj T(t) + 2 k U X i RÓ = i = í,2,...,n 


de las cuales obtenemos las relaciones 


T(t) 

T(t) 


M, 

( ¿ m u x j j 


i = 1,2, . . . , 77 


(6.58) 


(6.59) 


Puesto que el lado izquierdo de la ecuación (6.59) es independiente del índice i, y el lado derecho 
es independiente de t, ambos lados deben ser iguales a una constante. Suponiendo esta constante 3 
como cu 2 , podemos escribir la ecuación (6.59) como 


7(í) + co 2 T(t) = 0 


(6.60) 


n 


2 ( k ij - M 2 m¡j)Xj = 0, 
7 = 1 


í = 1,2, . . . , 77 


O 


[[k] - co 2 [m]]x = 0 


(6.61) 


3 Se supone que la constante es un número positivo, co 2 , para obtener una solución armónica de la ecuación (6.60). De lo 
contrario, la solución de T(t ) y por consiguiente la de x(í) se hacen exponenciales, lo que viola las limitaciones físicas de la 
energía finita total. 
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La solución de la ecuación (6.60) se expresa como 

T(t) = Cj eos (coi + d>) (6.62) 

donde Cj y <p son constantes, conocidas como amplitud y ángulo de fase, respectivamente. La 
ecuación (6.62) muestra que todas las coordenadas pueden realizar un movimiento armónico con 
las mismas frecuencias w y el mismo ángulo de fase (f>. Sin embargo, la frecuencia a> no puede to¬ 
mar cualquier valor arbitrario; tiene que satisfacer la ecuación (6.61). Dado que la ecuación (6.61) 
representa un conjunto de n ecuaciones homogéneas en las incógnitas X¡( i = 1, 2, ■ ■ n), la solución 
trivial es X { = X 2 = • ■ ■ = X n = 0. Para una solución no trivial de la ecuación (6.61) el determinante 
A de la matriz de coeficientes debe ser cero. Es decir, 

A = | k¡j — (o 2 m¡j\ = |[fc] — a> 2 [m]\ = 0 (6.63) 

La ecuación (6.61) representa lo que se conoce como problema de valor eigen o valor característi¬ 
co, y at se conoce como Infrecuencia natural del sistema. 

La expansión de la ecuación (6.63) conduce a una ecuación polinomial de orden enésimo en 
a> 2 . La solución (raíces) de esta ecuación polinomial o característica da n valores de co 2 . Se puede 
demostrar que todas las n raíces son reales y positivas cuando las matrices [L] y [m] son simétricas 
y positivas definidas [6.4], como en este caso. Si ojj, a>\, ..., co 2 indican las n raíces en orden de 
magnitud ascendente, sus raíces cuadradas positivas dan las n frecuencias naturales del sistema 
oj | < oj 2 s • ■ - < co n . El valor mínimo de (a>¡) se conoce como primera frecuencia natural o funda¬ 
mental. Por lo común, todas las frecuencias naturales a>¡ son distintas, aun cuando en algunos casos 
dos frecuencias naturales podrían tener el mismo valor. 


6.10 Solución del problema de valor eigen 


Solución de 
la ecuación 
característica 
(polinomial) 


Hay varios métodos para resolver un problema de valor eigen. En esta sección consideraremos un 
método elemental. 

La ecuación (6.61) también se puede expresar como 


[A[it] - [m]}x = 0 

donde 



Premultiplicando la ecuación (6.64) por [£] ', obtenemos 


[A[7] - [D]]Z = 0 
o 

A[/]Z = [D]X 

donde [/] es la matriz identidad y 

[D] = [k]~\m] 


(6.64) 


(6.65) 


( 6 . 66 ) 


( 6 . 67 ) 
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Ejemplo 6.10 


Ejemplo 6.11 


se conoce como matriz dinámica. El problema de valor eigen de la ecuación (6.66) se conoce como 
problema de valor eigen estándar. Para una solución no trivial de X , el determinante característico 
debe ser cero, es decir, * * * 4 

A = |A[/] - [£>]| = 0 (6.68) 

Al expandirla, la ecuación (6.68) resulta en un polinomio de grado enésimo en A, conocido como 
ecuación característica o de frecuencia. Si el grado de libertad del sistema (n) es grande, la solu¬ 
ción de esta ecuación polinomial se hace tediosa. Debemos utilizar algún método numérico, varios 
de los cuales están disponibles para determinar las raíces de una ecuación polinomial [6.5]. 


Ecuaciones de movimiento de un sistema de tres grados de libertad 

Formule las ecuaciones de movimiento de vibración libre del sistema que se muestra en la figura 6.12. 

Solución: Con n = 3 junto con k n+l = 0 y c¡ = 0 para i = 1, 2,..., n, n 4- 1 en la figura 6.3(a), las ecuaciones 
de movimiento del sistema que se muestra en la figura 6.12 para vibración forzada se obtienen con la ecuación 
(6.3) como 

\m]x + [k]x = F (E.l) 

donde 



m¡ 

0 

0 " 


k\ + k 2 


0 

( m ] 

m] = 

0 

m 2 

0 

. [*] = 

~ki 

k 2 + &3 

~h 

F = { F 2 (t) 


_ 0 

0 

m 3 


0 

— ^3 

k 3 _ 



Formulando F = 0, las ecuaciones de vibración libre se obtienen como 

[m]x + [A]x = 0 (E.3) 



Figura 6.12 Un sistema de resorte-masa de tres grados de libertad. 


Frecuencias naturales de un sistema de tres grados de libertad 

Encuentre las frecuencias naturales y formas de modo del sistema que se muestra en la figura 6.12 para k l — 
k 2 = k 3 y m l = m 2 = m 3 = m. 

Solución: La matriz dinámica está dada por 

[D] = [k]~\m] = [a][m] (E.l) 


4 Premultiplicando la ecuación (6.61) por [m\ l , la ecuación determinante característica se puede expresar como A = |cu 2 [/] 
- [m\~ l [k]\ = 0. 
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donde los elementos de la matriz de flexibilidad se obtienen al formular k¡ = k, i = 1, 2, 3 en las ecuaciones 
(E.8) y (E. 12) del ejemplo 6.5, y la matriz de masa se obtiene al formular m¡ = m, i = 1, 2, 3 en la [m] como 
se muestra en la ecuación (E.2) del ejemplo 6.10 de modo que: 


y 


Por lo tanto 


m = [*r‘ 


1 i 

2 2 
2 3 


[m] 


0 0 
1 0 
0 1 


[ D] 


[k] \m] 


1 1 

2 2 
2 3 


Igualando el determinante característico a cero, obtenemos la ecuación de frecuencia 


donde 


A = |A[/] - [D]\ 


r a 

0 

o" 


"i 

i 

ll 

0 

A 

0 

m 

i. 

i 

2 

2 

Lo 

0 

A_ 

rC 

i 

2 

3 J 


A 


1 


w 


2 


Dividiéndola entre A, la ecuación (E.5) da 


1 — a — a —a 

— a 1—2 a — 2a 

— a —2a 1 — 3a 


a 3 — 5 a 2 + 6a — 1 = 0 


donde 


2 

m meo 



Las raíces de la ecuación cúbica (E.7) están dadas por 


a¡ 


rncoj 


= 0.19806, w¡ = 0.44504,/ — 


rncoi 


“2 


= 1.5553, io 2 = 1.2471 / — 


“ 3 


m&>3 


= 3.2490, 



(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 

(E.10) 


co 3 = 1.8025 


(E. 11) 
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Una vez que se conocen las frecuencias naturales, los modos o vectores eigen se calculan utilizando la ecua¬ 
ción (6.66): 


[A,{/] - [D]]X W = 0, ¿ = 1,2,3 


(E.12) 


donde 




4° 

4° 


.4° 


indica el modo i-ésimo. A continuación se describe el procedimiento. 

Primer modo: Sustituyendo el valor de (Aj = 5.0489^) en la ecuación (E.12), obtenemos 


” 

“l 

0 

o" 


"l 

1 

r 


í4 1) ] 

í °1 

m 

5.0489— 

0 

1 

0 

m 

1 

2 

2 


4” 

> = < 0 

k 

0 

0 

1 

k 

1 

2 

3_ 


14>J 

loj 


Es decir. 


4.0489 

-LO 

-1.0 

f* 1 1 

í°) 

-1.0 

3.0489 

-2.0 

4 


-1.0 

-2.0 

2.0489_ 

l4 1) J 

lo J 


(E.13) 


La ecuación (E.13) indica un sistema de tres ecuaciones lineales homogéneas en las tres incógnitas 
4'\ 4 !) , Y 4°. Cualquiera de estas dos incógnitas se puede expresar en función de la incógnita restante. 
Si seleccionamos, arbitrariamente, expresar 4'^ y 4^ en función de 4'^ con las primeras dos filas de la 
ecuación (E.13) obtenemos 


4° + 4 1} = 4.0489^1 0 

3 . 04894 ” - 2.0 4 ’ } = 4 * 


(E. 14) 


Una vez que se satisfacen las ecuaciones (E.14), la tercera fila de la ecuación (E.13) se satisface automática¬ 
mente. La solución de las ecuaciones (E. 14) se obtiene como 

4” = 1.8019XÍ' ) y 4° = 2.2470A'S 1) (E.15) 

Por lo tanto, la primera forma de modo está dada por 

í 10 ) 

A (1) = 4 I) < 1-8019 > (E.16) 

( 2.2470 J 


donde el valor de X 


(i) 

l 


se puede obtener arbitrariamente. 


Segundo modo: La sustitución del valor <v 2 (a 2 = 0.6430 en la ecuación (E.12) conduce a 



“l 

0 

o" 


“l 

1 

r 


í ^S 2) ' 

í °l 

m 

0.6430— 

0 

1 

0 

m 

1 

2 

2 


4 2) 

> = < 0 

k 

0 

0 

1 

k 

1 

2 

3_ 


Í4 2) , 

lo) 
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es decir, 


“ -0.3570 

-1.0 

-1.0 

f* ' 

Í°1 

-1.0 

-1.3570 

-2.0 

r f 


-1.0 

-2.0 

-2.3570 _ 


lo J 


Como antes, se pueden utilizar las primeras dos filas de la ecuación (E. 17) para obtener 

-x[ 2) - XÍj 2) = 0.3570XS 2) 

- 1.3570XÍ 2) - 2.0XÍj 2) = x| 2) 

La solución de la ecuación (E.18) conduce a 

X {2) = 0.4450A'[ 2) y X {2) = -0.8020xJ 2) 

Por lo tanto, la segunda forma de modo se expresa como 

^(2) = xí 2) j 0.4450 1 

[ -0.8020 j 

(2) 

donde el valor de Ki se puede elegir arbitrariamente. 

Tercer modo: Para encontrar el tercer modo, sustituimos el valor de cu 3 ^A 3 = 0.3078 
y obtenemos 


m 

0.3078 — 


es decir, 

-0.6922 -1.0 -1.0 

-1.0 -1.6922 -2.0 

-1.0 -2.0 -2.6922 

Las dos primeras filas de la ecuación (E.21) se escriben como 

-X^ ~ XÍ 3) = 0.6922xj 3) 

-1.6922XÍ 3) - 2.02f 3 3) = XÍ 3) 

Las ecuaciones (E.22) proporcionan 

X^ = —1.2468xj 3) y X^ 3) = 0.5544x| 3) 

Por consiguiente, la tercera forma de modo se escribe como 

í 10 1 

^(3) = -1.2468 > 

( 0.5544 J 



1 

0 

0 


1 

1 

1 



í 0 1 

0 

1 

0 

m 

1 

2 

2 


4 3) 

> = < 0 

0 

0 

1 

k 

1 

2 

3 


U 3) 

lo 


(E.17) 


(E.18) 


(E.19) 


(E.20) 


en la ecuación (E. 12) 


(E.21) 


(E.22) 


(E.23) 


(E.24) 
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Ortogonalidad 
de los modos 
normales 





Figura 6.13 Formas de modo de un sistema de tres 
grados de libertad. 


(3) . _ (i) (2) (3) 

donde el valor de Xj ' es arbitrario. Los valores de XJ , Xj , y X¡ ' se suelen considerar como 1, y las 
formas de modo se muestran en la figura 6.13. 


En la sección anterior consideramos un método de determinar las n frecuencias naturales cu, y los 
modos normales correspondientes o vectores modales X^'\ Ahora abordaremos una importante 
propiedad de los modos normales, la ortogonalidad. 5 La frecuencia natural a>¡ y el vector modal 
correspondiente X 1 '' 1 satisfacen la ecuación (6.61) de modo que 

(of[m]X W = [k]xM (6.69) 

Si consideramos otra frecuencia natural oj ; y el vector modal correspondiente X ^' 1 , también satis¬ 
facen la ecuación (6.61) de modo que 


co][m]x(ri = lk]XW 


(6.70) 


5 Se dice que dos vectores X ll> y X ÍJ1 son ortogonales (perpendiculares entre sí cuando los vectores están definidos en un 
espacio de dos o tres dimensiones) si se satisface la siguiente relación: 

B-) r xO) = o 

Se dice que un vector X ÍJI es normal si su magnitud es unitaria, es decir, 

| B ‘)| 2 = X^X® = 1 

Por lo tanto, se dice que los vectores X 6) y X 1 '^ son ortogonales si satisfacen las relaciones de ortogonalidad y normali¬ 
dad: 


x(0 r xO) = o, |B9| 2 = xM T x® = i, |B 2) | 2 = = 1 
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Premultiplicando las ecuaciones (6.69) y (6.70) por X^ T y X < ' l>r , respectivamente, obtenemos, 


considerando la simetría de las matrices [A:] y [m], 

cü¡X^ T [m]X^ = X^ T [k]X^ = X^ T [k]X^ (6.71) 

wj X^ T [m]X^ = cojX^ T [m]X^ = X^ T [k c]X^ (6.72) 

Restando la ecuación (6.72) de la ecuación (6.71) obtenemos 

(cj¡ - = 0 (6.73) 

En general, u>¡ X u>¡, de modo que la ecuación (6.73) conduce a 6 

X^ T [m]X {i ^ = 0, i* j (6.74) 

De las ecuaciones (6.71) y (6.72) obtenemos, en vista de la ecuación (6.74), 

X^ r [k]X^ = 0, i* j (6.75) 


Las ecuaciones (6.74) y (6.75) indican que los vectores modales X y X ÍJ ^ son ortogonales con 
respecto tanto a la matriz de masa como a la matriz de rigidez. 

Cuando i = j, los lados izquierdos de las ecuaciones (6.74) y (6.75) no son iguales a cero, pero 
proporcionan los coeficientes de masa y rigidez generalizados del modo z-ésimo. 

Mu = X^ T [m]X^\ i = 1, 2, ..., n (6.76) 

K ü = X^ T [k]X^\ i = 1, 2, ..., n (6.77) 


Las ecuaciones (6.76) y (6.77) se escriben en forma matricial como 


'Mv = 


M, 


M' 


22 




= [X]'[m][X] (6.78) 


X /CJ = 






22 


x„ 




(6.79) 


donde [X] es la llamada matriz modal, en la cual la columna z'-ésima corresponde al vector modal 
z'-ésimo: 

[X] = [X^B 2 ) ••■JW] (6.80) 


6 En el caso de valores eigen repetidos, cu, = (Op los vectores modales asociados son ortogonales a todos los vectores modales 
restantes pero no suelen ser ortogonales entre sí. 
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Ejemplo 6.12 


En muchos casos normalizamos los vectores modales B') de tal modo que [ N M N ] = [/] 

, es decir, 

X^ T [m]X^ = 1, i = 1,2, ...,n (6.81) 

En este caso la matriz se reduce a 

0 


= 


1 - 


"1 


«2 


(6.82) 


Nota: Si un vector eigen B ! ' satisface la ecuación (6.81), se dice que es ortonormal con respecto 
a la matriz de masa [/»]. 


Ortonormalización de vectores eigen 


Ortonormalice los vectores eigen del ejemplo 6.11 con respecto a la matriz de masa. 

Solución: 

Método : Multiplique cada vector eigen por una constante y encuentre su valor a partir de la relación 
X® T [m]xW = 1, i = 1,2,3. 

Los vectores eigen del ejemplo 6.11 están dados por 


í 10 1 

B 1 ) = zS 1} < 1.8019 > 
( 2.2470 J 

B 2 ) = x| 2) | 0.4450 1 

[ -0.8020 J 


La matriz de masa está dada por 


B 3 ) = ZÍ 3) | -1.2468 1 
[ 0.5544 J 


[m] 


0 0 
1 0 
0 1 


Se dice que el vector eigen 


a es iraj-orioiiurmai: 


X^ T [m]X^ = 1 

Por lo tanto, para i = 1, la ecuación (E. 1) conduce a 

m(XÍ 1) ) 2 ( 1.0 2 + 1.8019 2 + 2.2470 2 ) = 1 


(E.l) 
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o 

xP = 1 

V/n(9.2959) 

Asimismo, para i = 2 e i = 3, la ecuación (E.l) resulta 

m(x| 2) ) 2 ( 1.0 2 + 0.4450 2 + {-0.8020} 2 ) 

y 

m(x[ 3) ) 2 { 1.0 2 + {—1.2468} 2 + 0.5544 2 ) 


0.3280 

\Tm 

1 o 

1 o 


x[ 2) 


0.7370 

\Z~ñi 

0.5911 

\Zm 



Cuando la ecuación característica posee raíces repetidas, los modos correspondientes no son úni¬ 
cos. Para ver esto, sean B 1 ) y X 2> las formas de modo correspondientes al valor eigen repetido 
Aj = A 2 = A y sea B 3) la forma de modo correspondiente a un valor eigen diferente A 3 . La ecua¬ 
ción (6.66) se escribe como 

Valores eigen 
repetidos 


í* 

II 

f* 

£3 

(6.83) 


[£>]B 2 ) = aB 2 ) 

(6.84) 


[£>]B 3 ) = A 3 B 3 ) 

(6.85) 


Multiplicando la ecuación (6.83) por una constante p y sumándola a la ecuación (6.84), obtenemos 


[D](pX^ + B 2 )) = A (pX^ + B 2 >) (6.86) 

Esto demuestra que la nueva forma de modo (/?B 1 * 4- X <2> ), la cual es una combinación lineal de 
los primeros dos, también satisface la ecuación (6.66), así que la forma de modo correspondiente a 
A no es única. Cualquier X correspondiente a A debe ser ortogonal a B 3 -* para que sea un modo 
normal. Si los tres modos son ortogonales, serán linealmente independientes y se pueden utilizar 
para describir la vibración libre resultante de cualesquiera condiciones iniciales. 

Mahalingam y Bishop [6.16] presentaron la respuesta de un sistema de varios grados de liber¬ 
tad con varias frecuencias naturales repetidas a una excitación de fuerza y desplazamiento. 


Ejemplo 6.13 Valores eigen repetidos 


Determine los valores y vectores eigen de un sistema vibratorio para el cual 



"l 

0 

0“ 


1 

-2 

r 

m] = 

0 

2 

0 

II 

-2 

4 

-2 


0 

0 

1 


1 

-2 

1 


Solución: Si la ecuación de valor eigen [[A] — A[m]]X = 0 se puede escribir como 


(1 - A) -2 1 

-2 2(2 - A) -2 

1 -2 (1 - A) 




(E.l) 
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donde A = co 2 . La ecuación característica resulta 

|[£] - A[m]| = A 2 (A - 4) = 0 

así que 

Ai = 0, A 2 = 0, A 3 = 4 


(E.2) 


Vector eigen para A 3 = 4. Utilizando A 3 = 4, la ecuación (E. 1) resulta 

-3Xp } - 2X { 2 ] + X { i ] = 0 
-2x4 - 4x' 3) - 2X< 3) = 0 

ZÍ 3) - 2x4 ~ 3Xp } = 0 

Si Xp 3 ^ se hace igual a 1, las ecuaciones (E.3) proporcionan el vector eigen X^ 3 ). 


(E.3) 


X< 3 > = { -1 


(E.4) 


Vector eigen para A¡ = A 2 = 0. El valor A¡ = 0 o A 2 = 0 indica que el sistema es degenerado (vea la sección 
6.12). Aplicando Aj = 0 en la ecuación (E.l) obtenemos 


,( 1 ) 


,(l) 


AL 


-2X[ 1] + 4X2*’ - 2x4 = 0 

XÍ‘ } - 2X« + 4° = 0 


(E.5) 


Todas estas ecuaciones son de la forma 


4 !) = 2x4 - 4 1} 


Por lo tanto, el valor eigen correspondiente a Aj = At se escribe como 

x(') = 


2x4 - x4 ' 
4° 


4 1} 


Si escogemos x4 = 1 y x4 = 1- obtenemos 


(E. 6 ) 


x(') = l 1 


(E.7) 


Si elegimos x4 = 1 y x4 = — 1, la ecuación (E. 6 ) proporciona 


X« = 



(E. 8 ) 
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Como se mostró antes en la ecuación (6.86) X^ y X*- 2 ' no son únicos. Cualquier combinación lineal de 
X^ 1 ) y X^ también satisfará la ecuación (E.l) original. Observe que X^ dado por la ecuación (E.6) es 
ortogonal a X^ 3 ' de la ecuación (E.4) con todos los valores de Xj •* y X^, puesto que 



“l 

0 

o" 

í 2 XÍ 1] - x£°j 

X ( 3 ):r [m]X (1) = (1 -1 1) 

0 

2 

0 

xi I] 


0 

0 

1 _ 

i x(') j 


6.11 Teorema de expansión 


Los vectores eigen, debido a su propiedad de ortogonalidad, son linealmente independientes. 7 Por 
consiguiente, constituyen la base en el espacio de n dimensiones. 8 Esto significa que cualquier 
vector en el espacio de n dimensiones se puede expresar mediante una combinación lineal de los 
n vectores linealmente independientes. Si x es un vector arbitrario en un espacio de n dimensiones, 
se puede expresar como 


x = ¿ c,X« (6.87) 

í=l 

donde c¡ son constantes. Premultiplicando la ecuación (6.87) por X^ T \m\, el valor de la constante 
c, se determina como 


X^ T \m\ ~x x(') r [m] 1c 
X^ T [m] X^ Mu 


( 6 . 88 ) 


donde M„ es la masa generalizada en el z-ésimo modo normal. Si los vectores modales X — 1 se nor¬ 
malizan de acuerdo con la ecuación (6.81), c¡ está dado por 


c¡ = X^ T [m]x, i = 1,2, ...,« (6.89) 

La ecuación (6.89) representa lo que se conoce como teorema de expansión [6.6]. Es muy útil para 
determinar la respuesta de sistemas de varios grados de libertad sometidos a condiciones forzadas 
arbitrarias de acuerdo con un procedimiento llamado análisis modal. 


6.12 Sistemas no restringidos 


Como se expresó en la sección 5.7, un sistema no restringido es aquel que no tiene restricciones o 
soportes y que puede moverse como un cuerpo rígido. No es común ver, en la práctica, sistemas 
que no estén conectados a cualquier marco estacionario. Un ejemplo común es el movimiento de 
dos carros de ferrocarril con masas m { y m 2 y un resorte de acoplamiento k. Tales sistemas son 


7 Un conjunto de vectores es linealmente independiente si ningún vector en el conjunto se puede obtener mediante una 
combinación lineal de los restantes. 

8 Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en un espacio de n dimensiones se conoce como base en 
dicho espacio. 
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capaces de moverse como cuerpos rígidos, los cuales se pueden considerar como modos de oscila¬ 
ción con frecuencia cero. Para un sistema conservador, las ecuaciones (6.34) y (6.30) dan las ener¬ 
gías cinética y potencial, respectivamente. Por definición, la energía cinética siempre es positiva, 
así que la matriz de masa [m\ es una matriz definida positiva. Sin embargo, la matriz de rigidez [L] 
es una matriz semidefinida: V es cero sin que el vector de desplazamiento x sea cero para sistemas 
no restringidos. Para ver esto, considere la ecuación de movimiento para vibración libre en coor¬ 
denadas normales: 


q{t) 4- a> 2 q(t) = 0 (6.90) 

Para co = 0, la solución de la ecuación (6.90) se expresa como 

q{t) = a + /3t (6.91) 

donde a y /3 son constantes. La ecuación (6.91) representa una traslación de cuerpo rígido. Sea 
el vector modal de un sistema de varios grados de libertad correspondiente al modo de cuerpo 
rígido. El problema de valor eigen, ecuación (6.64), se expresa como 

(ü 2 [m]B°) = [k]X^ (6.92) 

Con w = 0, la ecuación (6.92) resulta 


[Jfc]x(°> = 0 


Es decir, 


¿nXÍ 0) + k u xi 0) +■■■ + k ln xW = o 
k 2l x{ 0) + k 22 X^ + • ■ ■ + ¿ 2 ,, 4 °) = 0 


Ki *í 0) + k, l2 X ( 2 0) + ■ • ■ + k nn 4 0) = 0 (6.93) 

Si el sistema experimenta traslación de cuerpo rígido, no todos los componentes , i = 1,2,..., 
n, son cero, es decir, el vector A ’ 1 -' 1 no es igual a 0 . Por consiguiente, para satisfacer la ecuación 
(6.93), el determinante de [fc] debe ser cero. Por lo tanto, la matriz de rigidez de un sistema no res¬ 
tringido (con frecuencia natural cero) es singular. Si [A:] es singular, la energía potencial está dada 
por 


y = (6.94) 

en virtud de la ecuación (6.93). El modo X < ' (y> se llama modo cero o modo de cuerpo rígido. Si 
sustituimos cualquier vector X además de 4°) y 0 en lugar de ~x en la ecuación (6.30), la energía 
potencial V se vuelve una cantidad positiva. La matriz [£] es entonces una matriz semidefinida po¬ 
sitiva. Por eso un sistema no restringido también se conoce como sistema semidefinido. 
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Ejemplo 6.14 


Observe que un sistema de varios grados de libertad puede tener cuando mucho seis modos 
de cuerpo rígido con las frecuencias correspondientes iguales a cero. Puede haber tres modos de 
traslación de cuerpo rígido, uno de traslación a lo largo de cada una de las tres coordenadas carte¬ 
sianas y tres modos de rotación de cuerpo rígido, uno por rotación alrededor de las tres coordenadas 
cartesianas. Podemos determinar los modos y frecuencias naturales de un sistema semidefinido 
mediante los procedimientos descritos en la sección 6.10. 


Frecuencias naturales de un sistema libre 


Hay tres carros de carga enganchados por dos resortes, como se muestra en la figura 6.14. Encuentre las fre¬ 
cuencias naturales y formas de modo del sistema para m 1 = m 2 = m 3 = m y Ay = k 2 = k. 


Solución: La energía cinética del sistema se puede escribir como 


donde 


y 


T = -(« 1*1 + « 2*2 + « 3 * 3 ) 




(E.l) 


(E.2) 


Los alargamientos de los resortes Ay y k 2 son {x 2 - x 3 ) y (x 2 - JCj), respectivamente, así que la energía potencial 
del sistema está dada por 

v = ^Ul (*2 - *l ) 2 + k 2 (x 3 - x 2 ) 2 } = ^~x T [k]7 (E.3) 


donde 


[*] 


k 1 — k\ 0 

-k¡ k x + k 2 ~k 2 
0 -k 2 k 2 


(E.4) 


Se puede comprobar que la matriz de rigidez [A] es singular. Además, si consideramos que todos los compo¬ 
nentes de desplazamiento son x¡ = x 2 = x 3 = c (movimiento de cuerpo rígido), se ve que la energía potencial 
V es cero. 

Para determinar las frecuencias naturales y los modos del sistema, expresamos el problema de valor eigen 
como 


[[A;] — &) 2 [m]]Z = 0 


(E.5) 


«1 m 2 p TKP- l «3 


Figura 6.14 Sistema semidefinido. 
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Dado que [A'] es singular, no podemos encontrar su inversa [A] _I y la matriz dinámica [D] = | A | '[mi. Por 
consiguiente, podemos establecer el determinante de la matriz de coeficientes de X en la ecuación (E.5) igual 
a cero. Para Aq = A 2 = A y m l = m 2 = m 3 = m, esto produce 


(A — w 2 m) 
— k 
0 


— k 

(2 k — io 2 m) 

— k 


0 

— k 

(A — iú 2 m) 


= 0 


(E.6) 


La expansión del determinante en la ecuación (E.6) conduce a 


nr'cú 6 — 4 m 2 kco 4 + 3 mk 2 co 2 = 0 


(E.7) 


Si establecemos 


A = to 2 


(E.8) 


la ecuación (E.7) se reescribe como 


mA A — 


A - 


3 k 


= 0 


(E.9) 


Dado que m A 0, las raíces de la ecuación (E.9) son 

A| = co 2 = 0 


l _ 2 _ 

a 2 — w 2 ~ 


, _ 2 _ 

— Ci>3 — 


m 

3 k 


(E.10) 


Se observa que la primera frecuencia natural uq es cero en la ecuación (E. 10). Para hallar las formas de modo 
sustituimos los valores de tu¡, (o 2 y <v 3 en la ecuación (E.5) y resolvemos A* 1 ), X^ 2 \ y X^ 3 \ respectivamente. 
Para w l = 0, la ecuación (E.5) proporciona 

kX^ ~ kX ( 2 ] = 0 

-kx{ l) + 2 kX { 2 ] - kXÍ l) = 0 


-kXÍ l) + kX^ = 0 


(E.l 1) 


Si fijamos el valor de un componente de X^\ por ejemplo, como 1, la ecuación (E.l 1) se puede resolver 
para obtener 

4 1 ) = AÍ 1 * = l y = A?> = 1 

Así, el primer modo (de cuerpo rígido) A^ 1 ^ correspondiente a íu¡ = 0 está dado por 


A« = 


(E.l 2) 


Observe que el modo A^ 1 ) representa la traslación de cuerpo rígido del sistema (todas las masas experimentan 
el mismo desplazamiento). Aunque la frecuencia natural aij (o el valor eigen w 2 ) es cero, la forma de modo 
correspondiente (o vector eigen) A^) no es cero. 
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Para lo^, — (k/m) 112 , la ecuación (E.5) produce 


-kX 2 ] = 0 
~kxf ] + kX - kX3 2) = 0 
-kX { 2 ] = 0 


(E.13) 


Si fijamos el valor de un componente de X^ 2 \ por ejemplo, X^ como 1, se puede resolver la ecuación (E.13) 
para obtener 


4 2) = o 


X? = _*0> = —! 



Así que el segundo modo X^ correspondiente a co 2 = (klm) 112 es 

X(2) = 

Para &) 3 = (3 klm) 112 , la ecuación (E.5) da 


- 2 kX^ - kX2 ] = 0 
-kX^ - kX2 ] ~ kX 3 3) = 0 
- kX { 2 ] - 2 kX { 3 ] = 0 


(E.14) 


(E. 15) 


Si fijamos el valor de un componente de X^\ por ejemplo, 4 \ se puede resolver la ecuación (E. 15) para 
obtener 


X { 2 ] = -2X* = -2 


4 3) = -i4 3) = i 


Así que el tercer modo correspondiente a co 3 = (3k/m) 112 está dado por 



(E. 16) 


6.13 Vibración libre de sistemas no amortiguados 


La ecuación de movimiento para la vibración libre de un sistema no amortiguado se puede expresar 
de forma matricial como 


[m\x + [£] x = 0 (6.95) 

La solución más común de la ecuación (6.95) se expresa como una combinación lineal de todas las 
posibles soluciones dadas por las ecuaciones (6.56) y (6.62) como 

n _ 

^c(t) = 2 X^A¡ eos {u>jt + (f>¡) 

i = 1 


(6.96) 
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Ejemplo 6.15 


donde X ^ es el vector modal /-ésimo y cü¡ es la frecuencia natural correspondiente, A¡ y d>, son 
constantes. Las constantes A¡ y 4>¡ (i = 1,2,...,«) se evalúan a partir de las condiciones iniciales 
especificadas del sistema. Si 






'it(O)' 


^2(0) 



^2(0) 

7(0) = < 


> y 

x(0) = < 

. -*;¡(0) y 


indican los desplazamientos y velocidades iniciales impartidos al sistema, las ecuaciones (6.96) dan 


n _ 

7(0) = 2 X^A¿ eos 4>¡ 

/—i 
n _ 

x(0) = — 2 X^Afij¡ sen <fo 
i =1 


(6.98) 

(6.99) 


Las ecuaciones (6.98) y (6.99) representan, en forma escalar, 2 n ecuaciones simultáneas las cuales 
se pueden resolver para determinar los n valores de A¡ (i = 1, 2, ..., n) y los n valores de (f>¡ (i = 1 , 
2 ,,n). 


Análisis de vibración de un sistema de resorte-masa 


Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.12 corres¬ 
pondiente a las condiciones iniciales x¡ (0) = 0 (i = 1,2, 3), x¡ = (0) = x 10 , -v 2 (0) = x 3 (0) = 0. Suponga que 
k¡ = k y m i = m para i = 1, 2, 3. 

Solución: 


Método: Suponga la respuesta de vibración libre como una suma de modos naturales. 


Las frecuencias naturales y modos del sistema son (vea el ejemplo 6.11): 


"l 


0.44504 




£1)3 — 


1.8025 



í 10 1 

X (1) = < 1.8019 >, 
( 2.2470 J 


í 10 1 

X (2) = < 0.4450 >, 

[ -0.8020 J 


í 10 1 

XW = < -1.2468 > 
{ 0.5544 J 


donde el primer componente de cada forma de modo se supone como unitario por simplicidad. La aplicación 
de las condiciones iniciales, ecuaciones (6.98) y (6.99), conduce a 


eos <pi + A2 eos <f > 2 + A3 eos c)> 3 = 


(E.l) 


1.8019A] eos <pi + 0.4450A2 eos tf >2 — I.2468A3 eos </> 3 = 0 (E.2) 


2.2470Ai eos 4> 1 — 0.8020A2 eos (f >2 + 0.5544A 3 eos </> 3 = 0 


(E.3) 
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— 0.44504 A /—Aj sen (j>\ — 1.2471 A /—A 2 sen 02 — 1.8025 A /—A 3 sen03 = 0 (E.4) 

V m V m V m 


fk ¡k fk 

— 0.80192 A /—Ai sen 0j — 0.55496 - /—A 2 sen 02 + 2.2474 A /—A 3 sen 0 3 = 0 (E.5) 

V/n Vwí Vwi 


fie I k I k 

— 1.0, /— Aj sen 4> 1 + 1.0 ,/— A 2 sen </> 2 — 1.0,./ — A 3 sen </> 3 = 0 (E. 6 ) 

V m V V m 


La solución de las ecuaciones (E.l) a (E. 6 ) está dada por 9 Aj = 0.1076.r 10 , A 2 = 0.543 1jc 10 , A 3 = 0.3493.t 10 , 
4> l = 0, <p 2 ~ 0 y <p 3 = 0. Así que la solución de vibración libre del sistema se expresa como 


x\ (t) = *io 


0.1076 cos| 0.44504 J— f 
m 


+ 0.5431 cos| 1.2471,/— t 
m 


+ 0.3493 cos| 1.8025 J— t 
m 


(E.7) 


*2 (0 = *10 


0.1939 cos| 0.44504,/- t 
m 


+ 0.2417 cos| 1.2471,/— t 
m 


- 0.4355 cos| 1.8025,/— t 
m 


(E.l 


x 3 (í) = x w 


0.2418 cos| 0.44504,/— f 
m 


- 0.4356 cos( 1.2471 J— t 
m 


+ 0.1937 cos| 1.8025 J— t 
m 


(E.9; 


9 Observe que las ecuaciones (E.l) a (E.3) se pueden considerar como un sistema de ecuaciones lineales en las incógni¬ 
tas A l eos 0 1? A 2 eos 02 y A 3 eos 0 3 , en tanto que las ecuaciones (E.4) a (E.6) se pueden considerar como un sistema de 
ecuaciones lineales en las incógnitas 



A\ sen 0i, 



A 2 sen 0 2 , 


y 



A 3 sen 0 3 . 
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6.14 Vibración forzada de sistemas no amortiguados 
mediante análisis modal 


Cuando en un sistema de varios grados de libertad actúan fuerzas externas, el sistema experimenta 
vibración forzada, Para un sistema con n coordenadas o grados de libertad, las ecuaciones que rigen 
el movimiento son un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de segundo orden. 
La solución de estas ecuaciones se complica cuando el grado de libertad ( n ) del sistema es grande 
y/o cuando las funciones forzadas son no periódicas. 10 En tales casos, se puede utilizar un método 
más conveniente conocido como análisis modal para resolver el problema. En este método se utiliza 
el teorema de expansión, y los desplazamientos de las masas se expresan como combinaciones 
lineales de los modos normales del sistema. Esta transformación lineal desacopla las ecuaciones de 
movimiento de modo que obtenemos un sistema de n ecuaciones diferenciales desacopladas 
de segundo orden. La solución de estas ecuaciones, la cual equivale a la solución de las ecuaciones de 
n sistemas de un solo grado de libertad, es fácil de obtener. A continuación consideraremos el pro¬ 
cedimiento de análisis modal. 

Análisis modal. Las ecuaciones de movimiento de un sistema de varios grados de libertad some¬ 
tido a fuerzas externas está dado por 

[m]x + [kjx = F (6.100) 

donde F es el vector de fuerzas externas arbitrarias. Para resolver la ecuación (6.100) mediante 
análisis modal primero se tiene que resolver el problema de valor eigen. 

w 2 [m]X = [k]X (6.101) 

y encontrar las frecuencias naturales ciq, u> 2 , y los modos normales correspondientes 

X 11 ' 1 , X' -\ ..., X ÍJ!; . De acuerdo con el teorema de expansión, el vector de solución de la ecuación 
(6.100) se expresa como una combinación lineal de los modos normales 

*(í) = qi{t)xW + q2 (t)xW + + q n {t)xW (6.102) 

donde qfit), q 2 (t ),..., q n (t) son coordenadas generalizadas dependientes del tiempo, también co¬ 
nocidas como coordenadas principales o coeficientes de participación modal. Si definimos una 
matriz modal [A] en la cual la columna /-ésima es el vector X^\ es decir, 

[X] = [xWxW • • • B")] (6.103) 

La ecuación (6.102) se puede reescribir como 

7{t) = [X]~q{t) (6.104) 

donde 

Í <7i0) 

q n (t) 


(6.105) 


10 En la referencia [6.15] se considera la respuesta dinámica de sistemas de varios grados de libertad con propiedades 
estadísticas. 
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Dado que [X] no es una función del tiempo, de la ecuación (6.104) obtenemos 

~x{t) = [X]q(t) (6.106) 

Utilizando las ecuaciones (6.104) y (6.106), la ecuación (6.100) se escribe como 

[m][X~\q + [k][X]~q = F (6.107) 

Premultiplicando la ecuación (6.107) por [X] T obtenemos 

[X] T [m][X]q + [X] T [k][X]-q = [XfF (6.108) 

Si los modos normales se normalizan de acuerdo con las ecuaciones (6.74) y (6.75), tenemos 

[X] T [m][X] = [/] (6.109) 

[X] r [Jfc][X] = [\w 2 \] (6.110) 

Si definimos el vector de fuerzas generalizadas Q(t) asociado con las coordenadas generalizadas 
q ( t ) como 


Q{t) = [X} T F{t) (6.111) 

La ecuación (6.108) se expresa, utilizando las ecuaciones (6.109) y (6.110), como 

~q{t) + [\w 2 \]~q(t) = Q(t) (6.112) 

La ecuación (6.112) denota un sistema de ecuaciones diferenciales desacopladas de segundo 
orden 11 


<7/(0 + wfq¡(t) = Q¡(t), i = 1,2, ...,« (6.113) 


11 Se puede representar el vector de solución x(f) con sólo los r primeros (r < n ) vectores modales (en lugar de n vectores 
como en la ecuación (6.102)): 


donde 


x(t) = [X]q(t) 

nX 1 nXr rXl 


í 9.(0 

[X] = [B0 J( 2 ) • • • xM] y q(t) = < 

l 9r(0 

Esto conduce a sólo r ecuaciones diferenciales desacopladas 

«(0 + i = 1,2, ..., r 

en lugar de n ecuaciones. La solución resultante x(t) será una solución aproximada. Este procedimiento se llama método de 
desplazamiento de modo. En el problema 6.92 se indica un método alterno, el método de aceleración de modo, para deter¬ 
minar soluciones aproximadas. 
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Se ve que la forma de las ecuaciones (6.113) es precisamente la de la ecuación diferencial que des¬ 
cribe el movimiento de un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad. La solución de las 
ecuaciones (6.113) se expresa (vea la ecuación (4.31)) como 


q(t ) = q¡( 0) eos Ojt + 


<7(0) 


sen Wjt 


H-/ Q¡(t ) sen cúj (t — r)d r, 

Cú; I 

I Jq 


i = 1,2, ..., n 


(6.114) 


Los desplazamientos generalizados iniciales q¡(0) y las velocidades generalizadas iniciales q¡( 0) 
se obtienen con los valores iniciales de los desplazamientos físicos .qfO) y las velocidades físicas 
x,(0) (vea el problema 6.94): 


donde 


q{ 0) = [X] T [m]x( 0) 
5(0) = [X] T [m]x( 0) 


(6.115) 

(6.116) 


9(0) = 


<7(0) = 


7(0) = 


x(0) = < 


<7t(0) 

®( 0 ) 

. 9«(0). 
9t(0) 

92(0) 

. 9»(0). 

xi(0) 

^2(0) 

.x„(0) 

ii(0) 

J<2(0) 

■*«( 0 ) 


Una vez que se determinan los desplazamientos generalizados q¡(t), con las ecuaciones (6.114) a 
(6.116), se determinan los desplazamientos físicos x¡(t) con la ayuda de la ecuación (6.104). 
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Ejemplo 6.16 


Respuesta de vibración obtenida por medio de un análisis modal 


Utilizando el análisis modal, encuentre la respuesta de vibración libre de un sistema de dos grados de libertad 
cuyas ecuaciones de movimiento son 


m¡ 0 
0 m 2 



Suponga los datos siguientes: m l = 10, m 2 = 1 ,k l = 30, k 2 = 5, k 3 = 0, y 


x(0) = 


*l(0) 

*2(0) 





(E.l) 


(E.2) 


Solución: Las frecuencias naturales y modos normales del sistema son (vea el ejemplo 5.3) 


= 1.5811, X^ = j* jxj 1 ) 
(o 2 = 2.4495, 3 2) = j^jví 2 ) 


donde X, 1 ' y xj 7 ' son constantes arbitrarias. Ortogonalizando los modos normales con respecto a la matriz de 
masa, podemos hallar los valores de xj 1 ' y x|~* como 


X^ T [m]X^ = 1 


(XÍ 1 )) 2 !! 



0 

1 


= 1 


o XÍ 0 = 0.2673 


X^ T [m]X^ = 1 => (Xj 2) ) 2 {1 




= 1 


o XÍ 2) = 0.1690 

Así que la matriz modal se escribe como 


[X] = 

1 

fO 

1 


0.2673 

0.1690 



0.5346 

-0.8450 


Utilizando 

~x{t) = [X]?(í) 

La ecuación (E.l) se expresa como (vea la ecuación (6.112)): 

q{t) + [\a) 2 \]~q(t) = Q(t) = 0 

donde Q(t) = [X] T F = 0. La ecuación (E.5) se escribe en forma escalar como 

q¡(t) + aí¡q¡(t) = 0, 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


i = 1,2 


(E.6) 
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Ejemplo 6.17 


La solución de la ecuación (E.6) está dada por (vea la ecuación 2.18): 

, i , 

qAt) — q¡o eos cü¡t H-sen co¡t 

0)j 


(E.7) 


donde q ¡o y q¡o indican los valores iniciales de q¡(t) y q¡(t), respectivamente. Utilizando las condiciones 
iniciales de la ecuación (E.2), podemos determinar [(vea las ecuaciones (6.115) y (6.116)]: 


?(°) 


9io(0) | 

?2o(0)j 


[Zf[m] *(0) 


0.2673 

0.1690 


0.5346 

-0.8450 


10 

0 



2.673 

1.690 


¿/(O) 


< 710 ( 0 ) | 

<72o(0) j 


[Xf[m]x{ 0) = 


Las ecuaciones (E.7) y (E.9) conducen a 


qi(t) = 2.673 eos 1.581 lí 
q 2 {t) = 1.690 eos 2.4495/ 


(E.8) 


(E.9) 


(E.10) 
(E .11) 


Utilizando las ecuaciones (E.4) obtenemos los desplazamientos de las masas m l y m 2 como 


o 


~x(t) 


0.2673 

0.5346 


0.1690 

-0.8450 


2.673 eos 1.581 lí 
1.690 eos 2.4495/ 


jc, (í) 1 _ í 0.7145 eos 1.5811/ + 0.2856 eos 2.4495/1 
jc 2 (r)J ~ \ 1.4280 eos 1.5811/ - 1.4280 eos 2.4495/J 


(E.12) 


Se ve que esta solución es idéntica a la obtenida en el ejemplo 5.3 y trazada en el ejemplo 5.17. 


Respuesta de vibración forzada de un martillo de forja 

La fuerza que actúa en la pieza de trabajo del martillo de forja que se muestra en la figura 5.51 producida por 
el impacto del martillo se puede representar como un pulso rectangular, como a su vez aparece en la figura 
6.15(a). Encuentre la vibración resultante del sistema por los siguientes datos: masa de la pieza de trabajo, 
yunque y marco (m¡) = 200 Mg, masa del bloque de cimentación ( m 2 ) = 250 Mg, rigidez de la base elástica 
(k{) = 150 MN/m y rigidez del suelo ( k 2 ) = 75 MN/m. Suponga que los desplazamientos iniciales y las velo¬ 
cidades iniciales de las masas son cero. 

Solución: El martillo de forja se puede modelar como un sistema de dos grados de libertad, aspecto que se 
aprecia en la figura 6.15(b). Las ecuaciones de movimiento del sistema se expresan como 
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Fl(0,N 

25,000 - 


0 


0.1 


t, S 


(a) 





(b) 


Figura 6.15 Impacto provocado por un martillo forja. 


donde 


[m] = 


m i 
0 


0 

m 2 




k[ — k\ 
-k i k¡ + k 2 


Kt) 


200 0 
0 250 

150 
-150 

*i(0 

0 


Mg 


-150 

225 


MN/m 


Frecuencias naturales y formas de modo: Las frecuencias naturales del sistema se pueden hallar resolviendo 
la ecuación de frecuencia 


\-w 2 [m] + [fc]| = 



2 0 


150 

-150 


— (o 2 

0 2.5 

10 5 + 

-150 

225_ 

10 6 


= 0 


(E.2) 


como 

coy = 12.2474 rad/s y u> 2 — 38.7298 rad/s 
Las formas de modo se pueden encontrar como 



Ortonormalización de las formas de modo: Las formas de modo se suponen como 

donde ay b son constantes. Las constantes ay b se determinan normalizando los vectores y como 


[X] r [m] [X] = [/] 


(E.3) 
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donde [X] = indica la matriz modal. La ecuación (E.3) resulta en a = 1.667 X 10 3 y b = 1.4907 

X 10~ 3 , lo que significa que la nueva matriz modal (con formas de modo normalizadas) se escribe como 


[X] = 


1.6667 1.4907 

1.3334 -1.4907 


Respuesta en función de coordenadas generalizadas: Dado que las dos masas m l y m 7 están en reposo en el 
instante t = 0, las condiciones iniciales son *i(0) = *2(0) = ¿i(0) = -£2(0) = 0, por consiguiente las ecua¬ 
ciones (6.115) y (6.116) proporcionan ?i(0) = ft(0) = í/i(0) = 42 ( 0 ) = 0. Así que las coordenadas ge¬ 
neralizadas están dadas por la solución de las ecuaciones 


9¡(0 


t 



t) dr , i = 1 , 2 


(E.4) 


donde 


Q(t) = [X] r F(í) 


(E.5) 


O 


Gi(0 

Qi{t) 


1.6667 1.3334 "L-aJ^iíOl 
1.4907 — 1.4907J \o J 

1.6667 X 10 _3 Fi(í)1 
1.4907 X 10~ 3 F|(t)J 


(E.6) 


con F[(f) = 25000 N durante el rango O^íSO.l syO para t > 0.1 s. Los desplazamientos de las masas se 
pueden hallar a partir de la ecuación (6.104) como 


x\ (í) 

x 2 (t) 


[X]q(t) 


1.6667 qi (t) + 1.4907®(r)l 3 

1.3334 9l (f) - 1.4907«fe(r) J 


donde 


qft) = 3.4021 / sen 12.2474 ( t - t) dr = 0.2778 (1 - eos 12.2474 t) 


q 2 (t) = 0.9622 J sen 38.7298 (t - t) dr = 0.02484 (1 - eos 38.7298 t) 
o 


(E.7) 


(E.8) 


Observe que la solución proporcionada por las ecuaciones (E.8) es válida durante OsO.l s. Para t> 0.1 s, no 
hay fuerza alguna aplicada, de ahí que la solución de vibración libre de un sistema no amortiguado de un solo 
grado de libertad (ecuación 2.18) da la respuesta para q\{t) y q 2 {t) con ¿/[(0.1) yryi(O.l), q 2 ( 0.1) y q 2 {0.l) 
como condiciones iniciales para q\{t) y q 2 {t), respectivamente. 
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6.15 Vibración forzada de sistemas viscosamente 
amortiguados 


El análisis modal, tal como se presentó en la sección 6.14, es válido sólo para sistemas no amor¬ 
tiguados. En muchos casos, la influencia del amortiguamiento en la respuesta de un sistema vi¬ 
bratorio es mínima y se puede omitir. Sin embargo, debe considerarse si la respuesta del sistema 
se requiere durante un lapso de tiempo relativamente largo comparado con los periodos naturales 
del sistema. Además, si la frecuencia de excitación (en el caso de fuerza periódica) es igual o se 
acerca a las frecuencias naturales del sistema, el amortiguamiento es de primordial importancia y 
debe ser tomado en cuenta. En general, dado que los efectos no se conocen con anticipación, el 
amortiguamiento debe considerarse en el análisis de vibración de cualquier sistema. En esta sección 
analizaremos las ecuaciones de movimiento de un sistema amortiguado de varios grados de libertad 
y su solución utilizando las ecuaciones de Lagrange. Si el sistema tiene amortiguamiento viscoso, 
su movimiento será resistido por una fuerza cuya magnitud es proporcional a la de la velocidad 
pero en la dirección opuesta. Es conveniente introducir una función R, conocida como función 
de disipación de Rayleigh, al derivar las ecuaciones de movimiento por medio de las ecuaciones de 
Lagrange [6.7]. Esta función se define como 


R = 



(6.117) 


donde la matriz [c] se llama matriz de amortiguamiento y se define positiva, como las matrices de 
masa y rigidez. Las ecuaciones de Lagrange, en este caso [6.8], se escriben como 


d (dr\ _ dT BR dV 
dt\dx¡J dx¡ dx¡ dx¡ 


(6.118) 


donde F¡ es la fuerza aplicada a la masa m¡. Sustituyendo las ecuaciones (6.30), (6.34) y (6.117) en 
la ecuación (6.118), obtenemos las ecuaciones de movimiento de un sistema amortiguado de varios 
grados de libertad en forma matricial: 


[m]x + [c]x + [k]x = F 


(6.119) 


Por sencillez, veremos un sistema especial para el cual la matriz de amortiguamiento se expresa 
como una combinación lineal de las matrices de masa y rigidez: 


[c] = a[m] + f3[k] (6.120) 

donde a y ¡5 son constantes. Esto se conoce como amortiguamiento proporcional porque [c] es 
proporcional a una combinación lineal de [m] y [A:]. Sustituyendo la ecuación (6.120) en la ecuación 
(6.119), obtenemos 


[/m]x + [a[m] + /3[£]]x + [k\x = F (6.121) 

Expresando el vector de solución x como una combinación lineal de los modos naturales del siste¬ 
ma no amortiguado, como en el caso de la ecuación (6.104), 


x(t) = [X]q(t) 


(6.122) 
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La ecuación (6.121) se reescribe como 

[m][X]q(t) + [ a[m ] + /3[k]][X]q(t) 

+ [k][X]q(t) = F(t) (6.123) 

La premultiplicación de la ecuación (6.123) por \X] T conduce a 

[X] T [m][X]q + [a[X] T [m][X] + /3[X] T [k][X]]q 

+ [X] T [k][X]q = [XfF (6.124) 

Si los vectores eigen se normalizan de acuerdo con las ecuaciones (6.74) y (6.75), la ecuación 
(6.124) se reduce a 

+ [«[/] + /3[\&r\¡]tf(í) + [\w 2 \]g*(í) = Q(t) 

es decir, 

q¡{t) + (a + w 2 /3)4(í) + cofqi(t) = Q¡{t), 

i= 1,2, ... ,n (6.125) 

donde co¡ es la frecuencia natural /-ésima del sistema no amortiguado y 

Q(t) = [X] r F(t) (6.126) 

Escribiendo 

a + cof (3 = 2¿¡¡a>j (6.127) 

donde se conoce como relación de amortiguamiento modal para el modo normal i-ésimo. Las 
ecuaciones (6.125) se rescriben como 

'4i(t) + 2£ i (ú i q i (t) + cüjqi(t) = Q¡(t), i = 1,2, ...,« (6.128) 

Se ve que cada una de las n ecuaciones representadas por esta expresión está desacoplada de todas 
las demás. Por consiguiente, podemos determinar la respuesta del modo i-ésimo de la misma mane¬ 
ra que la de un sistema viscosamente amortiguado de un solo grado de libertad. La solución de las 
ecuaciones (6.128), cuando £¡ < 1, se expresa como 


í(0 



eos (o d¡ t 


+ 


/ , sen M d¡t 

vi - d 



+ 



sen u> d jt 



+ — Í Qi(t)e VV ri S en co di (t - t) dr, 

M di JO 


i = 1,2, ..., n 


(6.129) 
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donde 


co di = (ú¡ 


».V 1 - d 


(6.130) 


Observe los siguientes aspectos de estos sistemas: 

1. La identificación de los orígenes y magnitud del amortiguamiento es difícil en la mayoría 
de los problemas prácticos. En el sistema puede haber más de un tipo de amortiguamiento, de 
Coulomb, viscoso e histerético. Además, no se conoce la naturaleza exacta del amortiguamien¬ 
to, como lineal, cuadrática, cúbica u otro tipo de variación. Aun cuando el origen y naturaleza 
del amortiguamiento se conozcan, obtener la magnitud precisa es muy difícil. Para algunos 
sistemas prácticos, pueden haber disponibles valores de amortiguamiento experimentalmente 
determinados para uso en un análisis de vibración. Hay algún tipo de amortiguamiento, en for¬ 
ma de amortiguamiento estructural, en estructuras automotrices, aeroespaciales y de máquinas. 
El amortiguamiento se introduce deliberadamente en ciertas aplicaciones prácticas como los 
sistemas de suspensión de vehículos, el tren de aterrizaje de aviones y en sistemas aislantes 
de máquinas. Debido a que el análisis de sistemas amortiguados implica tediosas manipulacio¬ 
nes matemáticas, en muchos estudios de vibración el amortiguamiento se omite o se considera 
algo proporcional. 

2. Caughey [6.9] demostró que la condición dada por la ecuación (6.120) es suficiente mas no 
necesaria para la existencia de modos normales en sistemas amortiguados. La condición nece¬ 
saria es que la transformación que diagonaliza la matriz de amortiguamiento también desacople 
las ecuaciones de movimiento acopladas. Esta condición es menos restrictiva que la ecuación 
(6.120) y abarca muchas posibilidades. 

3. En el caso general de amortiguamiento, la matriz de amortiguamiento no se puede diagonalizar 
al mismo tiempo que las matrices de masa y rigidez. En este caso, los valores eigen del sistema 
son reales y negativos o complejos con partes reales negativas. Los valores eigen complejos 
existen como pares conjugados: los vectores eigen asociados también se componen de pares 
conjugados complejos. Un procedimiento común para determinar la solución del problema de 
valor eigen de un sistema amortiguado implica la transformación de las n ecuaciones de movi¬ 
miento acopladas de segundo orden en 2 n ecuaciones desacopladas de primer orden [6.6]. 

4. Los límites de error y los métodos numéricos en el análisis modal de sistemas dinámicos se 
abordan en las referencias [6.11, 6.12]. 



Ejemplo 6.18 Ecuaciones de movimiento de un sistema dinámico 


Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 6.16. 

Solución: 


Método: Aplique las ecuaciones de Lagrange junto con la función de disipación de Rayleigh. 
La energía cinética del sistema es 



(E.l) 


La energía potencial tiene la forma 



(E.2) 
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x 3 (í) F 3 (t) Figura 6.16 Sistema dinámico de tres grados de libertad. 


y la función de disipación de Rayleigh es 

R = ^[cixj + c 2 (x 2 ~ x¡) 2 + c 3 (x 3 - x 2 ) 2 + c 4 x 2 + c 5 (i 3 - ii) 2 ] (E.3) 

Las ecuaciones de Lagrange se escriben como 


d (bt\ ar br av 

—I —■ ) — — ^ —. + — — 

dt\dXjJ dx¡ dx¡ dx¡ 


i = 1, 2, 3 


(E.4) 


Sustituyendo las ecuaciones (E. 1) a (E.3) en la ecuación (E.4), obtenemos las ecuaciones diferenciales de 
movimiento 


donde 


[m] x + [c]x + [k]x = F 


[m] 


ni] 0 0 

0 m 2 0 

0 0 m 3 


[c] = 


C 2 + c 5 


[k] 


k\ + ^2 — ^2 0 

-k 2 k 2 + k 3 - k 3 
0 — k 3 k 3 


f *t(o 1 í m) 

\ Mt) \ y f = 1 F 2 (t) 

U«J U 3 (oJ 


(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 


X 


(E.9) 
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Ejemplo 6.19 


Respuesta de estado estable de un sistema forzado 


Encuentre la respuesta de estado estable del sistema que se muestra en la figura 6.16 cuando las masas se 
someten a las fuerzas armónicas simples F¡ = F 7 = F 3 = F 0 eos cot, donde co — \.15\/k¡m. Suponga que 
m 1 = m 2 — m 3 = m, k x = k 2 = k 3 = k, c 4 = c 5 = 0, y la relación de amortiguamiento en cada modo normal 
está dada por (¡ = 0.01, i = 1, 2, 3. 

Solución: Las frecuencias naturales (no amortiguadas) del sistema (vea el ejemplo 6.11) son 

co¡ = 0.44504, 


co 2 = 1.2471 . — 
m 


co 3 = 1.8025, / — 
m 


y los modos [mj-ortonormales correspondientes (vea el ejemplo 6.12) son 


0.3280 , 

Af 1 ) =-1.8019 



X( 2 ) = 



^ 3) = 0.591 1 ^ _ L246g 


Por lo tanto, el vector modal se expresa como 

[x] = [xWB 2 ® 3 )] = 

El vector de fuerza generalizado 

m = [xf no = 


0.3280 

0.5911 

0.7370 


0.7370 

0.3280 

-0.5911 


0.5911 

-0.7370 

0.3280 


1 


“0.3280 

0.5911 

0.7370“ 

[ Fq COS (út | 

0.7370 

0.3280 

-0.5911 

\ Fq COS cot . 

0.5911 

- 0.7370 

0.3280 _ 

[ F 0 cos cot J 



eos ü)t 


se puede obtener donde 

Gto = 1-6561 


Fe l 

r ,m 


Qi o = 0.4739 


G 3 o = 0.1821 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


Si las coordenadas generalizadas o los factores de participación modal correspondientes a los tres modos prin¬ 
cipales se indican como q^t), q 2 (t) y q 2 {t), las ecuaciones de movimiento se expresan como 


4;(0 + 2 + cotq¡(t) = Qi(t), 


i = 1, 2, 3 


(E.6) 
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La solución de estado estable de la ecuación (E.6) se escribe como 

q¡(t) = q¡o eos (wl — (f>), i — 1,2,3 


donde 


QiO 

*o - 2 p 


1 


'-dT+Mf 


1/2 


(E.7) 


(E.8) 


<fii = tan 


(O 

2 S¡ — 

W: 


1 - I “ 

, (O; 


(E.9) 


Sustituyendo los valores dados en las ecuaciones (E.5) y (E.l) en las ecuaciones (E.8) y (E.9) obtenemos 


<7io = 0.57815 
q 20 = 0.31429 
*0 = 0.92493 


_ fpV m 
k ’ 

F 0 Vm 

k ’ 

F 0 Vm 

~k ’ 


4>i = tan -1 (-0.00544) 
tj) 2 = tan -1 (-0.02988) 
4> 3 = tan -1 (0.33827) 


(E.10) 


Finalmente, la respuesta de estado estable se determina utilizando la ecuación (6.122). 


6.16 Autoexcitación y análisis de estabilidad 


En varios sistemas amortiguados, la fricción produce amortiguamiento negativo en lugar de amor¬ 
tiguamiento positivo. Esto conduce a la inestabilidad (o vibración autoexcitada) del sistema. Por 
lo común, para un sistema de n grados de libertad que se muestra en la figura 6.17, las ecuaciones 
de movimiento serán un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden (como las 
dadas por las ecuaciones (6.119) o (6.128)): 


[m]x + [c]x + [£]x = F (6.131) 

El método presentado en la sección 5.8 se puede ampliar para estudiar la estabilidad del sistema 
regido por la ecuación (6.131). Por consiguiente, suponemos una solución de la forma 

Xj(t) = Cj(! st , j = 1, 2, ... ,n 


O 


x{t) = Ce st 


(6.132) 
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Figura 6.17 Sistema de varios grados de libertad. 


donde s es un número complejo que se tiene que determinar, C ; es la amplitud de Xj y 



r 

) 


La parte real de ,v determina el amortiguamiento y su parte imaginaria proporciona la frecuencia 

natural del sistema. La sustitución de la ecuación (6.132) en las ecuaciones de vibración libre (ob- 
# > i 
tenidas con F = 0 en la ecuación (6.131)) conduce a 

([mj^ 2 + [ c ]s + [k])Ce st = 0 (6.133) 

Para una solución no trivial de Cj, el determinante de los coeficientes de C ; - se establece igual a cero, 
lo que conduce a la '‘ecuación característica”, semejante a la ecuación (6.63): 

D(s) = |[hi]í 2 + [c]í + [£]| =0 (6.134) 

La expansión de la ecuación (6.134) conduce a un polinomio en s del orden m = 2n, el cual se 
puede expresar en la forma 

D(s) = a 0 s m + ais m ~ l + ü 2 S m ~ 2 + ••■ + a m -\S + a m = 0 (6.135) 

La estabilidad o inestabilidad del sistema depende de las raíces de la ecuación polinomial, D(s) = 0. 
Indíquense las raíces de la ecuación (6.135) como 

Sj = bj + ico:, j = 1,2, ..., m (6.136) 

Si las partes reales de las raíces bj son números negativos, habrá funciones de tiempo decadentes, 
e h ¡ 1 , en la ecuación (6.132), por consiguiente la solución (sistema) será estable. Por otra parte, si una 
o más raíces ,y ; tienen una parte real positiva, entonces la solución de la ecuación (6.132) contendrá 
una o más funciones de tiempo exponencialmente crecientes e b i‘, de ahí que la solución (sistema) 
será inestable. Si hay una raíz puramente imaginaria de la forma s } = icoj, conducirá a una solución 
oscilatoria la cual representa un caso límite entre estabilidad e inestabilidad. Si ,v / es una raíz 
múltiple, la conclusión anterior prevalece a menos que sea un número puro imaginario, como s- = 
icjj. En este caso, la solución contiene funciones del tipo t 2 e iü >i t ,..., las cuales se incre¬ 

mentan con el tiempo. Así que las raíces múltiples con valores puramente imaginarios indican la 
inestabilidad del sistema. Por lo tanto, para que un sistema lineal regido por la ecuación (6.131) 
sea estable, es necesario y suficiente que las raíces de la ecuación (6.135) tengan partes reales no 
positivas, y que, si hay alguna raíz puramente imaginaria, no debe aparecer como una raíz múltiple. 
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Dado que la búsqueda de las raíces de la ecuación polinomial (6.135) es un procedimiento 
largo y tedioso, se puede utilizar uno simplificado, conocido como criterio de estabilidad de Routh- 
Hurwitz [6.13, 6.14] para investigar la estabilidad del sistema. Para aplicar este procedimiento, se 
define el siguiente determinante de orden /n-ésimo T m en función de los coeficientes de la ecuación 
polinomial (6.135) como 


«1 

a 3 

a 5 

Cl'j 

^2m —1 

a 0 

«2 

«4 

a 6 

&2m—2 

0 

ai 

a 3 

a 5 

a 2m-3 

0 

a 0 

«2 

04 

&2m—4 

0 

0 

ai 

a 3 

^2m~5 

• 

• 

• 

• 

ü m 


(6.137) 


Entonces los siguientes subdeterminantes, indicados por las líneas de rayas en la ecuación (6.137), 
se definen: 


CL\ 



(6.138) 

Cl\ 

Cli) 


(6.139) 

a 0 

0-2 



ü\ 

¿Z 3 

a 5 


a 0 

a 2 

«4 


0 

a x 

0-2 



(6.140) 


Al construir estos subdeterminantes, todos los coeficientes a¡ con i > m o i < 0 tienen que ser 
reemplazados por ceros. De acuerdo con el criterio de Routh-Hurwitz, una condición necesaria y 
suficiente para la estabilidad de un sistema es que los coeficientes a 0 , a 1 ,..., a m deben ser positivos 
y también todos los determinantes 7’,, 7" 2 ,..., T m deben ser positivos. 
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Ejemplo 6.20 Solución de un problema de valor eigen 


Encuentre los valores eigen y los vectores eigen de la matriz (vea el ejemplo 6.11): 


[A] 


1 1 1 

1 2 2 

1 2 3 
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Ejemplo 6.21 


Solución: 


A = [1 1 

1; 122; 123] 


1 

1 1 


1 

2 2 


1 

2 3 


[V, D] = 

eig(A) 


0.5910 

0.7370 

0.3280 

-0.7370 

0.3280 

0.5910 

0.3280 

-0.5910 

0.7370 

0.3080 

0 

0 

0 

0.6431 

0 

0 

0 

5.0489 


Respuesta de vibración libre de un sistema de varios grados de libertad 


Trace la respuesta de vibración libre, x¡(f), .r 2 (í) y x?fj) del sistema considerado en el ejemplo 6.15 para los 
siguientes datos: x 10 = 1 . 0 , k = 4000 y m = 10 . 

Solución: Las ecuaciones (E.7) a (E.9) del ejemplo 6.15 dan la respuesta de vibración libre de las masas, x¡(f), 
x 2 (t) y x 3 <»- 


% Ex6_21.m 
xlO = 1.0; 
k = 4000; 
m = 10; 

for i = 1: 1001 

t(i) = 5* (i-1) / 1000; 

xl (i) = xlO * ( 0.1076 * eos (0.44504 * sqrt (k/m) * t (i)) + 
0.5431 * eos (1.2471*sqrt(k/m) *t(i)) + 0.3493 * 
eos (1.8025*sqrt (k/m) *t (i)) ); 
x2 (i) = xlO * ( 0.1939 * eos (0.44504 * sqrt (k/m) * t(i)) + 
0.2417 * eos (1.2471*sqrt (k/m) *t(i)) - 0.4355 * 
eos (1.8025*sqrt (k/m) *t(i)) ); 
x3 (i) = xlO * ( 0.2418 * eos (0.44504 * sqrt(k/m) * t(i)) - 
0.4356 * eos (1.2471*sqrt (k/m) *t(i)) + 0.1937 * 
eos (1.8025*sqrt (k/m) *t(i)) ); 

end 

subplot (311); 
plot (t, xl) ; 
ylabel ( 1 xl (t) 1 ) ; 
subplot (312); 
plot (t, x2); 
ylabel ( 1 x2 (t) 1 ) ; 
subplot (313); 
plot (t, x3); 
ylabel (’x3 (t) 1 ) ; 

xlabel ( 1 1'); 
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Ejemplo 6.22 


Respuesta de vibración forzada de un sistema de varios grados de libertad 


Encuentre y trace la respuesta de vibración forzada del martillo de forja considerado en el ejemplo 6.17 resol¬ 
viendo las ecuaciones diferenciales regentes. Suponga que las condiciones iniciales son cero. 


Solución: Las ecuaciones regentes están dadas por 

[m]x(t) + [k]x(t) = F(t) 


(E.l) 


con 


[m] = 10 5 


2 

0 


0 

2.5 


[k] = 10 6 


150 

-150 


-150 

225 


F(t) = 



donde F x {t) es una función escalonada de magnitud 25 000 N y duración 0 £ í £ 0.1 s. 

Las ecuaciones (E.l) se pueden expresar como un conjunto de cuatro ecuaciones diferenciales de primer 
orden acopladas como 


h = % 

F\ k { k x 

y i — - yi 5 - y3 

ni\ m¡ m\ 


>4 

k\ ko 

— yi — 
m 2 m 2 


y3 = 
y 4 = 
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donde Vi = Jq, y 2 = x h y 3 = x 2 , y 4 = x 2 , = 2 X 10 5 , m 2 = 2.5 X 10 5 , k\ = 150 X 10 6 y k 2 = 225 X 10 6 . 

Utilizando los valores iniciales de todas las y¡ = 0, se obtienen los siguientes resultados: 


% Ex6_22.m 

% Este programa utilizará la función dfunc6_21.ni, deberán 
% estar en la misma carpeta 
tspan = [0: 0.001: 10]; 
yO = [0; 0; 0; 0]; 

[t, y] = ode23 ( 1 dfunc6_21 1 , tspan, yO); 

subplot (211); 

píot (t, y(:, 1)); 

xlabel ( 1 t 1 ); 

ylabel ( 1 xl (t) 1 ); 

subplot (212); 

píot (t, y(:, 3)); 

xlabel ( 1 t'); 

ylabel (’x2 (t) 1 ); 

% dfunc6_21.m 

function f = dfunc6_21 (t, y) 

f = zeros (4, 1); 

mi = 2*le5; 

m2 = 2.5*le5; 

kl = 150 * le6; 

k2 = 225 * le6; 

F1 = 25000 * (stepfun (t, 0) - stepfun (t, 0.1)); 
f(l) = y(2); 

f(2) = Fl/ml + kl * y(3) /mi - kl * y(l) /mi; 
f (3) = y (4) ; 

f(4) = -k2 * y(3) /m2 + kl * y(l) /m2; 


X 10“ 4 



X 10“ 4 
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Ejemplo 6.23 


Ejemplo 6.24 


Raíces de una ecuación polinomíal 


Utilizando MATLAB. encuentre las raíces del polinomio 

f(x) = * 3 — 6x 2 + 11* — 6 = 0 


Solución: 


>> roots ( [1 -6 11 -6]) 
ans = 


3.0000 

2.0000 

1.0000 


>> 


Respuesta de vibración forzada de un sistema amortiguado 

Encuentre la respuesta de vibración forzada de un sistema amortiguado de varios grados de libertad con ecua¬ 
ciones de movimiento 

[m]x + [c]x + [k]x = / (E.l) 

con 


m] = 

100 0 0 

0 10 0 

, [c] = 100 

4-2 0 

-2 4 -2 

, [k] = 1000 

8-4 0 

-4 8 -4 

7 = 

0 

¡i! 

0 10_ 

> Fq COS Wt 


0-2 2_ 


0 -4 4_ 


con F 0 = 50 y w = 50. Suponga condiciones iniciales cero. 

Solución: Las ecuaciones (E.l) se pueden volver a escribir como un sistema de seis ecuaciones diferenciales 
de primer orden 


y\ = V 2 


Fq 400 200 8000 4000 

V? = -eos COt - Vt H-v 4 -Vi -I-Vs 

72 10 10 10 4 10 •' 10 


y?> = >4 


Fq 200 400 200 4000 8000 4000 

V4 = — eos (ot H-v?-V4 “t-Vfi H-Vi-Vs H-y<¡ 

74 1Q 1Q 72 jQ 74 1Q 76 JQ • 1 1Q " 1Q ■*> 


V5 = V6 


Fq 200 200 4000 4000 

Ve = TA cos wt + ATT y4 TÍT % + V3-?5 


10 


10 


10 


10 


10 


donde y, = x h y 2 = x h y 3 = x 2 , V 4 = x 2 , V 5 = -« 3 , y V6 = x 3 . 
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Utilizando los valores iniciales cero de todas las y¡, la solución se puede hallar como sigue. 


% Ex6_24.m 

% Este programa utilizará la función dfunc6_23.ni, deberán 
% estar en la misma carpeta 
tspan = [0: 0.01: 10]; 

yO = [0; 0; 0; 0; 0; 0] ; 

[t, y] = ode23 ('dfunc6_23', tspan, yO); 

subplot (311); 

píot (t, y (:, 1)); 

xlabel ( 1 1 1 ); 

ylabel ( 1 xl (t) 1 ); 

subplot (312); 

píot (t, y (:, 3)); 

xlabel ( 1 1 1 ); 

ylabel ( 1 x2 (t) 1 ); 

subplot (313); 

píot (t, y (:, 5)); 

xlabel ( 1 1 1 ); 

ylabel (’x3 (t) 1 ); 

% dfunc6_23.m 

function f = dfunc6_23 (t, y) 
f = zeros (6, 1); 

F0 = 50.0; 
w = 50.0; 
f (1) = y (2) ; 

f(2) = F0*cos(w*t)/100 - 400*y(2)/100 + 200*y(4)/100 - 8000*y(1)/100 
+ 4000*y(3)/100; 
f (3) = y (4) ; 

f(4) = F0*cos(w*t)/10 + 200*y(2)/10 - 400*y(4)/10 + 200*y(6)/10 
+ 4000*y(l)/10 - 8000*y(3)/10 + 4000*y(5)/10; 
f (5) = y (6) ; 

f(6) = F0*cos(w*t)/10 + 200*y(4)/10 - 200*y(6)/10 + 4000*y(3)/10 
- 4000*y(5)/10; 
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Ejemplo 6.25 


Ejemplo 6.26 


Programa para generar el polinomio característico 

Desarrolle un programa de computadora general llamado Program7 .m para generar el polinomio caracte¬ 
rístico correspondiente a una matriz cuadrada dada. Use el programa para generar el polinomio característico 
correspondiente a la matriz 


[A] 


2-1 0 

-1 2 -1 
0-1 2 


Solución: El programa Program7 .m se desarrolla para que acepte los siguientes datos de entrada: 
n = orden de la matriz [A] 

[a] = matriz dada [A] 

El programa genera los siguientes resultados: 

pcf = vector de coeficientes del polinomio comenzando a partir del término constante 


>> program7 

expansión polinomial de una ecuación en forma de determinante 
datos: determinante A: 

2.000000e+000 -1.000000e+000 0.000000e+000 

-1.000000e+000 2.000000e+000 -1.000000e+000 

0.000000e+000 -1.000000e+000 2.000000e+000 

resultado: coeficientes polinomiales en 

pcf(np)*(x^n)+pcf(n)*(x A (n-1))+...+pcf(2)+pcf(1)=0 

-4.000000e+000 1.000000e+001 -6.000000e+000 1.000000e+000 


Programa para análisis modal de sistemas de varios grados de libertad 

Desarrolle un programa MATLAB, llamado Program8 . m para determinar la respuesta de un sistema de va¬ 
rios grados de libertad mediante un análisis modal. Use el programa para encontrar la solución de un sistema 
con los siguientes datos: 

Matriz de masa: 


[m] 


1 0 0 

0 1 o 

0 0 1 


Matriz modal (con los modos como columnas; los modos no se hacen m-ortogonales): 


[ev] = 


1.0000 

1.8019 

2.2470 


1.0000 

0.4450 

-0.8020 


1.0000 

-1.2468 

0.5544 
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Frecuencias naturales = új¡ = 0.89008, co 2 = 1.4942, tu 3 = 3.6050 
Relaciones de amortiguamiento modal = £¡ = 0.01, i = 1, 2, 3 
Vector de fuerzas aplicadas a las diferentes masas: 

- H 

F(t) = < Fq > eos wt ; F 0 = 2.0, w = 3.5 

UJ 

Condiciones iniciales: x(0) = 0, x(0) = 0 

Solución: Se desarrolla el programa Program8 .m para que acepte los siguientes datos de entrada: 
n = grados de libertad del sistema 

nvec = cantidad de modos que se utilizarán en el análisis modal 
xm = matriz de masa de tamaño n X n 
ev = matriz modal de tamaño n X nvec 

z = vector de tamaño nvec = vector de relaciones de amortiguamiento modal 

om = vector de tamaño nvec = vector de frecuencias naturales 

/ = vector de fuerzas aplicadas a masas, de tamaño n 

x 0 = desplazamientos iniciales de masas, vector de tamaño n 

xd 0 = velocidades iniciales de masas, vector de tamaño n 

nstep = cantidad de estaciones de tiempo o puntos de integración r¡, í 2 . • • • í ns te P 

delt = intervalo entre estaciones de tiempo consecutivas 

t — matriz de tamaño nstep que contiene tiempos í 2 , ..., f nstep 
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El programa arroja los siguientes resultados: 


x = matriz de tamaño n X nstep = desplazamientos de las masas m x , m n ,..., m n en varias estaciones de 
tiempo f|, t 2 , ..., í nstep 


>> program8 


Respuesta de un sistema obtenida mediante análisis modal 


Coordenada 1 
1.21920e-002 
2.47 032e-001 
8.91432e-002 
-3.40630e-001 

Coordenada 2 
1.67985e-002 
3.61844e-001 
2.14565e-001 
-4.61071e-001 

Coordenada 3 
1.99158e-002 
4.17552e-001 
2.16699e-001 
-4.98474e-001 


4.62431e-002 
2.68028e-001 
-6.7 9439e-003 
-3.70023e-001 


6.40135e-002 
4.04095e-001 
8.53051e-002 
-5.43061e-001 


7.57273e-002 
4.60976e-001 
6.81361e-002 
-5.65957e-001 


9.57629e-002 
2.63214e-001 
-1.07562e-001 
-3.69745e-001 


1.33611e-001 
4.13212e-001 
-5.99475e-002 
-5.85566e-001 


1.57485e-001 
4.64416e-001 
-9.29091e-002 
-5.884 90e-001 


1.52151e-001 
2.30339e-001 
-2.02928e-001 
-3.41725e-001 


2.14742e-001 
3.84326e-001 
-2.08242e-001 
-5.86381e-001 


2.51794e-001 
4.23358e-001 
-2.50823e-001 
-5.67173e-001 


2.05732e-001 
1.70727e-001 
-2.83237e-001 
-2.91231e-001 


2.94996e-001 
3.16843e-001 
-3.46109e-001 
-5.47871e-001 


3.43491e-001 
3.387 09e-001 
-3.90355e-001 
-5.08346e-001 


Resumen del capítulo 

El análisis de sistemas de varios grados de libertad requiere manipulaciones algebraicas tediosas. Para sim¬ 
plificar las manipulaciones se puede utilizar la representación matricial. Derivamos las ecuaciones de movi¬ 
miento por medio de tres métodos diferentes: la segunda ley del movimiento de Newton, los coeficientes de 
influencia y las ecuaciones de Lagrange. Presentamos el cálculo de las frecuencias naturales con la solución 
del problema de valor eigen. Utilizamos el procedimiento de análisis modal para la vibración libre y forzada de 
sistemas no amortiguados y sistemas proporcionalmente amortiguados. Por último, presentamos la solución 
de vibración libre y forzada de problemas de varios grados de libertad utilizando MATLAB. 

Ahora que ya terminó este capítulo, usted deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver los 
problemas que se presentan a continuación. 
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Preguntas de repaso 

6.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. Defina los coeficientes de influencia de flexibilidad y rigidez. ¿Cuál es la relación entre ellos? 

2. Escriba las ecuaciones de movimiento de un sistema de varios grados de libertad en forma matri- 
cial utilizando 

a. la matriz de flexibilidad y 

b. la matriz de rigidez 

3. Exprese las energías potencial y cinética de un sistema de n grados de libertad, mediante notación 
matricial. 

4. ¿Qué es una matriz de masa generalizada? 

5. ¿Por qué la matriz de masa [m] es siempre definida positiva? 

6 .¿La matriz de rigidez [k] es siempre positiva definida? ¿Por qué? 

7. ¿Cuál es la diferencia entre coordenadas generalizadas y coordenadas cartesianas? 

8. Establezca las ecuaciones de Lagrange. 

9. ¿Qué es un problema de valor eigen? 

10. ¿Qué es una forma de modo? ¿Cómo se calcula? 

11. ¿Cuántas frecuencias naturales distintas pueden existir para un sistema de n grados de libertad? 

12. ¿Qué es una matriz dinámica? ¿Cuál es su uso? 

13. ¿Cómo se deriva la ecuación de frecuencia para un sistema de varios grados de libertad? 

14. ¿Qué significa ortogonalidad de modos normales? ¿Qué son los vectores modales ortonormales? 

15. ¿Qué es una base en un espacio de n dimensiones? 

16. ¿Qué es el teorema de expansión? ¿Cuál es su importancia? 

17. Explique el procedimiento de análisis modal. 

18. ¿Qué es un modo de cuerpo rígido? ¿Cómo se determina? 

19. ¿Qué es un sistema degenerado? 

20. ¿Cómo podemos hallar la respuesta de un sistema de varios grados de libertad utilizando solamen¬ 
te los primeros modos? 
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21. Defina la función de disipación de Rayleigh. 

22. Defina estos términos: amortiguamiento proporcional, relación de amortiguamiento moda!, factor 
de participación moda!. 

23. ¿Cuándo obtenemos valores eigen complejos? 

24. ¿Cómo se usa el criterio de Routh-Hurwitz? 

6.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. Para un sistema de varios grados de libertad, se puede escribir una ecuación de movimiento por 
cada grado de libertad. 

2. La ecuación de Lagrange no se puede utilizar para derivar las ecuaciones de movimiento de un 
sistema de varios grados de libertad. 

3. Las matrices de masa, rigidez y amortiguamiento de un sistema de varios grados de libertad siem¬ 
pre son simétricas. 

4. El producto de las matrices de rigidez y flexibilidad de un sistema siempre es una matriz de iden¬ 
tidad. 

5. El análisis modal de un sistema de n grados de libertad se puede realizar por medio de r modos con 
/• < n. 

6. Para un sistema amortiguado de varios grados de libertad, todos los valores eigen pueden ser com¬ 
plejos. 

7. La relación de amortiguamiento modal indica amortiguamiento en un modo normal particular. 

8. Un sistema de varios grados de libertad puede tener seis de las frecuencias naturales iguales a cero. 

9. Las coordenadas generalizadas siempre tendrán la longitud unitaria. 

10. Las coordenadas generalizadas son independientes de las condiciones de restricción del sistema. 

11. La matriz de masa generalizada de un sistema de varios grados de libertad siempre es diagonal. 

12. Las energías potencial y cinética de un sistema de varios grados de libertad siempre son cantidades 
cuadráticas. 

13. La matriz de masa de un sistema siempre es simétrica y definida positiva. 

14. La matriz de rigidez de un sistema siempre es simétrica y definida positiva. 

15. El modo de cuerpo rígido también se llama modo cero. 

16. Un sistema no restringido también se conoce como sistema semidefinido. 

17. La segunda ley del movimiento de Newton siempre se puede utilizar para derivar las ecuaciones de 
movimiento de un sistema vibratorio. 

6.3 Escriba en cada uno de los siguientes espacios en blanco la palabra correcta. 

1. La constante de resorte indica la_necesaria para producir un alargamiento unitario. 

2. El coeficiente de influencia de flexibilidad a¡j indica la deflexión en el punto_debido a 

una carga unitaria aplicada en el punto_. 

3. La fuerza en el punto i producida por un desplazamiento unitario en el punto j, cuando todos los 

puntos además del punto j están fijos, se conoce como coeficiente de influencia de_. 

4. Las formas de modo de un sistema de varios grados de libertad son_. 

5. Las ecuaciones de movimiento de un sistema de varios grados de libertad se pueden expresar en 

función de los coeficientes de_. 

6. Las ecuaciones de Lagrange se expresan en función de coordenadas_. 

7. El valor de la delta de Kronecker {8¡j) es 1 para todas las i = j y_para todas las i # j. 

8. La matriz de rigidez de un sistema semidefinido es_. 

9. Un sistema de varios grados de libertad puede tener a lo sumo_de cuerpo rígido. 
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10. Cuando el vector de solución se indica como una combinación lineal de los modos normales como 

n 

x(t ) = 2 las coordenadas generalizadas qft) también se conocen como coeficientes 

i=l 

de participación de_. 

11. Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes en un espacio de n dimensiones se 

llama_. 

12. La representación de un vector de n dimensiones arbitrario como una combinación lineal de n 

vectores linealmente independientes se conoce como teorema de_. 

13. El análisis_está basado en el teorema de expansión. 

14. El análisis modal básicamente_las ecuaciones de movimiento. 

15. Los valores eigen de un sistema de varios grados de libertad forman un_en el espacio 

de n dimensiones. 

16. La aplicación de las ecuaciones de Lagrange requiere la disponibilidad de_expresiones. 

17. La ecuación en forma de determinante | [£] — u> 2 \m\\ = 0, se conoce como ecuación_. 

18. La simetría de las matrices de rigidez y flexibilidad se debe al teorema de reciprocidad_. 

19. El teorema de reciprocidad de Maxwell establece que los coeficientes de influencia son_. 

20. La matriz de rigidez es positiva definida sólo si el sistema es_. 

21. Durante la vibración libre de un sistema no amortiguado, todas las coordenadas tendrán movi¬ 
miento _. 

22. En amortiguamiento proporcional, se supone que la matriz de amortiguamiento es una combina¬ 
ción lineal de las matrices de_y_. 


Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones dadas: 

1. La cantidad de frecuencias naturales distintas para un sistema de n grados de libertad puede ser 

a. 1 b. oo c. n 

2. La matriz dinámica [D] está dada por 

a. [k]~ l [m] b. [íw] _1 [fc] c. [/r][m] 

3. La ortogonalidad de los modos implica 

a. f« 7 [m]x(^ = 0 únicamente 

b. X^ [k]X^ = 0 únicamente 

c. X® T [m]xU'> = 0yX^ T [k]X^ = 0 

4. La matriz modal, [X], está dada por 


a. [X] = 


b. [X] = 


xW 

c. [X] = [k]~ l [m] 


X (1) X (2) X« 


xW T 


5. La función de disipación de Rayleigh se utiliza para generar una 

a. matriz de rigidez 

b. matriz de amortiguamiento 

c. matriz de masa 
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6. La ecuación característica de un sistema de n grados de libertad es 

a. una ecuación trascendental 

b. un polinomio de grado n 

c. una ecuación diferencial de orden n 

7. La frecuencia natural fundamental de un sistema es 

a. el valor máximo b. el valor mínimo c. cualquier valor 

8. El amortiguamiento negativo conduce a 

a. inestabilidad 

b. convergencia rápida 

c. oscilaciones 

9. El criterio de Routh-Hurwitz se puede utilizar para investigar 

a. la convergencia de un sistema 

b. las oscilaciones de un sistema 

c. la estabilidad de un sistema 

10. Las matrices de rigidez y flexibilidad están relacionadas como 

a. \k\ = [o] b. \k\ = [«]-! c. \k\ = \a\ r 

11. Un sistema para el cual [L] es positiva y \m \ es positiva definida se llama 

a. sistema semidefinido 

b. sistema positivo definido 

c. sistema indefinido 

12. [m]-ortogonalidad de vectores modales implica 

a. X^ T [m]X^ = 0 

b. X ( ' )T [m]X w = 0 

c. [X] T [m][X] = [coj] 

13. Se puede utilizar el análisis modal de manera conveniente para determinar la respuesta de un sis¬ 
tema de varios grados de libertad 

a. sometido a condiciones forzadas arbitrarias 

b. sometido a condición de vibración libre 

c. implicando varios modos 

6.5 Correlacione los elementos de las dos columnas siguientes: 


\x T [m]X 

a. igual a cero produce los valores característicos 

\ X T [m]X 

b. igual a [cof] cuando los modos son normalizados 

X^ T [m]X^ 

c. energía cinética del sistema 


d. igual a cero cuando los modos son ortogonales 

[X] T [k][X] 

e. igual a la matriz dinámica [D] 

[m]x + [k]~x 

f. energía de deformación del sistema 

|[L] - co 2 [m \| 

g. igual al vector de fuerza aplicada F 

[k]~ l [m] 

h. sigual a uno cuando los modos son ortogonales 
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Problemas 

Sección 6.3 Uso de la segunda ley de Newton para derivar ecuaciones de movimiento 

6.1-6.5 Derive las ecuaciones de movimiento por medio de la segunda ley del movimiento de Newton, para 
cada uno de los sistemas que se muestran en las figuras 6.18 a 6.22. 


*i(f) 




5 k 


m 






|—►* 2(0 




I—► *i(‘) 


I—► *3(0 


Figura 6.18 



I 

m 




Figura 6.20 


Figura 6.21 
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Cantidad de dientes en el engrane G¡ = n¡ (i = 1 a 6) 

Momento de inercia de masa del engrane G¡ = /,- (/ = 1 a 6) Figura 6.22 


6.6 Un automóvil se modela como se muestra en la figura 6.23. Derive las ecuaciones de movimiento por 
medio de la segunda ley del movimiento de Newton. 



Figura 6.23 


6.7 Las ecuaciones de movimiento derivadas utilizando los desplazamientos de las masas x 3 , x 2 y x 3 como 
grados de libertad en la figura 6.12 (ejemplo 6.10) conducen a matrices de masa y rigidez simétricas 
en la ecuación (E.3) del ejemplo 6.10. Exprese las ecuaciones de movimiento, (E.3) del ejemplo 6.10, 
utilizando x l ,x 2 - x¡ y x 3 - x 2 como grados de libertad en la forma: 

[m]y + \k)y = 0 

donde 



Demuestre que las matrices de masa y rigidez resultantes [m] y [k] son no simétricas. 

6.8 Un análisis de vibración simplificado de un avión considera los movimientos de rebote y cabeceo (figu¬ 
ra 6.24(a)). Para esto se utiliza un modelo compuesto de una barra rígida (correspondiente al fuselaje del 
avión) soportada por dos resortes (correspondientes a las rigidices de los trenes de aterrizaje principal y 
delantero) como se muestra en la figura 6.24(b). El análisis se puede realizar utilizando tres sistemas de 
coordenadas diferentes como se muestra en la figura 6.24(c)-(e). Derive las ecuaciones de movimiento 
en los tres sistemas de coordenadas e identifique el tipo de acoplamiento asociado con cada sistema de 
coordenadas. 
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ki(x — ad) k 2 (x + bd) 

(c) 



(e) 


Figura 6.24 


6.9 Considere el sistema de dos grados de libertad que se muestra en la figura 6.25 con — m 2 = 1 y 
k x = k 2 = 4. Las masas m¡ y m 2 se mueven sobre una superficie irregular para la cual las constantes de 
amortiguamiento viscoso se pueden suponer como c { = c 2 = 2. 

a. Derive las ecuaciones de movimiento del sistema. 

b. Encuentre las frecuencias y las formas de modo del sistema no amortiguado. 
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Figura 6.25 


6.10 


Para un análisis simplificado de la vibración de un avión en la dirección vertical, se puede utilizar un 
modelo de tres grados de libertad, como se muestra en la figura 6.26. Las tres masas indican las masas 
de las dos alas (m l = nu = ni) y el fuselaje (m 2 = 5 m). Las rigideces k l = k 2 = k corresponden a las 

3 El 

dos alas, las cuales se pueden modelar como vigas en voladizo de modo que k\ = k 2 = k = ——. 


a. Deríve las ecuaciones de movimiento del avión utilizando el modelo de tres grados de libertad. 

b. Utilizando las ecuaciones de movimiento derivadas en el inciso (a), encuentre las frecuencias y 
modos naturales del avión. Interprete los resultados. 



(a) 




(c) 


Figura 6.26 


6.11 En la figura 6.27 se muestra un modelo simplificado del tren de aterrizaje principal de un pequeño 
avión, con = 100 kg, m 2 = 5000 kg, k Y = 10 4 N/m y k 2 — 10 6 N/m. 

a. Encuentre las ecuaciones de movimiento del sistema. 

b. Encuentre las frecuencias y formas de modo del sistema. 




































Problemas 


585 



Figura 6.27 


Sección 6.4 Coeficientes de influencia 

6.12-6.17 Derive la matriz de rigidez de cada uno de los sistemas que se muestran en las figuras 6.18 a 6.23 
utilizando las coordenadas indicadas. 

6.18 Derive la matriz de flexibilidad del sistema que se muestra en la figura 5.39. 

6.19 Derive la matriz de rigidez del sistema que se muestra en la figura 5.39. 

6.20 Derive la matriz de flexibilidad del sistema que se muestra en la figura 5.42. 

6.21 Derive la matriz de rigidez del sistema que se muestra en la figura 5.42. 

6.22 Derive la matriz de masa del sistema que se muestra en la figura 5.42 

6.23 Encuentre los coeficientes de influencia de flexibilidad y rigidez del sistema torsional que se 
muestra en la figura 6.28. También escriba las ecuaciones de movimiento del sistema. 



Compresor Turbina Generador 


( Jdl ) Me) Mo) 


Figura 6.28 


6.24 Encuentre los coeficientes de influencia de flexibilidad y rigidez del sistema que se muestra en la 
figura 6.29. También derive las ecuaciones de movimiento del sistema. 
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^ M5 MI M8 


"! KCW "> KBB'I 

I 


Figura 6.29 


6.25 El ala de un avión, figura 6.30(a), se modela como un sistema de masa concentrada de tres grados de 
libertad como se muestra en la figura 6.30(b). Derive la matriz de flexibilidad y las ecuaciones de mo¬ 
vimiento del ala suponiendo que todas las A¡ = A, (EI)¡ = El, l¡ = l y que la raíz está fija. 



Figura 6.30 




Xi x 2 x 3 


(b) 


6.26 Determine la matriz de flexibilidad de la barra uniforme que se muestra en la figura 6.31. Ignore la masa 
de la viga comparada con las masas concentradas colocadas sobre la viga y suponga que todas las l¡ = /. 


'/ - - - Jz 

^ m ! m 2 m 2 // 

I 





2 

m 2 

\ 1 V 

■* — h — 

<— 13 —► 

-¿4->- 

V/ 

* 


ki \ u K': 


Figura 6.31 


Figura 6.32 


6.27 Derive las matrices de flexibilidad y rigidez del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.32 
suponiendo que todas las superficies que están en contacto están libres de fricción. 

6.28 Derive las ecuaciones de movimiento de la cuerda estirada que lleva tres masas, como se muestra en la 
figura 6.33. Suponga que los extremos de la cuerda están fijos. 

6.29 Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 6.34. 
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Figura 6.34 


6.30 Cuatro resortes idénticos, cada uno con una rigidez k, están dispuestos simétricamente a 90° uno 
de otro, como se muestra en la figura 2.65. Encuentre el coeficiente de influencia del punto de 
unión en una dirección arbitraria. 

6.31 Demuestre que la matriz de rigidez del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.3(a) 
es una matriz de banda a lo largo de la diagonal. 

6.32-6.36 Derive la matriz de masa de cada uno de los sistemas que se muestran en las figuras 6.18 a 6.22 
utilizando las coordenadas indicadas. 

6.37 El coeficiente de influencia de masa inverso b¡j se define como la velocidad inducida en el punto i 
por un impulso unitario aplicado en el punto j. A partir de esta definición derive la matriz de masa 
inversa del sistema que se muestra en la figura 6.4(a). 

Sección 6.6 Coordenadas generalizadas y fuerzas generalizadas 

6.38 Para el edificio de cuatro pisos sometido a cortante que se muestra en la figura 6.35, no hay rota¬ 
ción de la sección horizontal al nivel de los pisos. Suponiendo que los pisos son rígidos y que la 
masa total está concentrada en los niveles de los pisos, derive las ecuaciones de movimiento del 
edificio utilizando (a) la segunda ley del movimiento de Newton y (b) las ecuaciones de Lagrange. 


Sección 6.7 Uso de las ecuaciones de Lagrange para derivar ecuaciones de movimiento 

6.39 Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 6.36 utilizando las 
ecuaciones de Lagrange con x y 0 como coordenadas generalizadas. 

6.40 Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 5.12(a), utilizando 
las ecuaciones de Lagrange con (a) x 1 y x 2 como coordenadas generalizadas, y (b) x y 6 como 
coordenadas generalizadas. 

6.41 Derive las ecuaciones de movimiento del sistema que se muestra en la figura 6.29 utilizando las 
ecuaciones de Lagrange. 
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Figura 6.36 


6.42 Derive las ecuaciones de movimiento del péndulo triple que se muestra en la figura 6.10 utilizan¬ 
do las ecuaciones de Lagrange. 

6.43 Cuando un avión (vea la figura 6.37(a)) experimenta vibraciones simétricas, el fuselaje se puede 
idealizar como una masa central concentrada M 0 y las alas se pueden modelar como barras rígidas 
con masas M en sus extremos, como se muestra en la figura 6.37(b). La flexibilidad entre las alas 
y el fuselaje se puede representar por medio de dos resortes torsionales de rigidez k t cada uno. (a) 
Derive las ecuaciones de movimiento del avión, utilizando las ecuaciones de Lagrange con x y 6 
como coordenadas generalizadas, (b) Encuentre las frecuencias y modos naturales del avión, (c) 
Encuentre la constante de resorte torsional para que tenga la frecuencia natural de vibración, en 
modo torsional, mayor que 2 Hz cuando M 0 = 1000 kg, M = 500 kg y / = 6 m. 




(b) 


Figura 6.37 


6.44-6.48 Use las ecuaciones de Lagrange para derivar las ecuaciones de movimiento de cada uno de los 
sistemas que se muestran en las figuras 6.18 a 6.22. 
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Sección 6.9 Problema de valor eigen 

6.49 Formule el problema de valor eigen del ejemplo 6.11 en función de las coordenadas q l =x l ,q 2 = x 2 -x l 
y q 3 = x 2 -x 2 , y solucione el problema resultante. Compare los resultados obtenidos con los del ejemplo 
6.11 y saque conclusiones. 

6.50 Derive la ecuación de frecuencia del sistema que se muestra en la figura 6.29. 


Sección 6.10 Solución del problema de valor eigen 

6.51 Encuentre las frecuencias y formas de modo del sistema que se muestra en la figura 6.6(a) cuando 
k x = k, k 2 = 2 k, k 3 = 3 k, m l = m, m 2 = 2 m, y m 3 = 3 m. Trace las formas de modo. 

6.52 Formule la ecuación matricial y determine los tres modos principales de vibración para el sistema que 
se muestra en la figura 6.6(a) con k l = 3 k, k 2 = fc 3 = k, m¡ = 3m y m 2 = m 3 = m. Verifique la ortogo- 
nalidad de los modos determinados. 


6.53 Encuentre las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 6.10 con l l = 20 cm, l 2 — 
30 cm, / 3 = 40 cm, m l = 1 kg, m 7 = 2 kg y m 3 = 3 kg. 

6.54* (a) Encuentre las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 6.31 con m¡ = m 2 = m 3 
= m y Z¡ = l 2 = / 3 = Z 4 = //4. (b) Encuentre las frecuencias naturales de la viga cuando m = 10 kg, 1 = 
0.5 m, la sección trasversal es una sección circular sólida con diámetro de 2.5 cm y el material es acero, 
fe) Considere utilizar una sección transversal rectangular hueca, rectangular sólida, o circular hueca 
para la viga, para lograr las mismas frecuencias naturales que en (b). Identifique la sección transversal 
correspondiente al peso mínimo de la viga. 


6.55 La ecuación de frecuencia de un sistema de tres grados de libertad está dada por 


A - 5 ~ 3 

- 3 A - 6 

- 1 - 2 


- 2 
- 4 
A - 6 


= 0 


Encuentre las raíces de esta ecuación. 


6.56 Determine los valores eigen y vectores eigen del sistema que se muestra en la figura 6.29, con k l = k 2 
= k 2 = k 4 = k y m¡ = m 2 = m 3 = ni. 

6.57 Encuentre las frecuencias y formas de modo del sistema que se muestra en la figura 6.29 para k í = k 2 
= k 2 = k A = k, = 2 m, m 2 = 3 m y ;n 3 = 2 m. 

6.58 Encuentre las frecuencias naturales y modos principales del péndulo triple que se muestra en la figura 
6.10, suponiendo que / 3 = l 2 = / 3 = l y m l — m 2 = ;n 3 = m. 

6.59 Encuentre las frecuencias y modos naturales del sistema considerado en el problema 6.27 con m l = m, 
m 2 = 2 m, ;n 3 = m, k l = k 2 = k y k 2 = 2 k. 

6.60 Demuestre que las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 6.6(a) con k l = 3 k, 
k 2 = k 3 — k, nij = 4 m, m 2 — 2m y m 3 = m, son co l = 0.46 \Zk¡m, w 2 = \k/m, y ai 3 = 1.34 \/kJm. 
Encuentre los vectores eigen del sistema. 


* El asterisco indica un problema sin respuesta única. 
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6.61 Encuentre las frecuencias naturales del sistema considerado en el problema 6.28 con m l = 2 m, m 2 = in, 
m 3 = 3 m y /¡ = l 2 = / 3 = / 4 = /. 

6.62 Encuentre las frecuencias naturales y modos principales del sistema torsional que se muestra en la figu¬ 
ra 6.28 para (GJ)¡ = GJ, i = 1, 2, 3, 4, J dl = J d2 = J d3 = J 0 y /[ = l 2 = Z 3 = / 4 = /. 

6.63 La matriz de masa \m] y la matriz de rigidez [fe] de una barra uniforme son 


“l 

0 

o" 

r n 2AE 

i 

-i 

0" 

0 

2 

0 

y [k] = — 

- 1 

2 

-1 

0 

0 

\ 

0 

- 1 

1_ 


donde p es la densidad, A es el área de sección transversal, E es el módulo de Young y / es la longitud 
de la barra. Encuentre las frecuencias naturales del sistema al buscar las raíces de la ecuación caracte¬ 
rística. Incluso encuentre los modos principales. 


6.64 La matriz de masa de un sistema vibrador 


[m] 


1 0 0 
0 2 0 
0 0 1 


y los vectores eigen por 


1 

-1 

1 



y 


Encuentre la matriz modal [m]-ortonormal del sistema. 


6.65 Para el sistema que se muestra en la figura 6.38, (a) determine el polinomio característico A(tu 2 ) = 
det| [fe] — ín 2 [m]|; (b) trace A(&P) desde o) 2 = 0 hasta co 2 = 4.0 (aplicando incrementos A<v 2 = 0.2), y 
(c) encuentre wj 1 , w 2 , y tuf. 


* 2(0 



*i(0 


*3(0 


\\\\Y 


\\\\Y 


Figura 6.38 
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6.66 (a) Se sabe que dos de los vectores eigen de un sistema vibratorio deben ser 


í 0.27549461 

1 

í 0.6916979 ) 

0.3994672 

y 

0.2974301 ) 

[ 0.4490562 J 

1 

[ -0.3389320 J 


Compruebe que éstos son ortogonales con respecto a la matriz de masa 


[m] 


1 0 0 
0 2 0 
0 0 3 


Encuentre el vector eigen [m]-ortogonal restante, (b) Si la matriz de rigidez del sistema está dada por 


6-4 0 

-4 10 0 

0 0 6 _ 

determine todas las frecuencias naturales del sistema, utilizando los vectores eigen del inciso (a). 

6.67 Encuentre las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 16.18 param,- = m, i = 1, 2, 3. 

6.68 Encuentre las frecuencias naturales del sistema que se muestra en la figura 6.19 con m = 1 kg, 1= 1 m, 
k = 1000 N/m y c = 100 N-s/m. 


6.69 Considere el problema de valor eigen 

[k] - (of[m])xW = 0 

donde 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 



2 

-1 

0 


II 

-1 

2 

-1 

y [m] = m 


0 

-1 

1 



Encuentre las frecuencias naturales buscando las raíces de la ecuación característica 


\\m] J [k] - £u 2 [7]| = 0 

Compare sus resultados con los obtenidos en el ejemplo 6.11. 

6.70 Encuentre los valores eigen y los vectores eigen de la siguiente matriz: 



Sugerencia: El problema de valor eigen asociado con la matriz [A] se define como 

[[A] - A [I]]X = 0 


donde A es el valor eigen y X es el vector eigen. 
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6.71 Considere el problema de valor eigen 


donde 


[[&] — <n 2 [m]] X = 0 


[m] 


2 0 
0 1 


[k] = 


-4 


-4 

4 


Encuentre las frecuencias y las formas de modo del sistema: 

a. resolviendo la ecuación 

[[m]- l [k] - co 2 [I]]X = 0 

b. resolviendo la ecuación 

[-a> 2 [kY\m] + [7]]X = 0 

Compare los dos conjuntos de resultados y explique sus observaciones. 


6.72 Considere el problema de valor eigen 


1 0 

0 2 


6 -2 

-2 2 


(E.l) 


a. Encuentre las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema. 

b. Cambie las coordenadas en la ecuación (E.l) como X { = Y i y X 2 = 3 Y 2 y exprese el problema de 

V 


valor eigen en función del vector eigen Y = < >, resuélvalo, y encuentre las frecuencias natura- 

. K ?. J 

les y las formas de modo. 


c. Compare los resultados encontrados en los incisos (a) y (b) y proponga sus observaciones. 

6.73 Considere el problema de valor eigen 

A [m]X = [k]X (E.l) 


donde 


[m] 


1 0 
0 4 




y A = co 2 


La ecuación (E.l) se puede expresar como 

[D]X = \X 


donde 


[D]= [m? [*][*] 


-1 
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se llama matriz de rigidez normalizada. Determine la matriz de rigidez normalizada de masa y úsela 
para hallar los vectores eigen ortonormales del problema formulado en la ecuación (E. 1). 

Sugerencia: La raíz cuadrada de una matriz diagonal [m] de orden n, está dada por 



6.74 Una matriz definida positiva simétrica, como la matriz de masa de un sistema de varios grados de 
libertad [m], se puede expresar como el producto de una matriz triangular inferior, [L], y una matriz 
triangular superior [L\ T , como 


[m] = [L][Lf (E.l) 

utilizando un procedimiento conocido como método de Choleski [6.18], Para una matriz de orden 
3 X 3, la ecuación (E.l) se escribe como 


m ll 

'”12 

'”13 


^11 

0 

0 

¿11 

¿21 

¿31 

'”12 

"¡22 

"'23 

= 

^21 

¿22 

0 

0 

¿22 

¿32 

_ '”13 

m 23 

"'33 _ 


_-^31 

¿32 

¿33 _ 

_ 0 

0 

¿33 _ 


Multiplicando las matrices del lado derecho de la ecuación (E.2) e igualando cada uno de los elementos 
de la matriz 3X3 resultante al elemento correspondiente de la matriz del lado izquierdo de la ecuación 
(E.2), se puede identificar la matriz [ZJ. Utilizando este procedimiento, descomponga la matriz 


en la forma [L][L] r . 


[m] 


4 2 1 
2 6 2 
1 2 8 


Sección 6.12 Sistemas no restringidos 

6.75 Encuentre las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema que se muestra en la figura 6.14 
con m l = m, m 2 = 2 m, m¡ = 3 m y k l = kr, = k. 

6.76 Encuentre la matriz modal para el sistema semidefinido que se muestra en la figura 6.39 para J^= J 2 = 

¿3 ~ ¿o Ku ~ k,’ y k,2 ~ 2 k t . 



J 2 , d 2 


Figura 6.39 
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Sección 6.13 Vibración libre de sistemas no amortiguados 

6.77 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.29 
para Aq = k (i = 1, 2, 3, 4), m 1 = 2 m, m, = 3 m y m 3 = 2 m para las condiciones iniciales x¡(0) = x l0 y 
x 2 (0) = x 3 (0) = i](0) = ¿ 2 (0) = ¿ 3 (0) = 0. 

6.78 Encuentre la respuesta de vibración libre del péndulo triple que se muestra en la figura 6.10 
para l¡ = 1 (i = 1, 2, 3) y m¡ — m (i = 1, 2, 3) para las condiciones iniciales <^(0) = 0 2 (O) — 0, 
03(0) = 030, 0,(0) = 0 (/ = 1, 2, 3). 

6.79 Encuentre la respuesta de vibración libre de la cuerda tensada que se muestra en la figura 6.33 para 
m l = 2 m, m n = m, m 3 = 3 m y /,■ = /(/= 1, 2, 3, 4). Suponga las condiciones iniciales como x¡(0) = 
x 3 (0) = 0, x 2 (0) = x 20 , x¡( 0) = 0 (i = 1, 2, 3). 

6.80 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.6(a) 
para k l = k, k n = 2 k, k 3 — 3 k, m l = m, m 2 = 2 m y m 3 = 3 m correspondiente a las condiciones iniciales 
ri(0) = x w ,Xí(0) = 0(i = 1, 2, 3), y x 2 (0) = x 3 (0) = 0. 

6.81 Encuentre la respuesta de vibración libre del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.32 
para m l = m, m 2 = 2 m y m 3 = 3 m, k 3 = k 2 = k y k 3 = 2k correspondiente a las condiciones iniciales 
¿3(0) = ¿30, y *1(0) = x 2 (0) = x 3 (0) = JCi(0) = ¿ 2 (0) = 0. 

6.82 En el sistema de carros de carga que se muestra en la figura 6.14, el primer carro adquiere una velocidad 
¿o debido a un impacto. Encuentre la vibración libre resultante del sistema. Suponga m¡ = m (i = 1, 2,3) 
y Ay = k 2 = k. 

6.83 Encuentre la respuesta de vibración libre de un sistema de tres grados de libertad regido por la ecuación 


~1 

0 

o" 


2 

-1 

0" 

0 

1 

0 

x(t) + 100 

-1 

2 

-1 

0 

0 

1 


0 

-1 

1 


Suponga las condiciones iniciales como x,(0) = 0.1 y i,(0) = 0 \i— 1,2,3. 


Nota: En los ejemplos 6.11 y 6.12 se dan las frecuencias naturales y formas de modo del sistema. 

6.84 Utilizando el análisis modal, determine la respuesta de vibración libre de un sistema de dos grados de 
libertad con las siguientes ecuaciones de movimiento 



0 

1 


x(t) + 8 


x(t) = 0 


con las condiciones iniciales 


x(0) = 



x(0) = 


Considere las ecuaciones de vibración libre de un sistema no amortiguado de dos grados de libertad: 

[m]x + [A]x = 0 


6.85 
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a. Encuentre los vectores eigen ortonormales por medio de la matriz de rigidez de masa normalizada. 

b. Determine las coordenadas principales del sistema y obtenga las ecuaciones modales. 

6.86 Para el sistema de dos grados de libertad considerado en el problema 6.85, encuentre la respuesta de 
vibración libre Xj(r) y x 2 (f), por medio de la ecuación modal derivada en el problema 6.85 para las si¬ 
guientes condiciones iniciales: xi(0) = 2, x 2 (0) = 3, ii(0) = i 2 (0) = 0. 


6.87 Encuentre la respuesta de vibración libre del modelo de avión de tres grados de libertad considerado en 
el problema 6.10 para los siguientes datos: m = 5000 kg, / = 5 m, E = 7 Gpa, I = 8 X 10~ 6 m 4 . Su¬ 
ponga que las condiciones iniciales corresponden a las de una ráfaga de viento, lo que da por resultado 
jqfO) = 0, x 2 (0) = 0.1 m, x 3 (0) = 0, ¿i(0) = i 2 (0) = x 3 = 0. 

6.88 La solución de vibración libre de un sistema de dos grados de libertad se determina resolviendo la 
ecuación 


[m]x + [k\x = 0 


(E.l) 


con x 


x\ (0 

* 2(0 


utilizando las condiciones iniciales 


x{t = 0) = x 0 = M y x(t = 0) = x 0 = j* 10 j. 

I, *20 J (, *20 J 

Si w l y (o 2 son las frecuencias naturales y u\ y u 2 son las formas de modo del sistema obtenidas a partir 
de la ecuación característica 


[[m]í 2 + \k\\u = 0 


(E.2) 


con s = ±íU|, ±w 2 (raíces características), la solución de la ecuación (E.l), x(t), se puede hallar como 
una combinación lineal de diferentes soluciones como: 

x(t): C 1 w 1 <T i “ 1 ' + C 2 M 1 e +i “ 1 ' + C 3 u 2 e~ ia2 ' + C 4 M 2 e +i “ 2 ' (E.3) 

donde C¡, i = 1, 2, 3, 4, con constantes. Demuestre que la solución se puede expresar, en forma equiva¬ 
lente, como 


x(t) = A i sen(cop + 4>l) u \ + A 2 sen(co 2 f + <^ 2 )u 2 
donde A j, A 2 , </>i y </> 2 son constantes. 


(E.4) 


Sección 6.14 Vibración forzada de sistemas no amortiguados mediante análisis modal 

6.89 Determine las amplitudes de movimiento de las tres masas de la figura 6.40 cuando se aplica una fuerza 
armónica F(t) = F 0 sen wt a la masa inferior izquierda con m = 1 kg, k = I 000 N/m, F 0 = 5 N y co = 
10 rad/s utilizando el método de superposición de modo. 
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! 

m 

Figura 6.40 


6.90 (a) Determine las frecuencias naturales y las formas de modo del sistema torsional que se muestran en la 
figura 6.11 para k n = k t2 = k t3 = k, y J\ = J 2 — J 3 = Jo- (b) Si un par de torsión M t3 (t) = eos cot, con 
M, o = 500 N-m y co = 100 rad/s, actúa en el generador (J 3 ), encuentre la amplitud de cada componente. 
Suponga M n = M p = 0, k t = 100 N-m/rad y J 0 = 1 kg-m 2 . 

6.91 Con los resultados de los problemas 6.24 y 6.56, determine la matriz modal [X] del sistema que se 
muestra en la figura 6.29 y derive las ecuaciones de movimiento desacopladas. 

6.92 Se puede obtener una solución aproximada de un sistema de varios grados de libertad siguiendo el mé¬ 
todo de aceleración de modo. De acuerdo con este método, las ecuaciones de movimiento de un sistema 
no amortiguado, por ejemplo, se expresan como 

x = [k] -1 (F — [m] x) (E.l) 

y x se representa con los primeros r modos (r < n) como 

* = M 9 (E.2) 

nX 1 nXr rXl 

Puesto que ([i] — wf[m])X^ = 0. La ecuación (E.l) se escribe como 

kt) = W~ l F(t) - (E.3) 

í=l oj ¡ 

Encuentre la respuesta aproximada del sistema descrito en el ejemplo 6.19 (sin amortiguamiento), uti¬ 
lizando el método de aceleración de modo con r = 1. 

6.93 Determine la respuesta del sistema en el problema 6.51 alas condiciones iniciales .Vj(0) = 1, ij(0) = 0, 
x 2 (0) = 2, ic 2 (0) = 1, JC3(0) = l,y x 3 (0) = —1. Suponga k/m = 1. 
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6.94 Demuestre que las condiciones iniciales de las coordenadas generalizadas q¡(i) se pueden expresar en 
función de las correspondientes de las coordenadas físicas x¡(t) en el análisis modal como 

5(0) = [X] T [m]x( 0), q{ 0) = [X] r [m]x(0) 

6.95 En la figura 6.41 se muestra un modelo simplificado de una bicicleta con su ciclista. Encuentre el mo¬ 
vimiento vertical del ciclista cuando la bicicleta pasa por un desnivel en la carretera, como se muestra 
en la figura. 





| 0.05 m 


6.96 Encuentre la respuesta del péndulo triple que se muestra en la figura 6.10 para l¡ = 0.5 m (i = 1, 2, 3) 
y m¡ = 1 kg (7 = 1,2, 3) cuando se aplica un momento en la forma de un pulso rectangular de 0.1 N-m 
de magnitud y 0.1 s de duración a lo largo de la dirección de 0 3 . Suponga que el péndulo está en reposo 
en el instante t — 0. 


6.97 Encuentre la respuesta del sistema de resorte-masa que se muestra en la figura 6.6(a) para k l = k, k 2 = 
2 k, k l = 3k, m l = m, m 2 = 2 m y m 3 = 3 m con k = 10 4 N/m y m = 2 kg cuando se aplica una fuerza 
en la forma de un pulso rectangular de 1000 N de magnitud y 0.25 s de duración a la masa m¡ en la 
dirección de x¡. 

6.98 Considere un sistema de dos grados de libertad con la ecuación de movimiento [m]x + [k\x = /(í) 
con 


*] = 


1 0 
0 4 


W 


8 -2 

-2 2 


/(0 


f 1(0 
f 2 (t) 


a. Derive las ecuaciones modales para la respuesta de vibración forzada del sistema. 

b. Determine las condiciones que deben satisfacer/[(0 y/ 2 (0 para que puedan influir en ambos modos. 


Sección 6.15 Vibración forzada de sistemas viscosamente amortiguados 

6.99 Encuentre la respuesta de estado estable del sistema que se muestra en la figura 6.17 con k { = k 2 = k 3 = 
k 4 = 100 N/m, tq = c 2 = c 3 = c 4 = 1 N-s/m, m 1 = m 2 = m 3 = 1 kg, F 1 (t) = F 0 eos cot, F 0 = 10 N y 
(o = 1 rad/s. Suponga que el resorte k 4 y el amortiguador c 4 están conectados a un muro rígido por el extremo 
derecho. Use el método de impedancia mecánica descrito en la sección 5.6 para obtener la solución. 
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6.100 El ala de un avión, figura 6.42(a), se modela como un sistema de masa concentrada de doce grados de 
libertad como se muestra en la figura 6.42(b).Los primeros tres modos naturales, obtenidos experimen¬ 
talmente, se dan a continuación. 


Grados de libertad 

Forma de 

modo 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


0.0 

0.126 

0.249 

0.369 

0.483 

0.589 

0.686 

0.772 

0.846 

0.907 

0.953 

0.984 

1.000 

X(2) 

0.0 

-0.375 

-0.697 

- 0.922 

-1.017 

-0.969 

-0.785 

-0.491 

-0.127 

0.254 

0.599 

0.860 

1.000 

B 3 > 

0.0 

0.618 

1.000 

1.000 

0.618 

0.000 

-0.618 

- 1.000 

- 1.000 

-0.618 

0.000 

0.618 

1.000 



(a) 


*o 

(b) 



Figura 6.42 


Las frecuencias naturales correspondientes alos tres modos son a>¡ = 225rad/s ,ai 2 = 660rad/sy<w 3 = 
1100 rad/s. Si el fuselaje de un avión se somete a un movimiento vertical conocido x 0 (t), derive las 
ecuaciones desacopladas para determinar la respuesta dinámica del ala representándola como una com¬ 
binación lineal de los primeros tres modos normales. Sugerencia: La ecuación de movimiento del ala 
del avión se escribe de modo parecido a la ecuación (3.64) como 


[m] x + [c](x — xqUi) + [L](x — Xqui) = 0 


o 


[m]J + [c]x + [L]x = — x 0 [m]u¡ 


donde u¡ = {1, 0, 0, ..., 0} r es un vector unitario. 
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Sección 6.17 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

6.101 Utilizando MATLAB, encuentre los valores y vectores eigen con matrices de masa y rigidez dadas en 
el ejemplo 6.13. 


6.102 Utilizando MATLAB. encuentre y trace la respuesta de vibración libre del sistema descrito en el proble¬ 
ma 6.79 con los siguientes datos: x, 0 = 0.5, P = 100, / = 5, m = 2. 

6.103 Utilizando la función ode2 3 de MATLAB, encuentre y trace la respuesta de vibración forzada del 
sistema descrito en el problema 6.89. 


6.104 Utilizando la función roots de MATLAB, encuentre las raíces de la siguiente ecuación: 

f(x) = x l2 -2 = 0 

6.105 Encuentre la respuesta de vibración forzada de un sistema viscosamente amortiguado de tres grados de 
libertad con ecuaciones de movimiento: 
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Suponga condiciones iniciales cero. 


6.106 Utilizando la función ode2 3 de MATLAB, resuelva el problema 6.99 y trace jqít), x 2 (f) y x 3 (t). 


6.107 Utilizando el programa Program7 .m, genere el polinomio característico correspondiente a la matriz 


[A] = 


5 3 
3 6 
1 2 


2 

4 

6 


6.108 Utilizando el programa Program8 .m, encuentre la respuesta de estado estable de un sistema de tres 
grados de libertad con los siguientes datos: 


coi = 25.076 rad/s, (o 2 = 53.578 rad/s, 0)3 = 110.907 rad/s 
ti = 0.001, i = 1, 2, 3 



"41.4 

0 

0 
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LO 

1.0 
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, [ev] = 
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6.109 Encuentre y trace la respuesta x¡(t) y x 2 (t), de un sistema con las siguientes ecuaciones de movi¬ 
miento: 


5 0 
0 2 




(E.l) 


utilizando las condiciones iniciales: 


x[t = 0) 



m y x (f 


0) 



m/s 


Resuelva numéricamente las ecuaciones diferenciales (E.l), utilizando una función MATLAB ade¬ 
cuada. 


6.110 Escriba un programa de computadora para determinar los vectores eigen mediante los valores eigen 
conocidos en la ecuación (6.61). Encuentre las formas de modo del problema 6.57 aplicando este pro¬ 
grama. 


6.111 Escriba un programa de computadora para generar la matriz [m]-modal ortogonal [X], El programa 
deberá aceptar la cantidad de grados de libertad, los modos normales y la matriz de masa como datos de 
entrada. Resuelva el problema 6.64 aplicando este programa. 


6.112 Las ecuaciones de movimiento de un sistema no amortiguado en unidades SI están dadas por 
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Aplicando la subrutina MODAL, encuentre la respuesta de estado estable del sistema cuando w = 
5 rad/s. 


6.113 Encuentre la respuesta del sistema en el problema 6.112 al variar co entre 1 y 10 rad/s en incrementos de 
1 rad/s. Trace las gráficas que muestren las variaciones de las magnitudes de los primeros picos de x¡{t), 
i = 1, 2, 3 con respecto a o>. 


6.114 Encuentre las frecuencias naturales de vibración y los modos de forma correspondientes de la viga que 
se muestra en la figura 6.9 utilizando la matriz de masa 
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y la matriz de flexibilidad dada por la ecuación (E.4) del ejemplo 6.6. 
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Proyecto de diseño 

6.115 Una pesada máquina herramienta instalada en el primer piso de un edificio, figura 6.43(a), se ha mo¬ 
delado como un sistema de tres grados de libertad como se indica en la figura 6.43(b). (a) Para k\ = 
5 000 lb/pulg, k 2 = 500 lb/pulg, & 3 = 2 000 lb/pulg, cq = c 2 = c 3 = 10 lb-seg/pulg, = 50 lb-seg 2 /pulg, 
m b = 10 lb-seg 2 /pulg, m h = 2 lb-seg 2 /pulg, y F(t) = 1000 eos 60?, Ib, encuentre la vibración de estado 
estable del sistema utilizando el método de impedancia mecánica descrito en la sección 5.6. (b) Si la 
respuesta máxima del cabezal de la máquina herramienta (x 3 ) se tiene que reducir 25%, ¿cómo deberá 
cambiar la rigidez del montaje (fc 2 )? Ce) ¿Hay alguna forma mejor de lograr el objetivo mencionado en 
(b)? Proporcione los detalles. 



Figura 6.43 








































CAPITULO 7 


Determinación de frecuencias 
y modos naturales 



John William Strutt, 
Lord Rayleigh 

(1842-1919) 


Físico inglés, se desempeñó como profesor de física experimental en la Universidad 
de Cambridge, fue profesor de filosofía natural en la Royal Institution de Londres, 
presidente de la Royal Society y rector de la Universidad de Cambridge. Sus tra¬ 
bajos en óptica y acústica son muy conocidos, y su obra Theory of Sound (1877) 
se considera una referencia obligada aun en la actualidad. Al método de comparar 
frecuencias naturales de vibración aproximadas de cuerpos vibratorios aplicando un 
método de energía se le conoce como “Método de Rayleigh”. (Cortesía de Applied 
Mechanics Review). 
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Introducción 603 


En este capítulo se describen varios métodos de determinar las frecuencias naturales y modos natu¬ 
rales de sistemas de varios grados de libertad. Específicamente, se presentan la fórmula de Dunker- 
ley, el método de Rayleigh, el método de Holzer, el método de iteración matricial y el método de 
Jacobi. La derivación de la fórmula de Dunkerley se basa en que las altas frecuencias naturales de la 
mayoría de los sistemas son grandes comparadas con sus frecuencias fundamentales. Proporciona 
un valor, siempre menor que el valor exacto, de la frecuencia fundamental. El método de Rayleigh, 
cuyo origen es el principio de Rayleigh, también da un valor aproximado de la frecuencia natural 
fundamental, el cual siempre es mayor que el valor exacto. Se hace una comprobación del cociente 
de Rayleigh y su permanencia en la proximidad de un valor eigen. También se demuestra que el 
cociente de Rayleigh nunca es menor que el primer valor eigen y nunca mayor que el valor eigen 
más alto. Se presenta el uso de la curva de deflexión estática para estimar las frecuencias naturales 
fundamentales de vigas y flechas siguiendo el método de Rayleigh. El método de Holzer, basado 
en un esquema de prueba y error, se presenta para encontrar las frecuencias naturales de sistemas 
no amortiguados, amortiguados, semidefinidos o sistemas torsionales y traslacionales ramificados. 
Se estudia el método de iteración matricial y sus extensiones para hallar las frecuencias naturales 
mínimas, máximas e intermedias. Se proporciona una comprobación de la convergencia del método 
a la frecuencia mínima. Se describe el método de Jacobi, el cual encuentra todos los valores eigen 
y vectores eigen de matrices simétricas reales. Se define el problema de valor eigen estándar y se 
presenta el método de derivarlo a partir del problema de valor eigen general, basado en el método 
de descomposición de Choleski. Por último, se ilustra el uso de MATLAB para hallar los valores 
eigen y vectores eigen de sistemas de varios grados de libertad con varios ejemplos numéricos. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Encontrar la frecuencia fundamental aproximada de un sistema compuesto en función de las 
frecuencias naturales de las partes componentes aplicando la fórmula de Dunkerley. 

• Entender el principio de Rayleigh y las propiedades del cociente de Rayleigh, así como 
calcular la frecuencia natural fundamental de un sistema aplicando el método de Rayleigh. 

• Encontrar las frecuencias naturales aproximadas de vibración y los vectores modales según 
el método de Holzer. 

• Determinar las frecuencias mínima, intermedia y máxima de un sistema por medio del 
método de iteración matricial y sus extensiones (utilizando el procedimiento de deflación 
matricial). 

• Encontrar todos los valores eigen y los vectores eigen de un sistema de varios grados de 
libertad utilizando el método de Jacobi. 

• Convertir un problema de valor eigen general en un problema de valor eigen estándar basado 
en el método de descomposición de Choleski. 

• Resolver problemas de valor eigen utilizando MATLAB. 


introducción 


En el capítulo anterior, las frecuencias naturales (valores eigen) y los modos naturales (vectores ei¬ 
gen) de un sistema de varios grados de libertad se hallaron al establecer el determinante caracterís¬ 
tico igual a cero. Aunque éste es un método exacto, la expansión del determinante característico y 
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la solución de la ecuación polinomial de grado enésimo resultante para obtener las frecuencias 
naturales pueden volverse bastante tediosas para grandes valores de n. Se han desarrollado varios 
métodos analíticos y numéricos para calcular las frecuencias y modos naturales de sistemas de va¬ 
rios grados de libertad. En este capítulo analizaremos la fórmula de Dunkerley, el método de Ray- 
leigh, el método de Holzer, el método de iteración matricial y el método de Jacobi. La fórmula de 
Dunkerley y el método de Rayleigh son útiles sólo para estimar la frecuencia natural fundamental. 
El método de Holzer es en esencia un método tabular que se puede utilizar para hallar soluciones 
parciales o totales de problemas de valor eigen. El método matricial encuentra una frecuencia na¬ 
tural a la vez, por lo general comenzando desde el valor más bajo. Por tanto, el método se puede 
terminar después de hallar el número requerido de frecuencias naturales y modos naturales. Cuando 
se requieran todas las frecuencias y modos naturales, se puede utilizar el método de Jacobi, el cual 
encuentra todos los valores eigen y vectores eigen de manera simultánea. 


7.2 Fórmula de Dunkerley 


La fórmula de Dunkerley provee el valor aproximado de la frecuencia fundamental de un sistema 
compuesto en función de las frecuencias naturales de sus partes componentes. Se deriva aprove¬ 
chando que las altas frecuencias naturales de la mayoría de los sistemas vibratorios son grandes 
comparadas con sus frecuencias fundamentales [7.1-7.3]. Para derivar la fórmula de Dunkerley, con¬ 
sidere un sistema general de n grados de libertad cuyos valores eigen se pueden determinar resol¬ 
viendo la ecuación de frecuencia (6.63): 

I — [k] + w 2 [m]| = 0 


o 



[/] + [a][m] 


= 0 


(7.1) 


Para un sistema de masa concentrada con una matriz de masa diagonal, la ecuación (7.1) se escribe 
como 
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^2 n 

«/i 1 

«h2 

&nn 


m\ 0 
0 m 2 

0 0 


= 0 


es decir, 


1 

-2 + a U m l 


«21 m l 


a\2 m 2 


+ «22> w 2 


®\nP^n 

a 2n m n 


1 

2 a nn m n 
CO 


= 0 (7.2) 


a n \m x 


a n 2 m 2 
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La expansión de la ecuación (7.2) conduce a 

(¿) ~ ( anmi + fl 22 m 2 + •■• + a nn m n ) 

"f* {^Cl\\Cl22^\^2 "i* ^11^33^1^3 "F ' "F ^n— l,n— l&nn^n— l^n 

— a l2 a 2l m l m 2 — — a n — \,n a n,n—\ m n — \ m n) 

- ■■■ =0 (7.3) 

Ésta es una ecuación polinomial de grado enésimo en (1 /w 2 ). Si las raíces de la ecuación (7.3) se 
indican como 1 /«y, 1 / oj 2 . ..., l/coj,. Por lo tanto 




Igualando el coeficiente de (l/&> 2 )" 1 en las ecuaciones (7.4) y (7.3) se obtiene 


— H-y + ''' + —y = a\\>n\ + «22^2 + • • • + a nn m n (7.5) 

«l (0 2 co n 


En la mayoría de los casos, las frecuencias altas to 2 , <u 3 , ..., <w„ son considerablemente más grandes 
que la frecuencia fundamental uq, y por lo tanto 

1 1 

—y « —y, i = 2, 3, ..., n 

ojj wf 

Por lo tanto, la ecuación (7.5) se puede escribir aproximadamente como 

1 

y - a n m x + a 2 2'«2 + • • • + a nn m„ (7.6) 

wi 

Esta ecuación se conoce como fórmula de Dunkerley. La frecuencia fundamental proporcionada 
por la ecuación (7.6) siempre será menor que el valor exacto. En algunos casos convendrá más 
volver a escribir la ecuación (7.6) como 

111 1 

+ ~ + + ~ ( 7 - 7 ) 

"1 0J \n <»2n «> nn 


donde u> in = (1 /a i¡ m¡) í l 2 = ( k ii /m i ) l l 2 indica la frecuencia natural de un sistema de un solo grado de 
libertad compuesto de la masa m¡ y el resorte de rigidez k¡¡, i = 1, 2, ..., n. El uso de la fórmula 
de Dunkerley para determinar la frecuencia mínima de sistemas elásticos se presenta en las refe¬ 
rencias [7.4, 7.5]. 
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Ejemplo 7.1 Frecuencia fundamental de una viga 


Calcule la frecuencia natural fundamental de una viga simplemente apoyada que carga tres masas idénticas 
equidistantes, como se muestra en la figura 7.1. 


Solución: Los coeficientes de influencia de flexibilidad (vea el ejemplo 6.6) requeridos para la aplicación de 
la fórmula de Dunkerley están dados por 


°ll _ a 33 — 


3 / 3 
256 El’ 


a 22 ~ 


48 El 


(E.l) 


Utilizando m l = m 2 = m 3 = m, la ecuación (7.6) resulta 


1 

í 3 

1 

3 N 

\ mP 

mP 

- c 

- [ - + 

- + 


-= 

= 0.04427- 

"1 

y 256 

48 

256y 

1 El 

El 



r et 




co¡ - 

^ 4.75375 „ 






V m/ 3 





Este valor se compara con el valor exacto de la frecuencia fundamental 4.9326 


fTu 

-i /—í (vea el problema 6.54) 
V mr 


m 2 


m 3 


^ 3(0 77 ^ 



Figura 7.1 Viga que carga masas. 


7.3 Método de Rayleigh 


El método de Rayleigh se presentó en la sección 2.5 para hallar las frecuencias naturales de siste¬ 
mas de un solo grado de libertad. El método se puede ampliar para encontrar el valor aproximado 
de la frecuencia natural fundamental de un sistema discreto. 1 El método está basado en el principio 
de Rayleigh , el cual se puede enunciar como sigue [7.6]: 

La frecuencia de vibración de un sistema conservador vibratorio 
respecto a una posición de equilibrio tiene en valor estacionario de 
un modo natural. Este valor estacionario, de hecho, es un valor mínimo 
en la proximidad del modo natural fundamental. 

Ahora derivaremos una expresión para el valor apropiado de la primera frecuencia natural de 
un sistema de varios grados de libertad de acuerdo con el método de Rayleigh. 


'El método de Rayleigh para sistemas continuos se presenta en la sección 9.7 del sitio web de este libro. 
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Las energías cinética y potencial de un sistema discreto de n grados de libertad se expresan como 

T = ^x T [m]x (7.8) 

V=^7 T [k]7 (7.9) 

Para encontrar las frecuencias naturales, suponga que el movimiento armónico es 

x = X eos a>t (7.10) 

donde X indica el vector de amplitudes (modo de forma) y u> representa la frecuencia natural de 
vibración. Si el sistema es conservador, la energía cinética máxima es igual a la energía potencial 
máxima: 


T = V - 

J max K max 

Sustituyendo la ecuación (7.10) en las ecuaciones (7.8) y (7.9), encontramos 

T’máx = \x T [m]Xco 2 

v máx = \x T [k]x 

Igualando T máx = V máx , obtenemos 2 

2 X T [k]X 

CiT = =;-=; 

X T [m]X 


(7.11) 


(7.12) 

(7.13) 


(7.14) 


El lado derecho de la ecuación se conoce como cociente de Rayleigh y se indica como R{X) ■ 


Propiedades 
del cociente 
de Rayleigh 


Como ya antes se expresó, R(X) tiene un valor estacionario cuando el vector arbitrario X se acerca 
a cualquier vector eigen X ír] . Para comprobarlo, expresamos el vector arbitrario X en función de 
los modos normales del sistema, X^'\ como 

X = qB 1 ) + c 2 B 2 > + c 3 B 3 ) 4- ••• (7.15) 


Entonces 

~X T [k]X = c\ [A:]B^ + c?B 2 ) r [k]X^ 

+ cfB 3 ) 7 ’ [k]!® + ■ ■ ■ (7.16) 


2 La ecuación (7.14) también se puede obtener a partir de la relación [k]X = a) 2 [m]X. Premultiplicando esta ecuación por 

X T y resolviendo la ecuación resultante se obtiene la ecuación (7.14). 
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y 

~X T [m]X = cíX (1 ) r [m]X (1 ) + cjx^lm]!^ 

+ clx^ T [m]X^ + (7.17) 

como los términos cruzados de la forma c¡cjX 0) y c¡cjX 0) [m ]xd, ¿ ^ j., son cero de acuer¬ 

do con la propiedad de ortogonalidad. Utilizando las ecuaciones (7.16) y (7.17) y la relación 

= <u?x( , ') r [ m ]X (i ) (7.18) 


el cociente de Rayleigh de la ecuación (7.14) se expresa como 

c\c4x^ T [m]X^ + cj(4x( 2 '> T [m.]x( 2 '> + 


,2 - 


= R(X) = 


cfB 1 ) [mjB 1 ) + clB 2 ) [m]B 2 ) + 


(7.19) 


Si los modos normales se normalizan, esta ecuación se escribe como 

2 2 . 2 2 . 

CiW! + C 2 Í0 2 + • • ■ 


= R(X) = 


c 2 + c 2 + ■ " 


(7.20) 


Si X difiere poco del vector eigen X^ r \ el coeficiente c r será mucho mayor que los coeficientes 
restantes c¡ (i =f= r) y la ecuación (7.20) se escribe como 


R(X) 


2 2 
ctcúí 


+ ct 


i= 1 , 2 ,.. 

i* r 



+ C 


! 2 

¡=1,2,.. 

i*r 



(7.21) 


Dado que |c ; /c r | = s¿ 1, donde e¡ es un número pequeño para todas las i r, la ecuación (7.21) 
proporciona 


R(X) = co 2 { 1 + 0(e 2 )} (7.22) 

donde 0(e 2 ) representa una expresión en e del segundo orden o mayor. La ecuación (7.22) indica 
que si el vector arbitrario X difiere del vector eigen X <r ' ! en una pequeña cantidad del primer orden, 
R{X) difiere del valor eigen oj; en una pequeña cantidad del segundo orden. Esto significa que el 
cociente de Rayleigh tiene un valor estacionario en la proximidad de un vector eigen. 

El valor estacionario es en realidad un valor mínimo cerca del modo fundamental 2Í*- 1 \ Para 
ver esto, sea r = 1 en la ecuación (7.21) y escribimos 


R(X) 


i= 2 , 3 ,. 



1 + 


2 


i= 2 , 3 ,... 
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^ 2 , 'V' 22 2 X" 1 2 

- W 1 + 2j B i W ¡ ~ W 1 2j e i 

i= 2,3,... (=2,3,... 

- a>? + 2 (cof- coj)ef (7.23) 

í=2, 3,... 

Puesto que, por lo general, &>} > u>\ con i = 2, 3,..., la ecuación (7.23) conduce a 

R(X) > w? (7.24) 

la cual muestra que el cociente de Rayleigh nunca es menor que el primer valor eigen. Procediendo 
de la misma manera, podemos mostrar que 

R(X) < vi (7.25) 

lo que significa que el cociente de Rayleigh nunca es más alto que el valor eigen más alto. Así que 
el cociente de Rayleigh constituye un límite superior para coj y un límite inferior para a>i¡.. 


Cálculo 
de la 

frecuencia 

natural 

fundamental 


Se puede utilizar la ecuación (7.14) para determinar un valor aproximado de la primera frecuencia 
natural (oj t ) del sistema. Para esto, seleccionamos un vector de prueba X para representar el primer 
modo natural X { 1 ’ y lo sustituimos en el lado derecho de la ecuación (7.14). Esto da el valor aproxi¬ 
mado de coi ■ Debido a que el cociente de Rayleigh es estacionario, se pueden obtener estimaciones 
notablemente buenas de co\ incluso si el vector de prueba X se desvía mucho del verdadero modo 
natural X (í '■ Obviamente, el valor estimado de la frecuencia fundamental co l es más preciso si el 
vector de prueba (X) seleccionado se parece mucho al modo natural verdadero X 11 \ El método de 
Rayleigh se compara con el método de Dunkerley u otros métodos en las referencias [7.7-7.9]. 


Ejemplo 7.2 


Frecuencia fundamental de un sistema de tres grados de libertad 


Estime la frecuencia fundamental de vibración del sistema que se muestra en la figura 7.2. Suponga que m l = 
m-, = m 3 = m, k^ = k 2 = k¡ = k, y la forma de modo es 



Solución: Las matrices de masa y rigidez del sistema son 


[L] = k 


2 -1 

-1 2 

0 -1 


0 

-1 

1 


(E.l) 


[m] = 


1 0 0 

0 1 o 

0 0 1 


(E.2) 
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*1 (0 


x 2 (t) 


* 3(0 



Figura 7.2 Sistema de resorte-masa de tres grados de libertad. 


Sustituyendo la forma de modo supuesta en la expresión para el cociente de Rayleigh, obtenemos 


R(X) 


X T [k]X 

X T [m]X 


2 

-1 

o" 

m 

-1 

2 

-1 

2 

0 

-1 

1 

l 3 J 



"l 

0 

o" 

m 

(1 2 3 )m 

0 

1 

0 

2 


0 

0 

1 _ 

l 3 J 


k 

0.2143 — 
m 


(E.3) 


(Ol 


= 0.4629 



(E.4) 


Este valor es 4.0225 por ciento mayor que el valor exacto de 0.4450 \Zk¡ni. La forma de modo fundamental 
exacto (vea el ejemplo 6.10) en este caso es 


{ 1.0000 1 

1.8019 > (E.5) 

2.2470 J 


Frecuencia 
fundamental 
de vigas 
y flechas 


Aunque el procedimiento antes descrito es aplicable a todos los sistemas discretos, se puede deri¬ 
var una ecuación más simple para la frecuencia fundamental de la vibración lateral de una flecha 
o una viga que cargue varias masas como poleas, engranes o volantes. En estos casos, la curva de 
deflexión estática se utiliza como una aproximación de la curva de deflexión dinámica. 

Considere una flecha que carga varias masas, como se muestra en la figura 7.3. Se supone que 
la flecha tiene una masa insignificante. La energía potencial del sistema es la energía de deforma¬ 
ción de la flecha deformada, la cual es igual al trabajo realizado por las cargas estáticas. Así pues 

1 , 

Vmáx = ,, {rnigwi + m 2 gw 2 + ■ ■ ■) (7.26) 


















7.3 Método de Rayleigh 611 


Ejemplo 7.3 



Figura 7.3 Flecha con masas. 


donde m¡g es la carga estática producida por la masa m¡ y w¡ es la deflexión estática total de la masa 
m¡ debido a todas las masas. Para oscilación armónica (vibración libre), la energía cinética máxima 
producida por las masas es 


. 9 o . 

Tr náx = y (ffttWi + m 2 w 2 + ■ ■ ■) 


(7.27) 


donde u> es la frecuencia de oscilación. Igualando V máx y 7 máx , obtenemos 


í + m 2 w 2 + ••■)] 1/2 

[ + m 2 w 2 + ■ • ■) 


(7.28) 


Frecuencia fundamental de una flecha con rotores 


Estime la frecuencia fundamental de la vibración lateral de una flecha que cuenta con tres rotores (masas) 
como se muestra en la figura 7.3, con ra¡ = 20 kg, m 2 = 50 kg, m 3 = 40 kg, l x = 1 m, l 2 — 3 m, Z 3 = 4 m y 
/ 4 = 2 m. La flecha es de acero con una sección transversal sólida de 10 cm de diámetro. 

Solución: Según la resistencia de materiales, la deflexión de la viga que se muestra en la figura 7.4 producida 
por una carga estática P[7.10] está dada por 


Pbx 


w(x) = < 


6 Eli 
Pa(l — x) 

6 Eli 


(■ l ¿ ~ b ¿ - x z ); 


0 s i < a 


[a 2 + Jt 2 — 2/x]; a < x £ / 


(E.l) 

(E.2) 


Deflexión producida por el peso de m¡: En la ubicación de la masa (con x = lm, b = 9 m y / = 10 m en 
la ecuación (E.l)): 


(20 X 9.81) (9)(1) 

6 £/( 10 ) 


(100 -81-1) 


529.74 

El 


(E.3) 


En la ubicación de m 2 (con a = l,x = 4my/ = lOmenla ecuación (E.2)): 


w' 2 = 


(20 X 9.81)(1) (6) 

—-- , ; [i + 16 

6£/(10) L 


2(10)(4)] 


1236.06 

El 


(E.4) 
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Figura 7.4 Viga sometida a una carga estática. 


En la ubicación de m 3 (con a — lm,.i = 8myi = 10 m en la ecuación (E.2)): 


(20 X 9.81) (1)(2) 6 21 3 

wj = --[1 + 64 - 2(10)(8)] = 


6£7(10) 


El 


(E.5) 


Deflexión producida por el peso de m 2 : En la ubicación de m ¡ (con x= lm, í) = 6myl = lOmenla ecuación 
(E.l)): 


(50 X 9.81)(6)(1) 3090.15 

W'i = --(1^® — 36 — 1) = 


6 £/( 10 ) 


El 


(E.6) 


En la ubicación de m 2 (con x=4m,í) = 6myl = lOmenla ecuación (E. 1)). 

(50 X 9.81)(6)(4) 9417.6 

w 2 ~ - ¿ -(100 — 36 — 16) = 


6£7(10) 


El 


En la ubicación de m 3 (con a = 4 m, x = 8 m y l = 10 m en la ecuación (E.2)): 


W 3 = 


(50 X 9.81)(4)(2) 
6£7( 10) 


[16 + 64 - 2(10)(8)] = 


5232.0 

El 


(E.7) 


(E.8) 


Deflexión producida por el peso de m 3 : En la ubicación de m¡ (con x = 1 m, b — 2 m y I — 10 m en la ecuación 
(E.l)): 

- ( 40 X ‘ , - 81 )( 2 )( l ) ( 10 „- 4 - l ). 1242 - 6 


6£7(10) 


El 


En la ubicación de m 2 (con x=4m,í) = 2myl = lOmenla ecuación (E. 1)): 

(40 X 9.81)(2)(4) 4i 85 . 6 

w'f =- 7 — -(100 - 4 - 16) =- 

6£/(10) v ; El 

En la ubicación de m 3 (con x = 8m, í) = 2myl= lOmenla ecuación (E. 1)): 

(40 X 9.81)(2)(8) 3348.48 

w 3 ~ --(100 — 4 — 64) = 


6 £/( 10 ) 

Las deflexiones totales de las masas m x , m, y m 3 son 


El 


W\ = w[ + W[ + W\ — 

W 2 = w'l “b w'í “b w'f — 

W 3 = W 3 + W 3 “b W 3 — 


4862.49 

El 

14839.26 

El 

9201.78 

El 


(E.9) 


(E.10) 


(E.l 1) 
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Sustituyendo en la ecuación (7.28), determinamos la frecuencia natural fundamental: 

J 9.81(20 X 4862.49 + 50 X 14839.26 + 40 X 9201.78)£7 Vi/ 2 
W \ 20 X (4862.49) 2 + 50 X (14839.26) 2 + 40 X (9201.78) 2 / 

= 0.028222a/e/ (E.12) 

Para la flecha, £ = 2.07 X 10 11 N/m 2 e / = rr(0.1) 4 /64 = 4.90875 X 10~ 6 m 4 y por consiguiente la ecuación 
(E.12) resulta 

a> = 28.4482 rad/s 


7.4 Método de Holzer 


El método de Holzer es en esencia un esquema de prueba y error para determinar las frecuencias 
naturales de sistemas subamortiguados, amortiguados, semidefinidos, fijos, o sistemas vibratorios 
ramificados que implican desplazamientos lineales y angulares [7.11, 7.12]. El método también se 
puede programar para aplicaciones de computadora. Primero se supone una frecuencia de prueba 
del sistema, y se determina una solución donde la frecuencia supuesta satisface las restricciones del 
sistema. Esto por lo común requiere varias pruebas. Dependiendo de la frecuencia de prueba utili¬ 
zada, se puede determinar la frecuencia fundamental y también las altas frecuencias del sistema. El 
método también proporciona los modos. 


Sistemas 

torsionales 


Considere el sistema semidefinido torsional no amortiguado que se muestra en la figura 7.5. Las 
ecuaciones de movimiento de los discos se derivan como sigue: 


J\ 6 1 + k ñ {9\ ~ 0 2 ) = 0 

(7.29) 

J 2 0 2 + k: n (0 2 ~ 0i) + k a (9 2 ~ 0 3 ) = 0 

(7.30) 

7 3 0 3 + k t2 (0 3 - 0 2 ) = 0 

(7.31) 

Como el movimiento es armónico en un modo natural de vibración, suponemos que 6¡ = 
en las ecuaciones (7.29) a (7.31) y obtenemos 

© ; cos {wl + 4 >) 

W 2 /!©! = k[\ (© i - © 2 ) 

(7.32) 

« 2 / 2®2 = k ñ (&2 - ©i) + A> 2 (® 2 ~ © 3 ) 

(7.33) 

w 2 / 3 ©3 = £, 2 (© 3 - © 2 ) 

(7.34) 


Sumando estas ecuaciones obtenemos 

3 

2 u 2 Jí®í = 0 (7.35) 

i=i 

La ecuación (7.35) expresa que la suma de los momentos de torsión de inercia del sistema semide¬ 
finido debe ser cero. Esta ecuación se puede tratar como otra forma de la ecuación de frecuencia y 
la frecuencia de prueba debe satisfacer este requerimiento. 
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Figura 7.5 Sistema torsional semidefinido. 


En el método de Holzer se supone una frecuencia de prueba a>, y ©j se escoge arbitrariamente 
como unitaria. Luego se calcula © 2 a partir de la ecuación (7.32) y en seguida se encuentra © 3 a 
partir de la ecuación (7.33). Así que obtenemos 

0! = 1 (7.36) 


© 


2 


©t - 


O) 2 J\ © l 
^rl 


© 3 - ©2 - — (/i@i + ^© 2 ) 

Kf2 


(7.37) 

(7.38) 


Estos valores se sustituyen en la ecuación (7.35) para verificar si la restricción se satisface. Si no 
se satisface la ecuación (7.35), se supone un nuevo valor de prueba de co y el proceso se repite. Las 
ecuaciones (7.35), (7.37) y (7.38) se pueden generalizar para un sistema de n discos como sigue: 


2 o) 2 J¡®i = 0 (7.39) 

i=l 

©, = ©,-i - “ ( 2 4® A i = 2, 3, • • •, n (7.40) 

li li-l\k = l ) 

De esta forma, el método utiliza las ecuaciones (7.39) y (7.40) repetidamente para diferentes fre¬ 
cuencias de prueba. Si la frecuencia de prueba supuesta no es una frecuencia natural del sistema, 
la ecuación (7.39) no se satisface. El momento de torsión resultante en la ecuación (7.39) repre¬ 
senta un par de torsión aplicado al último disco. Este par de torsión M¡ se traza entonces para la w 
escogida. Cuando el cálculo se repite con otros valores de a>, la gráfica resultante aparece como 
se muestra en la figura 7.6. Desde esta gráfica, las frecuencias naturales del sistema se identifican 


M, = M, 3 



Figura 7.6 Par de torsión resultante contra frecuencia. 
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como los valores de a> con los cuales M, = 0. Las amplitudes ©, (i = 1, 2, ri) correspondientes a 
las frecuencias naturales son los modos del sistema. 

El método de Holzer también se puede aplicar a sistemas con extremos fijos. En un extremo 
fijo, la amplitud de vibración debe ser cero. En este caso, las frecuencias naturales se determinan 
trazando la amplitud resultante (en lugar del par de torsión resultante) contra las frecuencias su¬ 
puestas. Para un sistema con un extremo libre y el otro fijo, se puede utilizar la ecuación (7.40) para 
verificar la amplitud en el extremo fijo. En las referencias [7.13, 7.14] se presenta una mejora del 
método de Holzer. 


Ejemplo 7.4 Frecuencias naturales de un sistema torsional 


En la figura 7.7 se muestra la disposición del compresor, turbina y generador en una planta termoeléctrica. 
Encuentre las frecuencias y modos naturales del sistema. 


Rigidez, Rigidez, 

k,^ = 4 MN-m/rad k l2 = 2 MN-m/rad 



Compresor Turbina Generador 

(A = 8 kg-m 2 ) (J 2 = 6 kg-m 2 ) (J 3 = 4 kg-m 2 ) 


Figura 7.7 Sistema torsional con ambos extremos libres. 


Tabla 7.1 

Parámetros 
del sistema 





Prueba 



Cantidad 

1 

2 

3 

... 

71 

72 





0 

10 

20 

700 

710 


(O 2 


0 

100 

400 

490000 

504100 

Estación 1: 








J¡ = 8 

0! 


1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

kt, = 4 X 10 6 

M ñ = 

Cü J\ 0 [ 

0 

800 

3200 

0.392E7 

0.403E7 

Estación 2: 


! _ Ma 

k-ñ 

M ñ + W 2 J2® 2 






J 2 = 6 

02 = 

1.0 

0.9998 

0.9992 

0.0200 

-0.0082 

k t2 = 2 X 10 6 

M a = 

0 

1400 

5598 

0.398E7 

0.401E7 

Estación 3: 








7 3 = 4 

II 

M n 
©2 ~-¡r 

1.0 

0.9991 

0.9964 

-1.9690 

-2.0120 

O 

II 

m 

M, 3 = 

M,2 + w 2 J 3 ® 3 

0 

1800 

7192 

0.119E6 

-0.494E5 
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Figura 7.8 Primeros dos modos flexibles. 


Solución: Este sistema representa un sistema torsional no restringido o con ambos extremos libres. La tabla 
7.1 muestra sus parámetros y la secuencia de los cálculos. Los cálculos para las frecuencias de prueba &> = 0, 
10, 30, 700 y 710 se muestran en esta tabla. La cantidad M t3 indica el par de torsión a la derecha de la estación 
3 (generador), la cual debe ser cero a las frecuencias naturales. La figura 7.6 muestra la gráfica de M B com¬ 
parada con w. Se utilizan valores de prueba muy cercanos en la proximidad de M B = 0 para obtener valores 
precisos de los primeros dos modos flexibles, que se muestran en la figura 7.8. Observe que el valor co = 0 
corresponde a la rotación de cuerpo rígido. 


Sistemas de 
resorte-masa 


Aunque el método de Holzer se ha aplicado en gran medida a sistemas torsionales, el procedimien¬ 
to es igualmente aplicable al análisis de vibración de sistemas de resorte-masa. Las ecuaciones de 
movimiento de un sistema de resorte-masa (vea la figura 7.9) se expresan como 


ra|i'| + k\{x\ — Xj ) = 0 
m 2 x 2 + k l {x 2 - x 3 ) + k 2 (x 2 - x 3 ) = 0 


(7.41) 

(7.42) 


Para movimiento armónico, x¡(t) = X¡ eos wt, donde X j es la amplitud de la masa m¡ y las ecuaciones 
(7.41) y (7.42) se escriben como 

urm x X x = k x (X x - X 2 ) (7.43) 

co 2 m 2 X 2 = k q(X 2 - A,) + k 2 {X 2 - X 3 ) 

= — (ú 2 m[Xi + k 2 (X 2 - X 3 ) 

(7.44) 


|—= 1 1 — *~x 2 |— *~x 3 |— *~x n 


Figura 7.9 Sistema de resorte masa con ambos extremos libres. 
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El procedimiento para el método de Holzer se inicia con una frecuencia de prueba co y la amplitud 
de la masa m¡ como X l = 1. Las ecuaciones (7.43) y (7.44) se pueden utilizar entonces para obtener 
las amplitudes de las masas m 2 , m 3 , m¡: 


cü 2 nu X i 

X 2 = X, -— 

h 

co 2 , 

X 2 ~ X 2 ( m i x i + m 2 X 2 ) 

h 


x i = x i -1 - 


k¡- 


í-i 


í-i \*=i 


2 m k X k ), 


i = 2,3n 


(7.45) 

(7.46) 

(7.47) 


Como en el caso de sistemas torsionales, la fuerza resultante aplicada a la última masa ( enésima) 
se calcula como sigue: 


n 

F = 2 (7.48) 

1 = 1 

Los cálculos se repiten con otras frecuencias más de prueba co. Las frecuencias naturales se iden¬ 
tifican como aquellos valores de co que proporcionan F = 0 para un sistema con ambos extremos 
libres. Para ello, es conveniente trazar una gráfica entre F y co, utilizando el mismo procedimiento 
para sistemas de resorte-masa que para sistemas torsionales. 


.5 Método de iteración matricial 


El método de iteración matricial asume que las frecuencias naturales son distintas y también sepa¬ 
radas de modo que co l < co 2 < ■■■ < co n . La iteración se inicia seleccionando un vector de prueba 
Xi, el que luego se premultiplica por la matriz dinámica [D], El vector columna resultante luego 
se normaliza, por lo común haciendo que uno de sus componentes sea igual a la unidad. El vector 
columna normalizado se premultiplica por [Z>] para obtener un tercer vector columna el cual se 
normaliza del mismo modo que antes y se convierte en otro vector columna de prueba. El proceso 
se repite hasta que los vectores columna normalizados sucesivos convergen a un vector común: el 
vector eigen fundamental. El factor de normalización presenta el valor máximo de A = 1 /co 2 , es 
decir, el valor mínimo de la frecuencia natural fundamental [7.15]. La convergencia del proceso se 
explica como sigue: 

De acuerdo con el teorema de expansión, cualquier vector arbitrario de n dimensiones X¡ se 
puede expresar como una combinación lineal de n vectores eigen ortogonales del sistema X (j \ i = 1 , 
2,..., n: 


X x = Cl X (1 ) + c 2 X P) + • • • + c„X (n) 


(7.49) 


donde c 1; c 2 , ..., c n son constantes. En el método de iteración, el vector de prueba X ¡ se selecciona 
arbitrariamente y es por consiguiente un vector conocido. Los vectores modales x(0, aunque des¬ 
conocidos, son vectores constantes porque dependen de las propiedades del sistema. Las constantes 
c¡ son números desconocidos que se tienen que determinar. De acuerdo con el método de iteración, 
premultiplicamos ]f(0 por la matriz [/)]. Considerando la ecuación (7.49), esto proporciona 

[D]X { = Cl [D]X (1 ) + c 2 [D]B 2 ) + ••• + c n [D]X ( ") 


( 7 . 50 ) 
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Ahora, de acuerdo con la ecuación (6.66) tenemos 

= A i[I]X^ = -4?^; i = 1,2, ..., n (7.51) 

Cü¡ 

La sustitución de la ecuación (7.51) en la ecuación (7.50) produce 
[£>]?! = X 2 

= B B 1 ) + B B 2 > + •■• + -% B") (7.52) 

«r "2 w» 


donde A 2 es el segundo vector de prueba. Ahora repetimos el proceso y premultiplicamos X 2 por 
[D] para obtener las ecuaciones (7.49) y (6.66), 


[D]X 2 = x 3 

= B B 1 ) + B x( 2 ) + ■ • • + B B") ( 7 . 53 ) 

«1 «2 «n 


Repitiendo el proceso obtenemos, después de la enésima iteración, 


[D]X r 


X 


r +1 


-B-B 1 ) + 4B 2 ) + • 

o? O# 


C2 


■■ + -5-B") 

ca 2r 


(7.54) 


Como se supone que las frecuencias naturales son < co 2 < ... <<w„, un valor suficientemente 
grande de r da 


» 

a? 


» 


2r 


(7.55) 


Así, el primer término del lado derecho de la ecuación (7.54) llega a ser el único significativo. Por 
consiguiente tenemos 




r +1 


= B-B 1) 

cor 


(7.56) 


lo cual significa que el vector de prueba (r + 1) r-ésimo llega a ser idéntico al vector modal funda¬ 
mental dentro de una constante multiplicativa. Como 




c\ 

col {r ~ l) 


B 1 ) 


(7.57) 


la frecuencia natural fundamental co l se encuentra considerando la relación de dos componentes 
cualesquiera que corresponden en los vectores X,. y X r+i : 

, Xi,r 

coi — — - para todo i = 1,2, ...,n (7.58) 

%i,r +1 


donde X¡ r y X¡ r+ ] son los elementos í-ésimos de los vectores X r y X r+l , respectivamente. 
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Debate 

1. En la comprobación anterior no se dijo nada sobre la normalización de los vectores de prueba 
sucesivos Xj, En realidad, no es necesario comprobar la convergencia del método. La norma¬ 
lización equivale a reajustar las constantes, Cj, c 2 , c n en cada iteración. 

2. Aunque es teóricamente necesario que r —> oo para la convergencia del método, en la práctica 
sólo basta un número finito de iteraciones para obtener una estimación razonablemente buena 
de <Wj. 

3. La cantidad real de iteraciones que se requiere para encontrar el valor de dentro de un 
grado de precisión deseado depende de cuánto se parezca el vector de prueba arbitrario X¡ al 
modo fundamental X (y> y de qué tan bien estén separadas oq y oj-,. La cantidad requerida de 
iteraciones es menor si <w 2 es muy grande comparada con &q. 

4. El método tiene una ventaja distinta en que cualesquiera errores de cálculo cometidos no dan 
resultados incorrectos. Cualquier error cometido al premultiplicar X, por [D\ da por resultado 
un vector distinto al deseado, X, +1 . Pero este vector incorrecto se puede considerar como un nue¬ 
vo vector de prueba. Esto puede retardar la convergencia pero no produce resultados incorrectos. 

5. Podemos considerar cualquier conjunto de n números para el primer vector de prueba X , y aún 
lograr la convergencia al vector modal fundamental. Sólo en el caso inusual de que el vector de 
prueba X, sea exactamente proporcional a uno de los modos X í,) (/ # 1) el método no conver¬ 
ge al primer modo. En ese caso, la premultiplicación de X 1 - 1 ' 1 por | />] da un vector proporcional 
a x’W. 


Convergencia 
a la frecuencia 
natural más 
alta 


Para obtener la frecuencia natural más alta oj n y el modo correspondiente o vector eigen X 1 '"' 1 por 
medio del método de iteración matricial, primero reescribimos la ecuación (6.66) como 

[D] _1 X = co 2 [I]X = co 2 X (7.59) 

donde [Zl>] “ 1 es la inversa de la matriz dinámica ¡ />] dada por 


[D]- 1 = [m}-\k] 


(7.60) 


Ahora seleccionamos cualquier vector de prueba arbitrario A, y lo premultiplicamos por [D] 1 
para obtener un vector de prueba mejorado X 2 . La secuencia de vectores de prueba X I+I (i = 1, 
2,...) obtenida premultiplicando por [/J] 1 converge al modo normal más alto X 1 "' 1 . Se ve que el 
procedimiento es parecido al que ya se describió. La constante de proporcionalidad en este caso es 
a> 2 en lugar de 1 /co 2 . 


Cálculo de 
frecuencias 
naturales 
intermedias 


Una vez que se determinan la primera frecuencia natural co ¡ (o el valor eigen más grande A| = 1 /u> 2 ) 
y el vector eigen correspondiente, podemos proceder a encontrar las frecuencias naturales más 
altas y los modos correspondientes mediante el método de iteración matricial. Antes de proceder, 
debemos recordar que cualquier vector de prueba arbitrario premultiplicado por [73] conduciría de 
nuevo al valor eigen más grande. Así que es necesario eliminar el valor eigen más grande de la matriz 
[D], Los valores eigen y vectores eigen subsiguientes se obtienen eliminando la raíz A, de la ecuación 
característica o de frecuencia 


|[D] - A[/]| = 0 


(7.61) 
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Ejemplo 7.5 


Para este propósito se puede utilizar un procedimiento conocido como deflación matricial [7.16]. Para 
hallar el vector eigen X <>! por este procedimiento, el vector eigen anterior X 1 ' -11 se normaliza con 
respecto a la matriz de masa de modo que 

= 1 (7.62) 


La matriz deflacionada [Z3 ¿ ] se construye entonces como 

[A] = [A-t] - A i = 2,3,..., n (7.63) 

donde [DJ = [Al- Una vez construida [/),-] el esquema iterativo 

X r+l = [A-]X r (7.64) 

se utiliza, donde X\ es un vector eigen de prueba arbitrario. 


Frecuencias naturales de un sistema de tres grados de libertad 


Encuentre las frecuencias y modos naturales del sistema que se muestra en la figura 7.2 para k l = k 2 = k 3 — k 
y nq = m 2 = m 3 = m por medio del método de iteración. 

Solución: Las matrices de masa y rigidez del sistema se dan en el ejemplo 7.2. La matriz de flexibilidad es 

[a] = [A] -1 = ^ 


1 1 

2 2 
2 3 


(E.l) 


y por tanto la matriz dinámica es 


[k] \m] 


1 1 

2 2 
2 3 


(E.2) 


El problema de valor eigen se expresa como 


[D]X = AX 


donde 


[O] 


1 1 1 

1 2 2 

1 2 3 


y 


k J_ 
m (o 2 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 
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Primera frecuencia natural: Suponiendo que el primer vector eigen o modo de prueba es 


X 


l — 


se puede obtener el segundo vector eigen de prueba 


% = [D]*i 


Haciendo el primer elemento igual a la unidad, obtenemos 


Í 1.0000 

1.6667 

2.0000 


y el valor eigen correspondiente está dado por 


A t — 3.0 o 


"l 


0.5773 



(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 


(E.9) 


El subsiguiente vector eigen de prueba se puede obtener a partir de la relación 

X¡+l = [D]X, (E. 10) 

y los valores eigen correspondientes los proporciona 

Ai “ X M+1 (E. 11) 

donde X l ¡+1 es el primer componente del vector X ¡+1 antes de normalizarlo. Los diversos vectores eigen 
y valores eigen de prueba obtenidos con las ecuaciones (E.10) y (E. 11) se muestran en la tabla de la página 
siguiente. 

Se ve que la forma de modo y la frecuencia natural convergieron (a la cuarta cifra decimal) en ocho iteracio¬ 
nes. Por tanto, el primer valor eigen y la frecuencia natural así como la forma de modo correspondientes están 
dados por 


Aj = 5.04892, íoi = 0.44504 - — 

V m 

Í 1.000001 

1.80194 > (E.12) 

2.24698 j 

Segunda frecuencia natural: Para calcular el segundo valor eigen y el segundo vector eigen, primero debemos 
producir una matriz deflacionada: 


[D 2 \ = [A] - AjXWB'^m] 


(E. 13) 
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i X¡ con Xi ¡ — 1 X¡+i — [D\X¡ Ai — X¡ ¡ + ¡ io ¡ 


1 




3.0 


0.5773 



Í 1.00000 1 

1.66667 > 

2.00000 J 


{ 4.666671 
8.33333 > 
10.33333 J 


4.66667 


0.4629 



Í 1.0000 1 

1.7857 > 
2.2143 J 


{ 5.000001 
9.00000 > 
11.2143 J 


5.00000 



Í 1.000001 

1.80193 > 
2.24697 J 


{ 5.048911 
9.09781 > 
11.34478 J 


5.04891 


0.44504 



Í 1.000001 

1.80194 > 
2.24698 J 


{ 5.048921 
9.09783 > 
11.34481 j 


5.04892 


0.44504 



Esta ecuación, sin embargo, requiere un vector normalizado A'(’) que satisfaga X^ T [m ]lW = 1. Sea el 
vector normalizado indicado como 

Í 1.000001 

1.80194 > 

2.24698 J 

donde a es una constante cuyo valor debe ser tal que 


( 1.00000' 

r 

“l 

0 

o" 

( 1.000001 

3 1)T [m]Z (1 ) = a 2 m < 1.80194 


0 

1 

0 

< 1.80194 

( 2.24698, 


0 

0 

1 

( 2.24698 J 


= <* 2 /íj(9.29591) = 1 (E.14) 

de la cual obtenemos a = 0.3279m~ 1/2 . Por consiguiente, el primer vector eigen normalizado es 

Í 0.327991 

0.59102 > (E. 15) 

0.73699 J 
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Luego utilizamos la ecuación (E. 13) y formamos la primera matriz deflacionada: 



"l 

1 

r 

í 0.32799' 

í 0.32799' 

r 

"l 

0 

o“ 

[Di] = 

1 

2 

2 

- 5.04892< 0.59102 

>< 0.59102 


0 

1 

0 


1 

2 

3_ 

[ 0.73699, 

[ 0.73699, 


0 

0 

1 


0.45684 0.02127 - 0.22048 

0.02127 0.23641 -0.19921 

- 0.22048 - 0.19921 0.25768 


Como el vector de prueba se puede seleccionar arbitrariamente, de nueva cuenta consideramos 



Utilizando el esquema iterativo 

X l + l = [D 2 ]Xi 

obtenemos X 2 

{ 0.25763) í 1.00000) 

0.05847 > = 0.25763 < 0.22695 > 

- 0.16201 J {- 0.62885 J 

De ahí que A 2 se pueda encontrar a partir de la relación general 

^2 — ^l,i+l 


(E. 16) 


(E. 17) 


(E. 18) 


(E. 19) 


(E.20) 


como 0.25763. La continuación de este procedimiento proporciona los resultados que se muestran en la tabla 
siguiente. 


X¡ con X\ ¡ — 1 X ¡ + 1 — [D 2 ]X¡ A 2 — X l i+Í co 2 


1 



{ 0.257631 

0.05847 > 

-0.16201 J 


0.25763 


1.97016 



Í l.00000 1 
0.22695 > 
-0.62885 J 


Í 0.60032) 
0.20020 > 
- 0.42773 J 


0.60032 


1.29065 



Í 1.00000 

0.44443 

-0.80149 


Í 0.643001 
0.28600 > 
-0.51554 J 


0.64300 


1.24708 



Í 1.00000 

0.44479 

-0.80177 


Í 0.643071 

0.28614 > 0.64307 

-0.51569 J 


1.24701 
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Así, el segundo valor eigen y el segundo vector eigen convergidos son 

A 2 = 0.64307, io 2 = 1.24701 

Í l.000001 

0.44496 > (E.21) 

- 0.80192 J 

Tercera frecuencia natural: Para el tercer valor eigen y el tercer vector eigen utilizamos un procedimiento 
precido. Los cálculos detallados se dejan como ejercicio al lector. Observe que antes de calcular la matriz 
deflacionada [D 3 ], necesitamos normalizar utilizando la ecuación (7.62), la cual proporciona 

Í 0.737001 

0.32794 > (E.22) 

-0.59102 J 



7.6 Método de Jacobi 


El método de iteración matricial descrito en la sección anterior produce los valores y vectores eigen 
de la matriz [D] a la vez. El método de Jacobi también es un método iterativo pero produce todos 
los valores y vectores eigen de [D] al mismo tiempo, donde [Z>] = [t/ j; ] es una matriz simétrica real 
de orden n X n. El método está basado en un teorema de álgebra lineal que establece que una matriz 
simétrica real [D] tiene sólo valores eigen reales y que en ella existe una matriz ortogonal real [7?] 
de modo que [7?] r [D][77] es diagonal [7.17]. Los elementos diagonales son los valores eigen, y las 
columnas de la matriz [7?] son los vectores eigen. De acuerdo con el método de Jacobi, la matriz [77] 
se genera como un producto de varias matrices de rotación [7.18] de la forma 



columna /-ésima 

columna /-ésima 



"l 0 




0 1 



[*l] = 

eos 0 

— sen 9 

fila ¡-ésima 

nXn 

sen 9 

eos 9 

fila j-ésima 



1 



(7.65) 


donde todos los elementos aparte de los que aparecen en las columnas y filas i y j son idénticos a los 
de la matriz identidad [/]. Si las entradas seno y coseno aparecen en las posiciones (i, i), ( i,j ), (j, i) 
y (j,j), entonces los elementos correspondientes de [/7| ] 7 |D]|/7¡] se calculan como sigue: 

da = d¡¡ eos 2 0 + 2 d¡j sen 9 eos 9 + dj¡ sen 2 9 (7.66) 

dij = dji = (djj — da )sen 9 eos 9 + d¡j{ eos 2 9 — sen 2 9) (7.67) 

djj = da sen 2 9 — 2d¡j sen 0 eos 9 + djj eos 2 9 


(7.68) 
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Si 6 se elige como 


tan 29 = 



(7.69) 


entonces hace que d- = dj¡ = 0. De este modo, cada paso del método de Jacobi reduce un par de 
elementos fuera de la diagonal a cero. Por desgracia, en el siguiente paso, al mismo tiempo que el 
método reduce un nuevo par de cero, introduce contribuciones no cero en posiciones que antes eran 
cero. Sin embargo, las matrices sucesivas de la forma 


... 

convergen a la forma diagonal requerida; la matriz final [/?], cuyas columnas da los vectores eigen 
se escriben entonces como 


Ejemplo 7.6 


[r] = 


Solución de valor eigen aplicando el método de Jacobi 


Encuentre los valores y vectores eigen de la matriz 


[D] 


1 1 1 

1 2 2 

1 2 3 


(7.70) 


utilizando el método de Jacobi. 

Solución: Iniciamos con el término fuera de la diagonal más grande, d 2 3 = 2, en la matriz [D] y tratamos de 
reducirla a cero. Desde la ecuación (7.69), 


0i = 

1 _! 
-tan 1 
2 

( 2 í / 2 3 


1 

= — tan 

2 

, 

4 1 

= -37.981878 

\d 2 2 ~ 

[ 

2-3 J 


"l.O 

0.0 


0.0 




w = 

0.0 

0.7882054 

0.6154122 




0.0 

-0.6154122 

0.7882054 _ 






1.0 


0.1127932 

1.4036176" 

[D'] = 

[*tfM*i] = 

0.1727932 

0.4384472 

0.0 




1.4036176 

0.0 

4.5615525 _ 


Luego tratamos de reducir a cero el término más grande fuera de la diagonal de [£>'], es decir d ' l3 = 1.4036176. 
La ecuación (7.69) resulta 


02 

[*2] 


2 d' n 


tan 


2 \d’ n - 

d ’33 J 

2 V 

0.9448193 

0.0 

0.3275920 

0.0 

1.0 

0.0 

- 0.3275920 

0.0 

0.9448193 


2.8072352 
1.0 - 4.5615525 


-19.122686° 
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[D"] = [* 2 ] r [Z>'][fl 2 ] 


0.5133313 

0.1632584 

0.0 


0.1632584 

0.4384472 

0.0566057 


0.0 

0.0566057 

5.0482211 


El elemento más grande fuera de la diagonal en [£)"] es d" 2 — 0.1632584, 0 3 se puede obtener desde la ecua¬ 
ción (7.69) como 


03 


1 ( 2 d'{ 2 \ 1 , l 0.3265167 

— tan 1 - = — tan 1 - 

2 \dh - d' 22 ) 2 y 0.5133313 - 0.4384472 


38.541515° 


[*3] = 


0.7821569 

0.6230815 

0.0 


-0.6230815 0.0 

0.7821569 0.0 

0.0 1.0 


[D"'] 


[tf 3 f[D"][* 3 ] = 


0.6433861 

0.0 

0.0352699 


0.0 

0.3083924 

0.0442745 


0.0352699 

0.0442745 

5.0482211 


Suponiendo que todos los términos fuera de la diagonal en [£>"'] se acercan a cero, podemos detener el proceso 
en este punto. Los elementos diagonales de [£)"'] dan los valores eigen (valores de l/oo 2 ) como 0.6433861, 
0.3083924 y 5.0482211. Las columnas de la matriz [7?] dan los valores eigen correspondientes, donde 


[R] = 


0.7389969 
0.3334301 
- 0.5854125 


-0.5886994 0.3275920 

0.7421160 0.5814533 

-0.3204631 0.7447116 


El proceso iterativo se puede combinar para obtener una solución más precisa. Los valores eigen presentes se 
pueden comparar con los valores exactos: = 0.6431041, 0.3079786 y 5.0489173. 


7.7 Problema de valor eigen estándar 


En el capítulo anterior, el problema de valor eigen se formuló como 

[k]X = o¡) 2 [m\X 


(7.71) 


el cual se puede reescribir en la forma de un problema de valor eigen estándar [7.19] como 


[D] X = XX 


(7.72) 


donde 

[£>] = [k]~ l [m] (7.73) 



(7.74) 
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Por lo general, la matriz [D] es no simétrica, aunque las matrices [A] y [m] sí lo son. Como el méto¬ 
do de Jacobi (descrito en la sección 7.6) se aplica sólo a matrices simétricas [D], podemos adoptar 
el siguiente procedimiento [7.18] para derivar un problema de valor eigen estándar con una matriz 
simétrica [D]. 

Suponiendo que la matriz [A] es simétrica y positiva definida, podemos utilizar la descomposi¬ 
ción de Choleski (vea la sección 7.7.1) y expresar [A] como 

[*] = [U] T [U] (7.75) 

donde [ U] es una matriz triangular superior. Utilizando esta relación, el problema de valor eigen de 
la ecuación (7.71) se puede expresar como 

A [U] T [U]X = [m]X (7.16) 

Premultiplicando esta ecuación por ([t/] 7 ) -1 , obtenemos 

A[Í/]X = ([U] T )-\m]X = ([U] T )- l [m][U]~ l [U]X (7.77) 

Definiendo un nuevo vector Y como 

Y = [U]X (7.78) 

La ecuación (7.77) se puede escribir como un problema de valor eigen 

[D]Y = AL (7.79) 

donde 

[D] = ([U] T r l [m][U ]- 1 (7.80) 

Por lo tanto, para formular [D] de acuerdo con la ecuación (7.80), primero descomponemos la 
matriz simétrica [A'] como se muestra en la ecuación (7.75), hallamos [i/] -1 y ([i/] 7 )' 1 = ([t/] _1 ) r 
como se describe en la siguiente sección, y luego obtenemos la multiplicación matricial como se 
indica en la ecuación (7.80). La solución del problema de valor eigen expresada en la ecuación 
(7.79) produce \¡ y K'ó. Luego aplicamos la transformación inversa y encontramos los vectores 
eigen deseados: 




(7.81) 


Descomposi¬ 
ción de 
Choleski 


Cualquier matriz simétrica y positiva definida [A] de orden n X n se puede descomponer de forma 
única [7.20]: 

[A] = [U] T [U] (7.82) 

donde [U] es una matriz triangular superior proporcionada por 



“11 

“12 

“13 

“1 n 


0 

“22 

“23 

“2/1 

[í/] = 

0 

0 

“33 

“3 n 


_ 0 

0 

0 

“zm 
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Ejemplo 7.7 


con 

«n = («n) 1/2 


a Xj 

«ll’ 

j = 2 , 3 





1 ( 

«,A a " 

^ki^kj h 
k =1 / 

i = 2 , 3,.. 

,,n y 

j — i + 1, i + 2,.. 

., n 


( (-I V/2 

Un = I a a - 2 u ki J , i = 2,3,..., n 

u¡¡ = 0, i > j (7.84) 


Inversa de la matriz [U], Si la inversa de la matriz triangular superior [[/] se indica como [a (/ ], los 
elementos a¡j se determinan a partir de la siguiente relación 

[U][U]~ l = [/] (7.85) 


la cual proporciona 


1 


u¡ 

-1 í J 


, 2 u ik a kj ) > 

u ii \k=i +1 J 


í < j 


a íj = 0, i > j 


(7.86) 


Por lo tanto, la inversa de [(/] también es una matriz triangular superior. 


Descomposición de una matriz simétrica 


Descomponga la matriz 


[A] 


5 1 0 
1 3 2 
0 2 8 


en la forma de la ecuación (7.82). 

Solución: La ecuación (7.84) proporciona 

u n = V^ñi = V5 = 2.2360680 

«12 = a n /u n = 1/2.236068 = 0.4472136 

Wj3 = d\2,/u\\ = 0 

«22 = [«22 - «?2]' /2 = (3 - 0.4472136 2 ) 1/2 = 1.6733201 

«33 = [«33 “ «13 “ «23]'' /_ 
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donde 

“23 = («23 - Mi2«i3)/«22 = (2 - 0.4472136 X 0)/l.6733201 = 1.1952286 
m 33 = (8 - O 2 - 1.1952286 2 ) 1 / 2 = 2.5634799 


Puesto que u¡j = 0 para i > j, tenemos 


[*/] 


2.2360680 

0.0 

0.0 


0.4472136 

1.6733201 

0.0 


0.0 

1.1952286 

2.5634799 


7.7.2 Se han desarrollado otros métodos diversos para encontrar la solución numérica de un problema 

de valor eigen [7.18,7.21], Bathe y Wilson [7.22] realizaron un estudio comparativo de algunos de 
OtrOS métOdOS estos métodos. Recientemente se ha puesto énfasis en la solución económica de grandes proble- 
de SOlUCiÓll mas de va l° r eigen [7.23, 7.24], El cálculo de frecuencias naturales por el uso de las secuencias de 

Sturm se presenta en las referencias [7.25] y [7.26]. En la referencia [7.27] se presenta una forma 
alternativa de resolver una clase de problemas de vibración mecánica concentrada por medio de 
métodos topológicos. 


7.8 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 7.8 Solución de un problema de valor eigen 


Utilizando MATLAB encuentre los valores y vectores eigen de la matriz 


[A] 


3-10 
-2 4 -3 

0 -1 1 


Solución: 


» A= [3 -1 0; -2 4 -3; 0 -1 1] 


3 

-1 


0 


-2 

4 


-3 


0 

-1 


1 


[ v , D] = 

eig 

(A) 



- 0.3665 


- 0.8305 


0.2262 

0.9080 


- 0.4584 


0.6616 

- 0.2028 


0.3165 


0.7149 

5.4774 


0 


0 

0 


2.4481 


0 

0 


0 


0.0746 


>> 
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Ejemplo 7.9 


Ejemplo 7.10 


Uso de un programa para resolver con el método de Jacobi 
un problema de valor eigen 


Desarrolle un programa general denominado Program9 .m para implementar el método de Jacobi y así hallar 
los valores y vectores eigen de una matriz simétrica. Use el programa para determinar los valores y vectores 
eigen de la matriz 


[A] = 


1 

1 

1 


1 1 

2 2 
2 3 


Solución: El programa Program9 .m se desarrolla para que acepte los siguientes datos: 


n = orden de la matriz 
d = matriz dada de orden n X n 

eps = especificación de convergencia, una pequeña cantidad en el orden de 10~ 5 
itmax = máximo permitido de iteraciones 


El programa proporciona los valores y vectores eigen de la matriz d. 


» program9 

Solución de valores eigen por el método de Jacobi 


Matriz dada 

1.00000000e+000 1.00000000e+000 

1.00000000e+000 2.00000000e+000 

1.00000000e+000 2.00000000e+000 

Los valores eigen son 
5.04891734e+000 6.43104132e-001 

Los vectores eigen son 

Primero Segundo 

3.27984948e-001 -7.36976229e-001 

5.91009458e-001 -3.27985278e-001 

7.36976047e-001 5.91009048e-001 


1.00000000e+000 

2.00000000e+000 

3.00000000e+000 


3.07978528e-001 


Tercero 

5.91009231e-001 
-7.36975900e-001 
3.27985688e-001 


Programa para una solución de valor eigen aplicando el método 
de iteración matricial 


Desarrolle un programa general de computadora, llamado ProgramlO ,m, para implementar el método de ite¬ 
ración matricial. Use el programa para hallar los valores y vectores eigen de la matriz [A] que se proporciona 
en el ejemplo 7.9. 

Solución: El programa ProgramlO ,m se desarrolla para que acepte los siguientes datos de entrada: 

n = orden de la matriz d 
d = matriz dada de orden n X n 
xs = vector inicial supuesto de orden n 
nvec = cantidad de valores y vectores eigen que se debe determinar 
xm = matriz de masa de orden n X n 

eps = requerimiento de convergencia, una pequeña cantidad en el orden de 10 -5 
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Ejemplo 7.11 


El programa ofrece los siguientes resultados: 

freq = matriz de tamaño nvec, que contiene las frecuencias naturales calculadas 
eig = matriz de tamaño n X nvec, que contiene los vectores eigen calculados (columnas) 


>> programlO 

Solución de un problema de valor eigen por el 
método de iteración matricial 

Frecuencias naturales: 


4.450424e-001 1.246983e+000 


Modos (en forma de columnas): 


1.000000e+000 
1.801937e+000 
2.246979e+000 


1.000000e+000 
4.450328e-001 
-8.019327e-001 


1.801938e+000 


1.000000e+000 
-1.247007e+000 
5.5497 98e-001 


Programa para resolver un problema de valor eigen general 

Desarrolle un programa general, llamado Programll .m, para resolver un problema de valor eigen general. 
Use el programa para encontrar la solución del problema de valor eigen general 

[k]X = co 2 [m]X 


donde 



2 

-1 

o" 


“l 

0 

0 " 

[k] = 

-1 

2 

-1 

, [m] = 

0 

1 

0 


0 

-1 

1 


0 

0 

1 _ 


Solución: Programll.m se desarrolla para resolver el problema [k]X = w 2 [m]X transformándolo primero 
en un problema de valor eigen especial [D]Y = ¿ [/]F ; , donde [D] es igual a ([í/1 7 ) 1 [m][í/] 1 y [£] = [U] T 
[(/]. El programa se desarrolla para que acepte los siguientes datos de entrada: 


nd = tamaño del problema (tamaño de las matrices de masa y rigidez) 
bk = matriz de rigidez de tamaño nd X nd 
bm = matriz de masa de tamaño nd X nd 

El programa da la matriz triangular superior de [bk], la inversa de la matriz triangular superior [ni], la matriz 
\uti]\bm\\ui] donde [uti] es la transpuesta de |mí] y los valores y vectores eigen del problema. 


>> programll 

Matriz triangular superior [U]: 

1.414214e+000 -7.071068e-001 0.000000e+000 

0.000000e+000 1.224745e+000 -8.164966e-001 

0.000000e+000 0.000000e+000 5.773503e-001 

Inversa de la matriz triangular superior 

7.071068e-001 4.082483e-001 5.773503e-001 

0.000000e+000 8.164966e-001 1.154701e+000 

0.000000e+000 0.000000e+000 1.732051e+000 
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Matriz [UMU] = [UTI] [M] [UI]: 


5.000000e-001 
2.886751e-001 
4.082483e-001 

Vectores eigen: 

5.048917e + 000 

Vectores eigen 

7.369762e-001 
1.327 985e + 000 
1.655971e + 000 


2.886751e-001 
8.333333e-001 
1.178511e+000 


6.431041e-001 


4.082483e-001 
1.178511e+000 
4.666667e+000 


3.079785e-001 


3.279853e-001 
-4.089910e-001 
1.820181e-001 


(en forma de columnas) 

-5.910090e-001 
-2.630237e-001 
4.739525e-001 


Resumen del capítulo 

La determinación de frecuencias naturales y modos (vectores eigen) de sistemas de varios grados de libertad es 
un procedimiento tedioso. Debido a que la frecuencia natural (mínima) fundamental y el modo correspondien¬ 
te son muy importantes en muchas aplicaciones, presentamos varios métodos de encontrar el valor aproximado 
de la frecuencia fundamental y el modo. Analizamos la fórmula de Dunkerley, el método de Rayleigh, el méto¬ 
do de Holzer y el método de iteración matricial. También dimos una idea general de la extensión del método de 
iteración matricial para hallar la frecuencia intermedia al igual que la frecuencia natural más alta y los modos. 
Para encontrar todos los valores y vectores eigen al mismo tiempo, analizamos del método de Jacobi. Como la 
mayoría de los métodos matemáticos requieren el problema de valor eigen en forma estándar, explicamos un 
método de convertir un problema de valor eigen general en uno de forma estándar. Por último, presentamos la 
solución del problema de valor eigen de sistemas de varios grados de libertad utilizando MATLAB. 

Ahora que ya terminó este capítulo, deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver los pro¬ 
blemas que se presentan a continuación. 
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Preguntas de repaso 

7.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. Mencione algunos métodos para determinar la frecuencia natural fundamental de un sistema de 
varios grados de libertad. 

2. ¿Cuál es la suposición básica hecha al derivar la fórmula de Dunkerley? 

3. ¿Qué es el principio de Rayleigh? 

4. Mencione si obtenemos un límite inferior o un límite superior a la frecuencia natural fundamental 
si utilizamos (a) la fórmula de Dunkerley y (b) el método de Rayleigh. 

5. ¿Qué es el cociente de Rayleigh? 

6. ¿Cuál es el principio básico utilizado en el método de Holzer? 

7. ¿Qué es el método de iteración matricial? 

8. ¿Podemos utilizar cualquier vector de prueba Aj en el método de iteración matricial para hallar la 
frecuencia natural máxima? 

9. Utilizando el método de iteración matricial, ¿cómo encuentra las frecuencias naturales inter¬ 
medias? 
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10. ¿Cuál es la diferencia entre el método de iteración matricial y el método de Jacobi? 

11. ¿Qué es una matriz de rotación? ¿Cuál es su propósito en el método de Jacobi? 

12. ¿Qué es un problema de valor eigen estándar? 

13. ¿Cuál es el rol de la descomposición de Choleski al derivar el problema de valor eigen estándar? 

14. ¿Cómo encuentra la inversa de una matriz triangular superior? 

7.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. La frecuencia fundamental dada por la fórmula de Dunkerley siempre será mayor que el valor exacto. 

2. La frecuencia fundamental proporcionada por el método de Rayleigh siempre será mayor que el 
valor exacto. 

3. [A]X = A[B]X es un problema de valor eigen estándar. 

4. [A]X = A[/][B]X es un problema de valor eigen estándar. 

5. El método de Jacobi puede determinar los valores eigen de sólo matrices simétricas. 

6. El método de Jacobi utiliza matrices de rotación. 

7. El método de iteración matricial requiere que las frecuencias naturales sean distintas y que estén 
bien separadas. 

8. En el método de iteración matricial, cualquier error de cálculo no dará resultados incorrectos. 

9. El método de iteración matricial nunca dejará de converger a frecuencias más altas. 

10. Cuando el método de Rayleigh se utiliza para una flecha con varios rotores, se puede utilizar la 
curva de deflexión estática como la forma de modo apropiada. 

11. Se puede considerar que el método de Rayleigh es el mismo que el de conservación de energía para 
un sistema vibratorio. 


7.3 Escriba en cada uno de los espacios en blanco la palabra apropiada: 

1. Cualquier matriz simétrica positiva definida [A] se puede descomponer como [A] = [t/] r [í/], 

donde [{/] es una masa triangular_. 

2. El método de descomponer una matriz simétrica positiva definida [Ajcomo [A] = [U] T [(/] se 

conoce como método_. 

3. Cada paso del método de Jacobi reduce un par de elementos fuera de la diagonal a_. 

4. El teorema de_permite representar cualquier vector como una combinación lineal de 

vectores eigen del sistema. 

5. Si el método de iteración matricial converge al valor eigen mínimo con [D\X = AX, el método 

converge al valor eigen_con [£>] ~~ ’x = ¡jlX. 

6. El cociente de Rayleigh proporciona el límite_para cof y el límite_para ojf,. 

7. El cociente de Rayleigh tiene un valor estacionario cerca de un_. 

8. Para una flecha con masas m 2 , ..., el método de Rayleigh proporciona la frecuencia natural 
como 


w 


4- 4 - . 


donde w ¡ y w 2 , ..., indican las deflexiones_de m¡, m 2 ,..., respectivamente. 

9. El método de Holzer es básicamente un método_. 

10. El método_se aplica más extensamente a sistemas torsionales, aunque el método es 

igualmente aplicable a sistemas lineales. 

11. El cálculo de altas frecuencias naturales, basado en el método de iteración matricial, implica un 

proceso conocido como_de matrices. 


7.4 Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones dadas: 
1. Cuando el vector de prueba 
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se utiliza para solucionar el problema de valor eigen, 


1 1 
1 2 
1 2 


2 

2 

3 


X = XX 


el siguiente vector de prueba dado por el método de iteración matricial es 



c. 


2. Para un sistema semidefinido, la ecuación final en el método de Holzer indica 

a. la amplitud en el extremo como cero 

b. la suma de las fuerzas inerciales como cero 

c. la ecuación de movimiento 


3. La fórmula de Dunkerley está dada por 

9 

a. OJ| ~ «¡¡TOj + ü 22 m 2 + ' • • + a,in m n 

, 1 

b. — ~ a\\m\ + a 22 m 2 + 11 • + a nn m n 

"i 

1 

c. — ~ k\ | rH] + k 22 m 2 + ''' + k n „m n 

"l 


4. El cociente de Rayleigh está dado por 

X T [k]X X T [m]X 

a. zzjz;- = b. zz;--zz¡r 

X T [m]X X T [k]X 

5. El cociente de Rayleigh satisface la siguiente relación: 

a. R(X) < cof b. R(X) > col 


X T [k]X 

c. — - 3 

H T [m]X 

c. R(X) > coj 


6. Para un sistema vibratorio con [fc] = 


2 -1 

-1 2 


y [m] = 


1 o 

0 1 


a. X = 


ma al modo fundamental, según el cociente de Rayleigh, R(X) = 


la forma de modo más próxi- 
X T [k]X 


X T [m]X 

-1 
1 


está dada por 


Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes: 


Fórmula de Dunkerley 

a. Encuentra las frecuencias y modos naturales 
del sistema, uno a la vez, por medio de varios 
valores de prueba de cada frecuencia. 

Método de Rayleigh 

b. Encuentra todas las frecuencias naturales utili¬ 
zando vectores de prueba y el procedimiento de 
deflación matricial. 
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Método de Holzer 

c. 

Encuentra todos los valores y vectores eigen al 
mismo tiempo sin utilizar vectores de prueba. 

Método de iteración matricial 

d. 

Encuentra el valor aproximado de la frecuencia 
fundamental de un sistema compuesto. 

Método de Jacobi 

e. 

Encuentra el valor aproximado de la frecuen¬ 
cia fundamental de un sistema que siempre es 


mayor que el valor verdadero. 


Problemas 

Sección 7.2 Fórmula de Dunkerley 

7.1 Calcule la frecuencia fundamental de la viga que se muestra en la figura 6.9 aplicando la fórmula de 
Dunkerley para los siguientes datos: (a) m í = m 3 = 5 m, m 2 = m y (b) m l = m 3 = m, m 2 = 5 m. 

7.2 Encuentre la frecuencia fundamental del sistema torsional que se muestra en la figura 6.11, aplicando 

la fórmula de Dunkerley para los siguientes datos: (a) = J l = J 2 = J 3 = 7 0 ; k ñ = k t2 = k ñ = k t \ y (b) 
J | J 2 2J 0 , 7 3 37 0 , k1 1 kp k^, —kp k^ 2 31. 

7.3 Estime la frecuencia fundamental de la flecha que se muestra en la figura 7.3 utilizando la fórmula de 
Dunkerley para los siguientes datos: m 1 = m, m-, = 2 m, m 3 = 3m, Z 3 = / 2 = / 3 = Z 4 = //4. 

7.4 La frecuencia natural de vibración a flexión de ala de un avión militar es de 20 Hz. Halle la nueva fre¬ 
cuencia de vibración a flexión del ala cuando un arma, que pesa 2 000 Ib, se coloca en la punta del ala, 
como se muestra en la figura 7.10. La rigidez de la punta del ala, en flexión, es de 50000 lb/pie. 



7.5 En una grúa elevada (vea la figura 7.11) la carretilla pesa diez veces el peso de la viga. Con la fórmula 
de Dunkerley, calcule la frecuencia fundamental del sistema. 



1 

2 



Carretilla 



1 

2 


C 


Figura 7.11 
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7.6 Aplicando la fórmula de Dunkerley, determine la frecuencia natural del sistema que se muestra en la 
figura 5.33 con m¡ = m 2 = m y Z 3 = l 2 — Z 3 = /. 

7.7* Diseñe una sección tubular de peso mínimo para la flecha que se muestra en la figura 7.3 para lograr 
una frecuencia fundamental de vibración de 0.5 Hz. Suponga m i = 20 kg, m 2 = 50 kg, m 3 = 40 kg, 
/j = 1 m, l 2 = 3 m, / 3 = 4 m, / 4 = 2 m y E = 2.07 X 10 u N/m 2 . 

7.8 Una viga uniforme simplemente apoyada carga dos masas m l y m 2 con m 2 = 3 m l como se muestra en 
la figura 7.12. Halle la frecuencia natural fundamental de la viga aplicando el método de Dunkerley. 



Figura 7.12 


7.9 Una viga uniforme doblemente empotrada carga dos masas m l y m 2 con m 2 = m l como se muestra en 
la figura 7.13. Determine la frecuencia natural de la viga con el método de Dunkerley. 


rtiy 


O 



/ 

l 


3 

3 



Figura 7.13 


Sección 7.3 Método de Rayleigh 

7.10 Siguiendo el método de Rayleigh determine la primera frecuencia natural de vibración del sistema que 
se muestra en la figura 7.2. Suponga k 3 = k, k 2 = 2 k, k 3 = 3k y m¡ = m, m 2 = 2 m, m 3 = 3m. 

7.11 Aplicando el método de Rayleigh determine la frecuencia natural fundamental de vibración del sistema 
torsional que se muestra en la figura 6.11. Suponga 7¡ = J 0 , J 2 = 2J 0 , J 3 — 3 J 0 y k tl = k t2 = k l3 = k t . 

7.12 Con el método de Rayleigh resuelva el problema 7.6. 

7.13 Siguiendo el método de Rayleigh determine la frecuencia natural fundamental del sistema que se mues¬ 
tra en la figura 5.33 cuando m t = m, m 2 = 5 m, l\ — l 2 ~h~ 

7.14 Un edificio de dos pisos sometido a cortante se muestra en la figura 7.14 en el cual se supone que los 
pisos son rígidos. Aplicando el método de Rayleigh, calcule la primera frecuencia natural del edificio 
para m l = 2 m, m 2 = m, h l = h 2 = h y k x = k 2 = 3EI/h 3 . Suponga que la configuración del primer modo 
es la misma que la forma de equilibrio estático debido a cargas proporcionales a los pesos de los pisos. 

7.15 Compruebe que el cociente de Rayleigh nunca es más alto que el valor eigen más alto. 

7.16 La figura 7.15 muestra una viga de acero en voladizo escalonada. Los escalones tienen secciones transver¬ 
sales cuadradas de 4 pulg X 4 pulg y de 2 pulg X 2 pulg, cada uno con longitudes de 50 pulg. Suponiendo 
que el módulo de Young como E = 30 X 10 6 Ib /pulg 2 y el peso unitario como y = 0.283 lb f /pulg 3 para el 


'El asterisco indica un problema sin respuesta única. 
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Figura 7.14 


material de la viga, determine la frecuencia natural fundamental de vibración a flexión de la viga aplicando 
el método de Rayleigh. Suponga la deflexión de la viga como 

y(x) = C 



donde C es una constante. 





Figura 7.15 


7.17 En la figura 7.16 se muestra una viga uniforme simplemente apoyada de 100 pulg de longitud, con una 
sección rectangular hueca. Suponiendo una forma deflacionada de 

TTX 

y(x) = C sen — 

encuentre la frecuencia natural de vibración transversal de la viga. El material de la viga tiene un mó¬ 
dulo de Young de E = 30 X 10 6 lb/pulg 2 y un peso unitario de y = 0.283 lb f /pulg 3 . 


y(*) 

i 



y 

t 



-4 pulg- 

Sección A-A 


Figura 7.16 
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7.18 Una viga uniforme doblemente empotrada de longitud l con sección rectangular w X h se muestra en la 
figura 7.17. Suponiendo el módulo de Young como £ y el peso unitario como y para el material de 
la viga y la forma deflacionada como 

y(x) = C 



Determine la frecuencia natural de la viga. 








Sección transversal 


Figura 7.17 


Sección 7.4 Método de Holzer 

7.19 Utilizando el método de Holzer determine las frecuencias naturales y modos del sistema que se muestra 
en la figura 6.14, con m 1 = 100 kg, m 2 = 20 kg, m 3 = 200 kg, k 1 = 8000 N/m y k 2 = 4000 N/m. 

7.20 Las matrices de rigidez y masa de un sistema vibratorio están dadas por 


2 

-1 

o - 


“l 

0 

o“ 

-1 

2 

-1 

, [m] = m 

0 

1 

0 
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-1 

3_ 


0 

0 

2_ 


Aplicando el método de Holzer determine todos los modos principales y las frecuencias naturales. 

7.21 Para el sistema torsional que se muestra en la figura 6.11 determine un modo principal y la frecuencia 
correspondiente por el método de Holzer. Suponga que k ñ = k t2 — k a = k, y J x = J 2 = J 3 = J 0 . 

7.22 Siguiendo el método de Holzer determine las frecuencias naturales y modos del edificio sometido a 
cortante que se muestra en la figura 7.14. Suponga que m¡ = 2 m, m 2 = m, h x = h 2 = h, k x = 2 k, k 2 = 
ky k = 3EI/h 3 . 

7.23 Con el método de Holzer determine las frecuencias naturales y modos del sistema que se muestra en la 
figura 6.39. Suponga que J x = 10 kg-cm 2 , J 2 = 5 kg-m 2 , J 2 = 1 kg-m 2 , y k ñ = k, 2 = 1 X 10 6 N-m/rad. 

7.24 Una flecha uniforme lleva tres rotores como se muestra en la figura 7.18 con momentos de inercia de 
masa J x = J 2 = 5 kg-m 2 y / 3 = 10 kg-m 2 . Las rigideces torsionales de los segmentos entre los rotores 
están dadas por k ñ = 20000 N-m/rad y k t2 = 10000 N-m/rad. Determine las frecuencias naturales y 
modos del sistema siguiendo el método de Holzer. 

7.25 Una flecha uniforme lleva tres rotores como se muestra en la figura 7.18 con momentos de inercia de 
masa J x = 5 kg-m 2 , J 2 — 15 kg-m 2 y 7 3 = 25 kg-m 2 . Las rigideces torsionales de los segmentos entre los 
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Figura 7.18 


rotores son k ñ = 20000 N-m/rad y k p = 60000 N-m/rad. Determine las frecuencias naturales y modos 
del sistema siguiendo el método de Holzer. 

7.26 Las matrices de masa y rigidez de un sistema de resorte-masa de tres grados de libertad están dadas por 
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Determine las frecuencias naturales y modos del sistema aplicando el método de Holzer. 


Sección 7.5 Método de iteración matricial 

7.27 El valor eigen máximo de la matriz 


[D] 


2.5 - 1 0 

-1 5 - V 2 

0 - V2 10 


está dado por A¡ = 10.38068. Utilizando el método de iteración matricial determine los demás valores 
eigen y todos los vectores eigen de la matriz. Suponga [m] = [/]. 

7.28 Se sabe que las matrices de masa y rigidez de un sistema de resorte-masa son 
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Utilizando el método de iteración matricial determine las frecuencias naturales y modos del sistema. 

7.29 Utilizando el método de iteración matricial encuentre las frecuencias naturales y modos del sistema que 
se muestra en la figura 6.6 con k l = k, k 2 — 2 k, k 3 = 3 k, y m l = m 2 = m 3 = m. 

7.30 Utilizando el método de iteración matricial encuentre las frecuencias naturales del sistema que se mues¬ 
tra en la figura 6.28. Suponga que J dl = J d2 = J d3 = J 0 , l¡ = l y (GJ)¡ = GJ para i = 1 a 4. 

7.31 Utilizando el método de iteración matricial resuelva el problema 7.6. 

7.32 Las matrices de rigidez y masa de un sistema vibratorio están dadas por 
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Utilizando el método de iteración matricial encuentre la frecuencia fundamental y la forma de modo del 
sistema. 

7.33 Las matrices de masa y rigidez de un avión en vuelo, con un modelo de tres grados de libertad para 
movimiento vertical (semejante a la figura 6.26) están dadas por 
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Determine la frecuencia natural más alta de vibración del avión siguiendo el método de iteración matricial. 

7.34 Las matrices de masa y flexibilidad de un sistema de tres grados de libertad están dadas por 
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Encuentre la frecuencia natural de vibración más baja del sistema aplicando el método de iteración 
matricial. 

7.35 Para el sistema considerado en el problema 7.34 determine la frecuencia natural más alta de vibración 
del sistema aplicando el método de iteración matricial. 

7.36 Encuentre la frecuencia natural intermedia de vibración del sistema considerado en los problemas 7.34 
y 7.35 aplicando el método de iteración matricial. 


Sección 7.6 Método de Jacobi 

7.37 Utilizando el método de Jacobi encuentre los valores y vectores eigen de la matriz 


[D] = 
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7.38 Utilizando el método de Jacobi encuentre los valores y vectores eigen de la matriz 


[D] 


3 2 1 

2 2 1 

1 1 1 


7.39 Utilizando el método de Jacobi determine los valores eigen de la matriz [A] dados por 
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Sección 7.7 Problema de valor eigen estándar 

7.40 Aplicando la técnica de descomposición de Choleski descomponga la matriz dada en el problema 7.39. 

7.41 Utilizando la descomposición [A] = [t/] r [t/] encuentre la inversa de la matriz: 


[A] 


5 -1 1 

-1 6 -4 

1 -4 3 


7.42 Aplicando la descomposición de Choleski determine la inversa de la siguiente matriz: 


[A] = 


2 

5 

8 


5 

16 

28 


8 

28 

54 


7.43 Convierta el problema 7.32 en un problema de valor eigen estándar con una matriz simétrica. 

7.44 Aplicando la técnica de descomposición de Choleski exprese la siguiente matriz como el producto de 
dos matrices triangulares: 


16 -20 


[A] = 


-20 

-24 


89 

-50 


-24 

-50 

280 


Sección 7.8 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

7.45 Utilizando MATLAB encuentre los valores y vectores eigen de la siguiente matriz: 


[A] = 


3-2 0 

-2 5 -3 

0 -1 1 


7.46 Utilizando MATLAB encuentre los valores y vectores eigen de la siguiente matriz: 


[A] = 


-5 2 1 

1 -9 -1 

2-1 7 


7.47 Utilizando Program9 .m encuentre los valores y vectores eigen de la matriz [£>] dada en el problema 
7.27. 

7.48 Utilizando Programl 0 . m determine los valores y vectores eigen de la matriz [£)] dada en el problema 
7.38. 

7.49 Utilizando Programll .m encuentre la solución del problema de valor eigen general dado en el pro¬ 
blema 7.32 con k = m = 1. 

7.50 Encuentre los valores y vectores eigen de la siguiente matriz utilizando MATLAB: 


[A] = 


2 2 
2 5 
2 5 
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7.51 Resuelva el siguiente problema de valor eigen utilizando MATLAB. 
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Proyectos de diseño 

7.52 Un volante de masa m 1 = 100 kg y una polea de masa m 2 = 50 kg se tienen que montar en una flecha de 
longitud / = 2 m, como se muestra en la figura 7.19. Determine sus ubicaciones /¡ y U para maximizar 
la frecuencia fundamental de vibración del sistema. 


mj = 100 kg 


m 2 = 50 kg 



Figura 7.19 


7.53 En la figura 7.20 se muestra un diagrama simplificado de una grúa viajera elevada. La viga, con sección 
transversal, y el cable, con sección transversal circular son de acero. Diseñe las vigas y el cable de modo 
que las frecuencias naturales del sistema sean mayores que la velocidad de operación, 1500 rpm, de un 
motor eléctrico situado en la carretilla. 



Figura 7.20 



























































CAPITULO 8 

Control de la vibración 



Leonhard Euler 

(1707-1783) 


Matemático suizo. Fue matemático de la corte y más adelante profesor de matemáticas 
en San Petersburgo, Rusia. Escribió muchas obras sobre álgebra y geometría y se inte¬ 
resó en la forma geométrica de las curvas de deflexión en la resistencia de materiales. 
La carga de pandeo de columnas de Euler es muy conocida por los ingenieros mecá¬ 
nicos y civiles, así como la constante de Euler y el sistema de coordenadas de Euler 
lo son por los matemáticos. Derivó la ecuación de movimiento para las vibraciones 
provocadas por flexión de una varilla (teoría de Euler-Bernoulli) y presentó una forma 
de solución en serie e inclusive estudió la dinámica de un anillo vibratorio. (Cortesía de 
Dirk J. Struik, A Concise History of Mathematics, 2a. ed., Dover Publications, Nueva 
York, 1948). _ 
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Objetivos de aprendizaje 645 


En los capítulos anteriores estudiamos todos los aspectos del modelado y análisis de sistemas vi¬ 
bratorios. Ahora consideraremos métodos de eliminar o reducir la vibración indeseable. Hay que 
conocer los niveles aceptables de vibración antes de que podamos cuantificar los niveles que se 
deberán eliminar o reducir. Al principio se describen el nomógrafo de vibración y los criterios de 
vibración, los cuales indican niveles de vibración aceptables. La vibración que se va a eliminar o a 
reducir puede aparecer en la forma de una o más formas de perturbación: desplazamiento, veloci¬ 
dad, aceleración y fuerza transmitida. Se analizan los siguientes métodos para eliminar/reducir la 
vibración en la fuente u origen. 

• Balanceo de máquinas rotatorias; balanceo en uno o dos planos. 

• Control de la respuesta y estabilidad de flechas rotatorias. 

• Balanceo de motores reciprocantes. 

• Reducción de la vibración provocada por impactos debidos a holguras en las juntas 
de máquinas y mecanismos. 

Se analizan los siguientes métodos para reducir la transmisión de vibración proveniente de la fuente: 

• Cambio de la frecuencia natural del sistema cuando no se puede modificar la frecuencia 
forzada. 

• Introducción de un mecanismo disipador de potencia con la adición de amortiguadores 
hidráulicos o materiales viscoelásticos. 

• Designación de un aislador que cambie la rigidez/amortiguamiento del sistema. 

• Aplicación de una técnica de control activa. 

• Designación de un absorbedor de vibración con la adición de una masa auxiliar para absorber 
la energía de vibración de la masa original. 

Por último, se presenta la solución de varios problemas de control de vibración utilizando 
MATLAB con ejemplos numéricos. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Utilizar nomógrafos de vibración y criterios de vibración para determinar los niveles de 
vibración que se van a controlar o reducir. 

• Aplicar técnicas de balanceo en uno y dos planos para eliminar la vibración (desbalance). 

• Controlar la vibración provocada por el desbalance en flechas rotatorias. 

• Reducir el desbalance en motores reciprocantes. 

• Diseñar aislamientos de vibración y choque para sistemas con base fija y también con base 
vibratoria. 

• Diseñar sistemas de control de vibración activos. 

• Diseñar absorbedores de vibración no amortiguados y amortiguados. 

• Utilizar MATLAB para resolver problemas de control de vibración. 
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Capítulo 8 Control de la vibración 


8.1 Introducción 


En un entorno industrial hay muchas fuentes de vibración: procesos de impacto como el hincado de 
pilotes y explosiones; maquinaria rotatoria o reciprocante como motores, compresores y motores 
eléctricos; vehículos de transporte como camiones, trenes, y aviones; el flujo de fluidos y muchas 
otras cosas. A veces la presencia de vibración provoca desgaste excesivo de cojinetes, formación 
de grietas, aflojamiento de sujetadores, fallas estructurales y mecánicas, mantenimiento frecuente y 
costoso de máquinas, fallas electrónicas por la ruptura de juntas soldadas y abrasión del aislamiento 
alrededor de conductores eléctricos, lo que provoca cortos. La exposición ocupacional de humanos 
a la vibración produce dolor, incomodidad y eficiencia reducida. En ocasiones se puede eliminar la 
vibración con base en el análisis teórico. Sin embargo, los costos de manufactura implicados en 
la eliminación de la vibración pueden ser demasiado elevados; un diseñador debe comprometerse 
entre una cantidad de vibración aceptable y un costo de manufactura razonable. En algunos casos, 
la fuerza de excitación o de sacudimiento es inherente a la máquina. Como antes se vio, incluso una 
fuerza de excitación relativamente pequeña puede provocar una respuesta indeseablemente grande 
cerca de la resonancia, sobre todo en sistemas levemente amortiguados. En estos casos la magnitud 
de la respuesta se puede reducir significativamente utilizando aisladores y absorbedores de masa 
auxiliares [8.1]. En este capítulo consideraremos varias técnicas de control de vibración, es decir, 
métodos que implican la eliminación o reducción de la vibración. 


8.2 Nomógrafo de vibración y criterios de vibración 


Los niveles aceptables de vibración se suelen especificar en función de la respuesta de un sistema 
no amortiguado de un solo grado de libertad sujeto a vibración armónica. Los límites se muestran 
en una gráfica, llamada nomógrafo de vibración , la cual muestra las vibraciones de las amplitudes 
de desplazamiento, velocidad y aceleración con respecto a la frecuencia de vibración. Para el mo¬ 
vimiento armónico 


x(t ) = X sen cot (8.1) 

la velocidad y aceleraciones se proporcionan como 

v(f) = x{t) = cjX eos wt = 2irfX eos cot (8.2) 

a{t) = x(t) = — cü 2 X sen cot = — 4rr 2 f 2 X senwí (8.3) 

donde co es la frecuencia circular (rad/s), / es la frecuencia lineal (Hz) y A es la amplitud de des¬ 
plazamiento. Las amplitudes de desplazamiento (X), velocidad (v máx ) y aceleración (a máx ) están 
relacionadas como 


Vmáx = 2t rfX (8.4) 

flmáx = -47 T 2 f 2 X = - 2irfv máx (8.5) 

Tomando los logaritmos de las ecuaciones (8.4) y (8.5), obtenemos las siguientes relaciones lineales: 

ln v máx = ln (27 rf) + ln X (8.6) 


ln v máx = -ln a máx - ln (2 t rf) 


(8.7) 
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Se ve que con un valor constante de la amplitud de desplazamiento (X), la ecuación (8.6) muestra 
que ln v máx con ln (27 rf) como una línea recta con pendiente +1. Asimismo, para un valor constante 
de la amplitud de aceleración la ecuación (8.7) indica que el ln v máx varía con ln (27 rf) como 

una línea recta con pendiente —1. Estas variaciones se muestran como un nomógrafo en la figura 
8.1. Por lo tanto, cada punto en el nomógrafo indica una vibración senoidal (armónica) específica. 

Como la vibración impartida a un humano o a una máquina se compone de muchas frecuen¬ 
cias, rara vez de sólo una, los valores de la raíz cuadrada de la media de los cuadrados de x(t), v(t) 
y a{t) se utilizan en la especificación de niveles de vibración. 



Frecuencia (Hz) 


Figura 8.1 Nomógrafo y criterios de vibración [8.2]. 
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A continuación se enuncian los rangos usuales de vibración encontrados en diferentes aplica¬ 
ciones científicas y de ingeniería [8.2]: 

1. Vibraciones atómicas: Frecuencia = 10 12 Hz, amplitud de desplazamiento = 10 ~ 8 a 10 6 mm. 

2. Microsismos o temblores menores de la corteza terrestre: frecuencia = 0.1 a 1 Hz, amplitud del 
desplazamiento = 10 5 a 10 3 mm. Esta vibración también indica el umbral de perturbación 
de equipo óptico, electrónico y de cómputo. 

3. Vibración de maquinaria y edificios: frecuencia = 10 a 100 Hz, amplitud de desplazamiento = 
0.01 a 1 mm. El umbral de percepción humana cae dentro del rango de frecuencia de 1 a 8 Hz. 

4. Oscilación de edificios altos: rango de frecuencia = 0.1 a 5 Hz, amplitud de desplazamiento = 
10 a 1000 mm. 

La severidad de vibración de maquinaría se define en función del valor rcm de la velocidad de 
vibración en ISO 2372 [8.3]. La definición ISO identifica 15 rangos de severidad de vibración en 
el rango de velocidad de 0.11-71 mm/s para cuatro clases de máquinas: (1) pequeñas, (2) medianas, 
(3) grandes y (4) turbomáquinas. La severidad de vibración de máquinas clase 3, como los mo- 



Figura 8.2 Sensibilidad a la frecuencia de vibración de diferentes 
partes del cuerpo humano. 
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Ejemplo 8.1 


tores primarios, se muestra en la figura 8.1. Para aplicar estos criterios, la vibración se tiene que 
medir en las superficies de la máquina como son las tapas de cojinetes en el rango de frecuencia 
de 10-1 000 Hz. 

ISO DP 4866 [8.4] proporciona la severidad de vibración de un edificio completo debido a una 
explosión o vibración de estado estable en el rango de frecuencia de 1-100 Hz. Para la vibración 
provocada por una explosión, la velocidad se tiene que medir en los cimientos del edificio cerca 
de donde ocurrió la explosión, y para la vibración de estado estable, la velocidad pico se tiene que 
medir en el último piso. Los límites dados son de 3-5 mm/s para el umbral de daños y de 5-30 mm/s 
para daños menores. En la figura 8.1 también se muestran los resultados de vibración reportados 
por Steffens [8.5] sobre daños estructurales. 

Los límites de vibración recomendados en ISO 2631 [8.6] en la sensibilidad humana a la vi¬ 
bración también se muestran en la figura 8.1. En Estados Unidos, un estimado de 8 millones de tra¬ 
bajadores están expuestos o bien a una vibración de todo el cuerpo, o a una vibración segmentada a 
partes específicas del cuerpo. La vibración de todo el cuerpo puede deberse a la transmisión a través 
de una estructura de soporte como el asiento de un helicóptero, y la vibración de partes del cuerpo 
específicas pueden deberse a procesos de trabajo como operaciones de compactación, taladrado 
y corte con sierras de cadena. Se ha encontrado que la tolerancia humana a vibración de todo el 
cuerpo es mínima en el rango de frecuencia de 4-8 Hz. Al tiempo que la vibración segmentada pro¬ 
voca lesiones por esfuerzo ubicado en diferentes partes del cuerpo a diferentes frecuencias, como 
se indica en la figura 8.2. Además, se han observado los siguientes efectos a diferentes frecuencias 
[8.7]: mareos (0.1-1 Hz), visión borrosa (2-20 Hz), perturbación del habla (1-20 Hz), interferencia 
con tareas (0.5-20 Hz) y fatiga posterior (0.2-15 Hz). 

Los niveles de vibración aceptables para laboratorios que mantienen estándares de referencia 
también se muestran en la figura 8.1. 


Reducción de la vibración del asiento de un helicóptero 

El asiento de un helicóptero, junto con el piloto, pesa 1000 N y se ve que experimenta una deflexión estática 
de 10 mm bajo su propio peso. La vibración del rotor se transmite a la base del asiento como movimiento 
armónico con 4 Hz de frecuencia y 0.2 mm de amplitud. 


a. ¿Cuál es el nivel de vibración percibido por el piloto? 

b. ¿Cómo se puede volver a diseñar el asiento para reducir el efecto de vibración? 

Solución: 

a. Modelando el asiento como un sistema no amortiguado de un solo grado de libertad, podemos calcular lo 
siguiente: 

Masa = m = 1000/9.81 = 101.9368 kg 
W 1000 , 

Rigidez = k = — = -= 10 5 N/m 

o es t 0.01 


Frecuencia natural = io„ = A / — = 

m 


Relación de frecuencia = r = 


105 


101.9368 
4.9849 


= 31.3209 rad/s = 4.9849 Hz 


4.0 


= 1.2462 
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Como el asiento se somete a una excitación armónica de la base, la ecuación (3.68) proporciona la amplitud 
de vibración percibida por el piloto (masa del asiento) con £ = 0: 


X = 



(E.l) 


donde Y es la amplitud de desplazamiento de la base. La ecuación (E.l) da 


X = 


0.2 


1 - 1.2462 2 


0.3616 mm 


Las amplitudes de la velocidad y aceleración percibidas por el piloto son wX = 27 rfX = 2(ir) = (5)(0.3616) 
= 9.0887 mm/s y (o 2 X = (27 rf) 2 X = 228.4074 mm/s 2 = 0.2284 m/s 2 . Correspondiente a la frecuencia de 
4 Hz, la figura 8.1 muestra que es posible que la amplitud de movimiento de 0.3616 mm no provoque 
mucha incomodidad. Sin embargo, los niveles de velocidad y aceleración a la misma frecuencia (4 Hz) no 
son aceptables para un vuelo confortable. 

b. Para reducir el nivel de vibración a uno aceptable, tratemos de reducir el nivel de aceleración percibi¬ 
do por el piloto de 0.2284 m/s 2 a 0.01 m/s 2 . Utilizando a máx = 10 mm/s 2 = —(27 rf) 2 X = — (87i) 2 X, 
obtenemos X = 0.01583 mm. Esto conduce a 


X 0.01583 I 

Y ~ 0.2 “ ± 1 - r 2 


o r = 3.6923 


Este valor presenta la nueva frecuencia natural del asiento como 


8 77 


3.6923 3.6923 


= 6.8068 rad/s 


Utilizando la relación co n = \Zk/m con m = 101.9368 kg, la nueva rigidez es k = 4722.9837 N/m. Esto 
implica que la rigidez del asiento se tiene que reducir de 10 5 N/m a 4722.9837 N/m. Esto se puede lograr 
utilizando un material más blando para el asiento, o utilizando un diseño de resortes diferente. O bien, el 
nivel de aceleración deseado se puede lograr incrementando la masa del asiento. Sin embargo, esta solu¬ 
ción en es muy aceptable, ya que aumenta el peso del helicóptero. 


8.3 Reducción de la vibración en la fuente 


Lo primero que hay que explorar para controlar vibraciones es tratar de modificar la fuente de 
modo que produzca menos vibración. Este método puede no ser factible siempre. Algunos ejemplos 
de fuentes de vibración que no pueden ser modificadas son la excitación por sismos, turbulencia 
atmosférica, irregularidades en la carretera y combustión inestable en motores. Por otra parte, cier¬ 
tas fuentes como el desbalance en máquinas rotatorias o reciprocantes se pueden modificar para 
reducir las vibraciones. Esto se puede lograr, por lo general, utilizando tanto un balanceo interno o 
un incremento en la precisión de los elementos de la máquina. El uso de tolerancias mínimas y un 
mejor acabado superficial de las partes de la máquina (las cuales tienen movimiento relativo una 
con respecto a la otra) hacen que la máquina sea menos susceptible a la vibración. Por supuesto, 
puede haber restricciones económicas y de fabricación en el grado de balanceo que se puede lograr 
o la precisión con la cual se pueden fabricar las partes de la máquina. Consideraremos el análisis 
de máquinas rotatorias y reciprocantes cuando hay desbalance e incluso las formas de controlar las 
vibraciones que resultan de las fuerzas desbalanceadas. 
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8.4 Balanceo de máquinas rotatorias 


La presencia de una masa excéntrica o desbalanceada en un disco rotatorio provoca vibración, la 
cual puede ser aceptable hasta un cierto nivel. Si la vibración provocada por una masa desba¬ 
lanceada no es aceptable, se puede eliminar ya sea quitando la masa excéntrica o agregando una 
masa igual en una posición tal que anule el efecto del desbalance. Para aplicar este procedimiento 
tenemos que determinar la cantidad y la ubicación de la masa excéntrica experimentalmente. El 
desbalance en máquinas prácticas se puede atribuir a irregularidades como errores de maquinado y 
variaciones en los tamaños de pernos, tuercas, remaches y soldaduras. En esta sección considerare¬ 
mos dos tipos de balanceo: balanceo en un plano o estático y balanceo en dos planos o dinámico 
[8.9, 8.10]. 


8.4.1 Considere un elemento de máquina en la forma de un disco circular delgado, digamos un ventila- 

dor, volante, engrane o una rueda de amolar, montado en una flecha. Cuando el centro de masa se 
Balanceo desplaza del eje de rotación debido a errores de manufactura, se dice que el elemento de máquina 

en un plano está estáticamente desbalanceado. Para determinar si un disco está o no balanceado, monte la fle¬ 

cha sobre dos cojinetes de baja fricción, como se muestra en la figura 8.3(a). Gire el disco y déjelo 
que se detenga. Marque el punto más bajo con gis en la circunferencia del disco. Repita el proceso 
varias veces, marcando con gis cada vez el punto más bajo en el disco. Si el disco está balanceado, 
las marcas de gis aparecerán dispersas al azar por toda la circunferencia. Por otra parte, si el disco 
no está balanceado, todas las marcas de gis coincidirán. 


Disco 




(b) 


Figura 8.3 Balanceo 
en un plano de un disco. 
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El desbalance detectado por este procedimiento se conoce como desbalance estático. El desba¬ 
lance estático se puede corregir quitando (perforando) metal en la marca de gis o agregando un peso 
a 180° de la marca de gis. Como no se conoce la magnitud del desbalance, la cantidad de material 
que hay que quitar o agregar debe determinarse mediante prueba y error. Este procedimiento se 
conoce como “balanceo en un plano”, ya que toda la masa queda prácticamente en un solo plano. 
La cantidad de desbalance se determina girando el disco a una velocidad conocida co y midiendo 
las reacciones en los dos cojinetes (vea la figura 8.3(b)). Si se coloca una masa desbalanceada m 
en un radio r del disco, la fuerza centrífuga será mrco 2 . Por lo tanto, las reacciones medidas en los 
cojinetes F { y F 2 dan m y r: 



2 

Fi = — mrco , 
1 / 


,2 


( 8 . 8 ) 


Otro procedimiento para balanceo en un plano, por medio de un analizador de vibración, se ilustra 
en la figura 8.4. En este caso, se monta una rueda de amolar (disco) en una flecha rotatoria que tiene 
un cojinete en A y la mueve un motor eléctrico a una velocidad angular co. 

Antes de iniciar el procedimiento se colocan unas enarcas de referencia , también conocidas 
como marcas de fase, tanto en el rotor (rueda) como en el estator, como se muestra en la figura en 
la figura 8.5(a). Se coloca un detector de vibración en contacto con el cojinete, como se muestra 
en la figura 8.4, y el analizador de vibración se ajusta a una frecuencia correspondiente a la velo¬ 
cidad angular de la rueda de amolar. La señal de vibración (la amplitud de desplazamiento) produ¬ 
cida por el desbalance se lee en el medidor del analizador de vibración. El analizador de vibración 
enciende una luz estroboscópica a la frecuencia de la rueda rotatoria. Cuando el rotor gira a una 
velocidad co, la marca de fase en el rotor aparece estacionaria bajo la luz estroboscópica pero ubi¬ 
cada a un ángulo 0 de la marca en el estator, como se muestra en la figura 8.5(b), debido al retraso 
de fase en la respuesta. Se anotan tanto el ángulo 9 como la amplitud A u (leídos en el analizador de 
vibración) provocados por el desbalance original. Luego se detiene el rotor, y se coloca al rotor un 
peso W de prueba conocido, como se muestra en la figura 8.5(b). Cuando el rotor gira a la velocidad 
co, se anota la nueva posición angular de la marca de fase cf> en el rotor y la amplitud de vibración 
A u+W provocada por el desbalance combinado del rotor y el peso de prueba (vea la figura 8.5(c))J 



Cojinete, A 


Detector de vibración 
/ f-p. Estroboscopio 


Rueda de amolar 
(rotor) 


Figura 8.4 Balanceo en un plano por medio de un analizador de vibración. 


1 Observe que el peso de prueba se coloca en una posición que desplace el desbalance neto en la dirección de las manecillas 
del reloj, la posición estacionaria de la marca de fase se desplazará exactamente en la misma cantidad en la dirección con¬ 
traria a las manecillas del reloj, y viceversa. 
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Dirección del 



Ahora construimos un diagrama vectorial para determinar la magnitud y localización de la masa de 
corrección para balancear la rueda. El vector de desbalance original A u se traza en una dirección 
arbitraria, con su longitud igual a A u , como se muestra en la figura 8.6. Luego se traza el vector de 
desbalance combinado como A u+W a un ángulo <b — 0 con respecto a la dirección de A u con una 
longitud de A u+W . El vector de diferencia A w = A u+W — A u en la figura 8.6 representa entonces el 
vector de desbalance debido al peso de prueba W. La magnitud de A w se calcula aplicando la ley 
de los cosenos: 


A w = [Al + A 2 u+ w ~ 2A U A U+W eos (<f> - 0)] 1/2 


(8.9) 


Como la magnitud del peso de prueba W y su dirección con respecto al desbalance original (a en la 
figura 8.6) se conocen, el desbalance original puede estar a un ángulo a de la posición del peso de 
prueba, como se muestra en la figura 8.5(d). El ángulo a se obtiene a partir de la ley de los cosenos: 


a 


eos 


A¡ + Aj - A 
2 A U A W 


2 “i 
u+w 


( 8 . 10 ) 


La magnitud del desbalance original es W 0 = (A u /A w )-W, localizado a la misma distancia radial 
del eje de rotación del rotor que el peso W. Una vez conocidas la localización y magnitud del des¬ 
balance original, se puede agregar un peso de corrección para balancear adecuadamente la meda. 



Figura 8.6 Desbalance debido al peso de prueba W. 
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Balanceo en 
dos planos 


El balanceo en un plano se puede utilizar para balancear en un plano, es decir, para rotores del tipo 
de disco rígido. Si el rotor es un cuerpo rígido alargado, como se muestra en la figura 8.7, el des¬ 
balance puede estar en cualquier parte a lo largo de la extensión del rotor. En este caso el rotor se 
puede balancear agregando pesos de balanceo en dos planos cualesquiera [8.10, 8.11]. Para facilitar 
la operación se suele elegir los dos planos extremos del rotor (mostrados por medio de líneas de 
rayas en la figura 8.7). 

Para ver que cualquier masa desbalanceada en el rotor puede ser reemplazada por dos masas 
desbalanceadas equivalentes (dos planos cualesquiera) considere un rotor con una masa desbalan¬ 
ceada m a una distancia 1/3 del extremo derecho, como se muestra en la figura 8.8(a). Cuando el 
rotor gira a una velocidad de a>, la fuerza provocada por el desbalance será F = mwrR , donde R es 
el radio del rotor. La masa desbalanceada m puede ser reemplazada por dos masas m ] y m 2 , loca¬ 
lizadas en los extremos del rotor, como se muestra en la figura 8.8(b). Las fuerzas ejercidas en el 
rotor por estas masas son /*) = m { oo 2 R y F 2 = m 2 w 2 R. Para la equivalencia de fuerza en las figuras 
8.8(a) y (b), tenemos 

marR = m\ 0 ) 2 R + m 2 u> 2 R o m = + m 2 (8-11) 

Para la equivalencia de momentos en los dos casos, consideramos los momentos con respecto al 
extremo derecho, de modo que 


ma> 2 R— = miorRl 


m = 3m.] 


( 8 . 12 ) 


Plano L 




Figura 8.7 Balanceo en dos planos de un rotor. 


F = mo?R 


Mh 




Figura 8.8 Representación de una masa 
desbalanceada como dos masas desbalanceadas 
equivalentes. 
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Las ecuaciones (8.11) y (8.12) resultan m ] = m/3 y m 2 = 2m/3. Por lo tanto, cualquier masa 
desbalanceada puede ser reemplazada por dos masas desbalanceadas equivalentes en los planos 
extremos del rotor. 

Ahora consideramos el procedimiento de balanceo en dos planos por medio de un analizador 
de vibración. En la figura 8.9, el desbalance total en el rotor es reemplazado por dos pesos desbalan¬ 
ceados U L y U R en los planos izquierdo y derecho, respectivamente. A la velocidad de operación a> 
del rotor, la fase y amplitud de vibración debido al desbalance original se miden en los dos cojinetes 
A y B, y los resultados se registran como los vectores V A y V B . La magnitud del vector de vibración 
se considera como la amplitud de vibración, mientras que la dirección del vector se considera como 
el valor negativo del ángulo observado bajo la luz estroboscópica respecto de la línea de referencia 
del estator. Los vectores medidos V A y V B se expresan como 


Va = A al U l + A ar U r (8.13) 

Vb = A bl Ui + A br U r (8.14) 

donde A¡¡ se considera como un vector que refleja el efecto del desbalance en el plano j (j = L, R ) 

en la vibración en el cojinete i ( i = A, B ). Observe que U L , U R y todos los vectores A¡j son desco¬ 

nocidos en las ecuaciones (8.13) y (8.14). 

Como en el caso de balanceo en un plano, agregamos pesos de prueba conocidos y tomamos 
medidas para obtener información sobre las masas desbalanceadas. Primero agregamos un peso 
conocido W L en el plano izquierdo a una posición angular conocida y medimos el desplazamiento 
y fase de vibración en los dos cojinetes, mientras el rotor gira a una velocidad a>. Indicamos estas 
vibraciones medidas como vectores que 

W = A al {U l + W L ) + A ar U r (8.15) 

~V B = A bl {U l + W L ) + A br U r (8.16) 

Restando las ecuaciones (8.13) y (8.14) de las 
viendo, obtenemos 2 

A A l 

A B l 


ecuaciones (8.15) y (8.16), respectivamente, y resol- 


VÁ-Va 

W l 

v¿-v B 

W L 


(8.17) 

(8.18) 


2 Se ve que la resta, división y multiplicación complejas a menudo se utilizan en el cálculo de pesos de balanceo. Si 

A = a /d A y B = b /0 B 

podemos volver a escribir A y B como A = a\ + í'a 2 y B = b\ + i¿? 2 , donde a l = a eos d A y a 2 — a sen 6 A , b l = b eos 
@b Y ^2 = b sen @b- Entonces las fórmulas para resta, división y multiplicación complejas son [ 8 . 12 ]: 

A — B = ( a\ — b\) + i(a 2 — Z? 2 ) 

A («1^1 + «2^2) + i(ü2b\ - «1^2) 

B~ W+ W) 

A’ B = (a\b\ — «2^2) + i( a ib\ + a \bi) 
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Luego eliminamos W¡ y agregamos un peso conocido W R en el plano derecho en una posición an¬ 
gular conocida y medimos las vibraciones resultantes mientras el rotor gira a una velocidad co. Las 
vibraciones medidas se pueden indicar como vectores: 


Va = Á4 r(U r + W R ) + A al U l (8.19) 

V£ = A br (Ü r + W R ) + A bl U l (8.20) 


Como antes, restamos las ecuaciones (8.13) y (8.14) de las ecuaciones (8.19) y (8.20), respectiva¬ 
mente, para encontrar 


Aar - 


Va - Va 


% 


A B r ~ 


vil - v B 


W R 


( 8 . 21 ) 


( 8 . 22 ) 


Una vez que se conocen los vectores A¡j se resuelven las ecuaciones (8.13) y (8.14) para hallar los 
vectores de desbalance Ui y U R : 


7? _ A br V a - A ar V b 

U L ~ -» — 

A B rA A l - A ar A bl 


(8.23) 


^ A b ¡Va ~ A A lV b 

Ur — ^ ^ -> 

Abl^ar “ A al A br 


(8.24) 


Ahora se puede balancear el rotor agregando pesos de balanceo iguales y opuestos en cada 
plano. Los pesos de balanceo en los planos izquierdo y derecho se indican vectorialmente como 
B l = — U R y B r = — U R . Se ve que el procedimiento de balanceo en dos planos es una extensión 
directa del procedimiento de balanceo en un plano. Aunque los rotores de alta velocidad se balan¬ 
cean durante su fabricación, en general se hace necesario volverlos a balancear en el campo debido 
a desbalances leves presentados por cedencia, operación a alta temperatura, etc. La figura 8.10 
muestra un ejemplo práctico de balanceo en dos planos. 
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Ejemplo 8.2 



Figura 8.10 Balanceo en dos planos. (Cortesía de Bruel and Kjaer Instruments, Inc., Marlborough, MA.). 


Balanceo en dos planos de un rotor de turbina 

En el balanceo en dos planos de un rotor de turbina, a continuación se muestran los datos obtenidos con la me¬ 
dición del desbalance original, el peso de prueba en el plano derecho y el peso de prueba en el plano izquierdo. 
Las amplitudes de desplazamiento se expresan en mils (1/1000 pulg). Determine el tamaño y la ubicación de 
los pesos requeridos. 



Amplitud de vibración 
(desplazamiento) 

Ángulo de fase 

Condición 

En el cojinete A 

En el cojinete B 

En el cojinete A 

En el cojinete B 

Desbalance original 

8.5 

6.5 

60° 

205° 

W ; = 10.0 oz agregadas 
a 270° de la marca 
de referencia 

6.0 

4.5 

125° 

230° 

W R = 12.0 oz agregadas 
a 180° de la marca 
de referencia 

6.0 

10.5 

35° 

160° 
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Solución: Los datos se expresan en notación vectorial como 


V A = 8.5 /60° = 4.2500 + ¡7.3612 
V B = 6.5 /205° = - 5.8910 - ¡2.7470 
V¿ = 6.0 /125° = - 3.4415 + ¡4.9149 
V¿ = 4.5 /230° = - 2.8926 - ¡3.4472 
VÁ' = 6.0 /35° = 4.9149 + ¡3.4472 
V¿' = 10.5 /160° = -9.8668 + ¡3.5912 
W L = 10.0 /270° = 0.0000 - ¡10.0000 
W R = 12.0 /180° = - 12.0000 + ¡0.0000 

Las ecuaciones (8.17) y (8.18) proporcionan 

VÁ - Va - 7.6915 - ¡2.4463 


Aal ~ 


Abl ~ 


W L 

V¿~ % 

W, 


0.0000 - ¡ 10.0000 

2.9985 - ¿0.7002 
0.0000 - ¡ 10.0000 


= 0.2446 - ¡0.7691 


= 0.0700 + ¡0.2998 


El uso de las ecuaciones (8.21) y (8.22) conduce a 


Aar — 


Arr — 


VÁ - Va 

W R 

Vis ~ v'b 

W R 


0.6649 - ¡3.9198 
- 12.0000 + ¡ 0.0000 

- 3.9758 + ¡'6.3382 
~ - 12.0000 + ¡ 0.0000 


= -0.0554 + ¡0.3266 


= 0.3313 - ¿0.5282 


Los pesos de desbalance se determinan por las ecuaciones (8.23) y (8.24): 


(5.2962 + ¿0.1941) - (1.2237 - ¿1.7721) 
(-0.3252 - ¿0.3840) - (-0.1018 + ¿0.0063) 


(4.0725 + ¿1.9661) 
(-0.2234 - ¿0.3903) 


= -8.2930 + ¿5.6879 


(-1.9096 + ¿1.7898) - (3.5540 + ¿3.8590) 
(-0.1018 + ¿0.0063) - (-0.3252 - ¿0.3840) 


(1.6443 - ¿2.0693) 
(0.2234 + ¿0.3903) 


= -2.1773 - ¿5.4592 


Por lo tanto, los pesos de balance requeridos están dados por 


B l = ~U L = (8.2930 - ¿5.6879) = 10.0561 /145.5548° 
B r = ~U r = (2.1773 + ¿5.4592) = 5.8774 /248.2559° 


Esto muestra que la adición de un peso de 10.0561 oz en el plano izquierdo a 145.5548° y un peso de 5.8774 oz 
en el plano derecho a 248.2559° de la posición de referencia balanceará el rotor de la turbina. Se infiere que 
los pesos de balanceo se colocan a la misma distancia radial que los pesos de prueba. Si un peso de balanceo 
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se tuviera que colocar en una posición radial diferente, el peso de balanceo requerido tendría que modificarse 
en proporción inversa a la distancia radial del eje de rotación. 


8.5 Remolineo de flechas rotatorias 


En la sección anterior se supuso que el sistema de rotor: la flecha y el cuerpo rotatorio, eran rígidos. 
Sin embargo, en muchas aplicaciones prácticas, como turbinas, compresores, motores eléctricos y 
bombas, se monta un rotor pesado sobre una flecha flexible ligera que está apoyada en rodamientos. 
Habrá desbalance en todos los rotores debido a errores de fabricación. Estos desbalances así como 
otros efectos, como la rigidez y amortiguamiento de la flecha, efectos giroscópicos y fricción de 
fluido en rodamientos, harán que la flecha se flexione de una manera complicada a ciertas veloci¬ 
dades de rotación, conocidas como velocidades de remolineo, latigueo o críticas. El remolineo se 
define como la rotación del plano formado por la línea de centros de los rodamientos y la flecha 
flexionada. En esta sección estudiamos los aspectos de modelado del sistema de rotor, las velocida¬ 
des críticas, la respuesta del sistema, y la estabilidad [8.13-8.14], 


8 . 5.1 Considere una flecha apoyada por dos rodamientos y con un rotor o disco de masa m a la mitad, 

como se muestra en la figura 8.11. Supondremos que el rotor está sometido a una excitación de esta- 
Ecuaciones do estable causada por un desbalance de masa. Las fuerzas que actúan en el rotor son la fuerza de 

dG movimiento inercia debido a la aceleración del centro de masa, la fuerza de resorte debido a la elasticidad de la 
flecha, y las fuerzas de amortiguamiento externas e internas. 3 

Sea O la posición de equilibrio de la flecha cuando está perfectamente balanceada, como se 
muestra en la figura 8.12. Se supone que la flecha (línea CG) gira a una velocidad angular constante 
cú. Durante la rotación, el rotor se flexiona radialmente a una distancia A = OC (en estado estable). 
Se supone que el rotor (disco) tiene una excentricidad a de modo que su centro de masa (centro de 
gravedad) G está a una distancia a del centro geométrico, C. Utilizamos un sistema de coordenadas 



3 Cualquier sistema rotatorio responde en dos formas diferentes a las fuerzas de amortiguamiento o fricción, dependiendo 
de si las fuerzas giran con la flecha o no. Cuando las posiciones en que actúan las fuerzas permanecen fijas en el espacio, 
con en el caso de fuerzas de amortiguamiento (las cuales provocan pérdidas de energía) en la estructura de soporte, el amor¬ 
tiguamiento se conoce como amortiguamiento estacionario o externo. Por otra parte, si las posiciones en que actúan giran 
con la flecha en el espacio, como en el caso de fricción interna del material de la flecha, el amortiguamiento se conoce como 
amortiguamiento rotatorio o interno. 
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fijo (x y y fijo a la tierra) con O como el origen para describir el movimiento del sistema. La veloci¬ 
dad angular de la línea OC, 8 = clO/dt, se conoce como velocidad de remolineo y no suele ser igual 
a co. Las ecuaciones de movimiento del rotor (masa m) se pueden escribir como 


Fuerza de inercia (F¡) = Fuerza elástica ( F e ) 

+ Fuerza de amortiguamiento interno (F d ¡) 

+ Fuerza de amortiguamiento externo ( F ¿ e ) (8.25) 

Las diversas fuerzas en la ecuación (8.25) se pueden expresar como sigue: 

Fuerza de inercia: F¡ = mR (8.26) 

donde R indica el vector radio del centro de masa G dado por 

R = (x + a eos cot)i + (y + a sen u>t)j (8.27) 

donde x y y representan las coordenadas del centro geométrico Ce / y j indican los vectores unita¬ 
rios a lo largo de las coordenadas xyy, respectivamente. Las ecuaciones (8.26) y (8.27) conducen a 

F¡ = m[('x — aa> 2 eos u>t)i + (y — acó 2 sen u>t)j] (8.28) 

Fuerza elástica: F e = —k(xi + yj ) (8.29) 

donde k es la rigidez de la flecha. 

Fuerza de amortiguamiento interno: F di = —c¡ [(Je + coy)i + (y + u>x)j\ (8.30) 
donde c¡ es el coeficiente de amortiguamiento interno o rotatorio: 

Fuerza de amortiguamiento externo: F¿ e = —c(xi + yj) 


(8.31) 
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donde c es el coeficiente de amortiguamiento externo. Sustituyendo las ecuaciones (8.28) a (8.31) en 
la ecuación (8.25), obtenemos las ecuaciones de movimiento en forma escalar: 

mx + (c¡ + c)x + kx — c¡u>y = mcü 2 a eos a>t (8.32) 

my + ( c¡ + c)y + ky — c¡u>x = mw 2 a sen u>t (8.33) 

Estas ecuaciones de movimiento, las cuales describen la vibración lateral del rotor, están acopladas 
y dependen de la velocidad de rotación de estado estable <w, de la flecha. Definiendo una cantidad 
compleja w como 


w = x + iy (8.34) 

donde i = (— l) 1 / 2 y sumando la ecuación (8.32) a la ecuación (8.33) multiplicada por i, obtenemos 
una única ecuación de movimiento: 

mw + (c¿ + c)w + kw — ia>c¡w = mcú 2 ae la>t (8.35) 


Velocidades 

críticas 


Se dice que una velocidad crítica existe cuando la frecuencia de rotación de una flecha es igual 
a una de sus frecuencias naturales. La frecuencia natural no amortiguada del sistema de rotor se 
obtiene resolviendo las ecuaciones (8.32), (8.33) u (8.35), reteniendo sólo la parte homogénea con 
c¡ = c = 0. Esto da la frecuencia natural del sistema (o velocidad crítica del sistema no amortiguado): 


CJ 


n 



(8.36) 


Cuando la velocidad de rotación es igual a esta velocidad crítica, el rotor experimenta grandes 
deflexiones y la fuerza transmitida a los rodamientos puede provocar fallas en éstos. Se espera que 
una rápida transición de la flecha rotatoria de una velocidad crítica limite las amplitudes de remo¬ 
lineo, mientras que una transición lenta por la velocidad crítica promueva el desarrollo de grandes 
amplitudes. La referencia [8.15] investiga el comportamiento del rotor durante la aceleración y 
desaceleración a través de velocidades críticas. En la referencia [8.16] se presenta un programa de 
computadora FORTRAN para calcular las velocidades críticas de flechas rotatorias. 


8 . 5.3 Para determinar la respuesta del rotor, suponemos que la excitación es una fuerza armónica producida 

por el desbalance del rotor. Además, suponemos que el amortiguamiento interno es insignificante 
Respuesta (o = O). Entonces, podemos resolver las ecuaciones (8.32) y (8.33) (o de manera equivalente, la 

del Sistema ecuación (8.35)) y determinar las amplitudes de remolineo dinámico del rotor originadas por el 

desbalance de la masa. Con c¡ = 0, la ecuación (8.35) se reduce a 

mw + cw + kw = mco 2 ae' M ' (8.37) 

La solución de la ecuación (8.37) se puede expresar como 


w(t) = Ce-( at+ V + Ae f ( ú *~W 


( 8 . 38 ) 
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donde C, ¡3, Ay cf> son constantes. Observe que el primer término en el lado derecho de la ecuación 
(8.38) contiene un término exponencial decadente que representa una solución transitoria y el se¬ 
gundo término denota un movimiento circular de estado estable (remolineo). Sustituyendo la parte 
de estado estable de la ecuación (8.38) en la ecuación (8.37), podemos determinar la amplitud del 
movimiento circular (remolineo) como 


A = 


mura 


[(* - meo 2 ) 2 + Ve 2 ] 1 / 2 [(1 - r 2 ) 2 + ( 2 ^ r ) 2 ] 1 / 2 


y el ángulo de fase como 


<p = tan 


eco 

k — meo 2 



(8.39) 


(8.40) 


donde 


r 




y 


i = 


c 


2 \/ km 


Diferenciando la ecuación (8.39) con respecto a co e igualando el resultado a cero, podemos hallar 
la velocidad de rotación co a la cual la amplitud de remolineo se hace máxima: 


Vi - 2£ 2 


(8.41) 



(c) 

controla 



Figura 8.13 Gráficas de las ecuaciones 
(8.39) y (8.40). 
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Análisis de 
estabilidad 


donde la ecuación (8.36) resulta en eo n . Se ve que la velocidad crítica corresponde exactamente a 
la frecuencia natural eo n sólo cuando el amortiguamiento (c) es cero. Además, la ecuación (8.41) 
muestra que, por lo general, la presencia de amortiguamiento incrementa el valor de la velocidad 
crítica comparada con u> n . En la figura 8.13 [8.14] se muestra una gráfica de las ecuaciones (8.39) 
y (8.40). Como la función forzada es proporcional a eo 2 , normalmente esperamos que la amplitud 
de vibración se incremente con la velocidad eo. Sin embargo, la amplitud real aparece como se 
muestra en la figura 8.13. Por la ecuación (8.39) se observa que la constante de resorte k determina 
la amplitud de remolineo circular A a bajas velocidades, puesto que los otros dos términos, meo 2 y 
c 2 co 2 son pequeños. Además, se ve que el valor del ángulo de fase (f> es 0° según la ecuación (8.40) 
para valores pequeños de eo. A medida que eo se incrementa, la amplitud de la respuesta alcanza 
un pico, puesto que la resonancia ocurre con k — meo 2 = 0. Alrededor de la resonancia, en esencia 
el término de amortiguamiento limita la respuesta. El retraso de fase es de 90° en resonancia. A 
medida que la velocidad eo se incrementa más allá de eo n , el término de masa m 2 eo 4 en la ecuación 
(8.39) domina la respuesta. Puesto que este término está desfasado 180° con respecto a la fuerza 
desbalanceada, la flecha gira en dirección opuesta a la de la fuerza desbalanceada, de ahí que su 
respuesta estará limitada. 


Notas: 

1. La ecuación (8.38) asume implícitamente una condición de remolineo sincrónico directo bajo 
estado estable (es decir, 6 = eo). Como un caso general, si la solución de estado estable de la 
ecuación (8.37) se supone como w(t) = Ae'O* - ^), la solución se obtiene como y = ±eo, con 
y = +eo representando el remolineo sincrónico directo y y = —eo denotando un remolineo 
sincrónico inverso. Para rotores simples, como el de la figura 8.11, sólo ocurre remolineo sin¬ 
crónico directo en la práctica. 

2. Para determinar las reacciones en los rodamientos, primero encontramos la deflexión del centro 
de masa del disco con respecto al eje de rodamiento, R en la figura 8.12, como 


R 2 = A 2 4- a 2 + 2Aa eos ef> 

Considerando las ecuaciones (8.39) y (8.40), la ecuación (8.42) se reescribe como 

r i + (2¿v ) 2 ji/z 

1(1 - r 2 ) 2 + (2£r) 2 \ 


(8.42) 


(8.43) 


Las reacciones en los rodamientos se determinan entonces por la fuerza centrífuga, meo 2 R. 
La vibración y balanceo de rotores flexibles desbalanceados se presentan en las referencias 
[8.17,8.18], 


La inestabilidad en un sistema de rotor flexible puede ocurrir debido a varios factores como fricción 
interna, excentricidad del rotor y el latigueo de aceite en los rodamientos. Como se vio antes, la 
estabilidad del sistema se puede investigar teniendo presente la ecuación que rige la dinámica del 
sistema. Suponiendo w(t) = e est , la ecuación característica a la parte homogénea de la ecuación 
(8.35) se escribe como 


ms 2 + (c¡ + c)s + k — ieocj = 0 


(8.44) 
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Ejemplo 8.3 


Con s = (A, la ecuación (8.44) se escribe como 

-mA 2 + (c,- + c)i'A + k — ibJCi = 0 (8.45) 

Esta ecuación es un caso particular de la ecuación más general 

(P 2 + i<l 2 ) a2 + (P\ + í'?i)A + {Po + iq 0 ) = 0 (8.46) 

Una condición necesaria y suficiente para que el sistema regido por la ecuación (8.46) sea estable, 
según el criterio de Routh-Hurwitz, es que se satisfagan las siguientes desigualdades: 


P2 

qi 

o 

o 


Observando que p 2 = —m, q 2 = 0, p 
ecuación (8.45), la aplicación de las ecuaciones (8.47) y (8.48) conduce a 


P2 

P\ 

> 0 

(8.47) 

<?2 

<7i 




P\ 

Po 

0 



q\ 

qo 

0 

> 0 

(8.48) 

P2 

Pi 

Po 



<12 

q\ 

qo 



0, q ] 

= c 

+ c, Po = k y q 0 = 

— ojc¡, de acuerdo con la 


i{c¡ + c) > 0 


(8.49) 


y 


km(c¡ + c) 2 — m 2 (a> 2 cf) > 0 


(8.50) 


La ecuación (8.49) se satisface automáticamente, en tanto que la ecuación (8.50) produce la con¬ 
dición 


k ( c , 

1 + — ) — co > 0 

m \ c¡. 


(8.51) 


Esta ecuación también muestra que la fricción interna y externa puede provocar inestabilidad a 

, • •- , , , . jk 

velocidades de rotación por encima de la primera velocidad crítica de u> = , / —. 

V m 


Amplitud de remolineo de una flecha con un rotor desbalanceado 


Una flecha, con un rotor que pesa 100 Ib y excentricidad de 0.1 pulg., gira a 1200 rpm. Determine (a) la 
amplitud de remolineo de estado estable y (b) la amplitud de remolineo máxima durante las condiciones de 
arranque del sistema. Suponga la rigidez de la flecha como 2 X 10 5 lb/pulg y la relación de amortiguamiento 
externo como 0.1. 
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Solución: La frecuencia forzada del rotor (velocidad de rotación de la flecha) está dada por 


(O 


1200 X 2tt 
60 


= 40tt = 125.6640 rad/s 


La frecuencia natural del sistema se determina como 


(I) 


n 



2.0 X 10 5 
(100/386.4) 


87.9090 rad/s 


y la relación de frecuencia como 


oí 125.6640 
w n ~ 87.9090 


1.4295 


(a) La ecuación (8.39) proporciona la amplitud de estado estable: 


V(1 - r 2 ) 2 + (2 ir) 2 

(0.1)(1.4295) 2 

= = 0.18887 pulg. 

V(1 - 1.4295 2 ) 2 + (2 X 0.1 X 1.4295) 2 


(E.l) 


(E.2) 


(b) Durante las condiciones de arranque, la frecuencia (velocidad) del rotor, w, pasa por la frecuencia natural 
del sistema. Por lo tanto, con r = 1 en la ecuación (E.l), obtenemos la amplitud de remolineo como 


A| 


r= I 


a_ 0.1 

2 £ ~ 2 ( 0 . 1 ) 


0.5 pulg. 


8.6 Balanceo de motores reciprocantes 


Los elementos móviles esenciales de un motor reciprocante son el pistón, el cigüeñal y la biela. 
Las vibraciones en motores reciprocantes se presentan debido a (1) la variación periódica de la pre¬ 
sión de gas en el cilindro y (2) las fuerzas de inercia (periódicas) asociadas con las partes móviles. 
[8.19]. A continuación examinaremos un motor reciprocante y encontraremos las fuerzas desbalan¬ 
ceadas provocadas por estos factores. 


Fuerzas des¬ 
balanceadas 
debido a 
fluctuaciones 
en la presión 
de gas 


La figura 8.14(a) es un diagrama esquemático de un cilindro de un motor reciprocante. El motor 
es propulsado por el gas que se expande en el cilindro. El gas ejerce una fuerza de presión F en el 
pistón, la cual se transmite al cigüeñal por conducto de la biela. La reacción a la fuerza F se puede 
descomponer en dos componentes: una de magnitud F /eos <f>, que actúa a lo largo de la biela, y la 
otra de magnitud F tan cf>, que actúa en una dirección horizontal. La fuerza F /eos <I> induce un par 
de torsión M¡, la cual tiende a hacer girar el cigüeñal. (En la figura 8.14(b), M¡ actúa con respecto a 
un eje perpendicular al plano de la página y pasa por el punto Q ). 


M, = 


F 

eos 4> 


r eos 0 


(9.52) 
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Para el equilibrio de fuerzas de todo el sistema, las fuerzas en los rodamientos del cigüeñal serán F 
en la dirección vertical y F tan </> en la dirección horizontal. 

Por lo tanto, las fuerzas transmitidas a las partes estacionarias del motor son las siguientes: 

1. La fuerza F que actúa hacia arriba en la cabeza de cilindros 

2. La fuerza F tan <l> que actúa hacia la derecha en la cabeza de cilindros 

3. La fuerza F que actúa hacia abajo en el rodamiento del cigüeñal Q 

4 . La fuerza F tan <t> que actúa hacia la izquierda en el rodamiento del cigüeñal. 


Estas fuerzas se muestran en la figura 8.14(c). Aun cuando la fuerza resultante total es cero, hay 
un par de torsión resultante Mq = Fh tan <p que actúa en el cuerpo del motor, donde h se puede 
encontrar a partir de la geometría del sistema: 


r eos 6 
sen (f> 


(8.53) 


Por lo tanto, el par de torsión resultante es 


Mq = 


Fr eos 6 
eos <f> 


(8.54) 


Como se esperaba, se ve que los pares M¡ y Mq dados por las ecuaciones (8.52) y (8.54) son idén¬ 
ticos, lo que indica que el par de torsión inducido en el cigüeñal debido a la presión de gas sobre 
el pistón se percibe en el soporte del motor. Como la magnitud de la fuerza del gas F varía con el 
tiempo, el par de torsión Mq también varía con el tiempo. La magnitud de la fuerza F cambia desde 
un máximo hasta un mínimo a una frecuencia regida por el número de cilindros en el motor, el tipo 
del ciclo de operación y la velocidad de rotación del motor. 
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Fuerzas desba¬ 
lanceadas 
debido a 
inercia de las 
partes móviles 


Aceleración del pistón. La figura 8.15 muestra el cigüeñal (de longitud r), la biela (de longitud /) 
y el pistón de un motor reciprocante. Se supone que el cigüeñal gira en dirección contraria a las 
manecillas del reloj a una velocidad angular constante, co , como se muestra en la figura 8.15. Si con¬ 
sideramos el origen del eje x (O) como la posición más alta del pistón, el desplazamiento del pistón 
P correspondiente a un desplazamiento angular del cigüeñal de 0 = cot se puede expresar como en 
la figura 8.15. El desplazamiento del pistón P correspondiente a un desplazamiento angular del 
cigüeñal 9 = cot de su posición más alta (origen O) se puede expresar como 


x p = r + l — r eos 6 — 1 eos cf> 


= r + l — r eos cot — 


l\ 1 


sen 2 4b 


(8.55) 


Pero 


/ sen <f> = r sen 6 = r sen cot 


(8.56) 


y por consiguiente 


eos </>=(!-y sen ¿ cot 


1/2 


(8.57) 


Sustituyendo la ecuación (8.57) en la ecuación (8.55), obtenemos 


x n — r + l — r eos cot — U l -^ sen cot 


(8.58) 



Figura 8.15 Movimientos del cigüeñal, biela y pistón. 
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Debido a la presencia del término que implica la raíz cuadrada, la ecuación (8.58) no es muy con¬ 
veniente para mayores cálculos. La ecuación (8.58) se puede simplificar observando que, por lo 
general, r/l < | y utilizando la relación de expansión. 


VT^ * i _ £ 
2 


(8.59) 


Por consiguiente, la ecuación (8.58) se puede aproximar como 


0 .1 ry 

— cosco/) H-sen"co/ 

’ 21 


(8.60) 


o, de forma equivalente, 


x„ = r 1 + 


21 


r\ eos co/ + — eos 2cot 


(8.61) 


La ecuación (8.61) se puede diferenciar con respecto al tiempo para obtener expresiones para la 
velocidad y aceleración del pistón: 


x n = reo sen cot H-sen 2co/ 

21 


x n = reo 2 ( eos co/ + y eos 2co/ 


(8.62) 

(8.63) 


Aceleración del muñón del cigüeñal. Con respecto a los ejes de coordenadas xy mostrados en la 
figura 8.15, los desplazamientos verticales y horizontales del muñón del cigüeñal C están dados por 

x c = O A + AB = l + r(l — eos co/) (8.64) 

y c = CB = r sen co/ (8.65) 

La diferenciación de las ecuaciones (8.64) y (8.65) con respecto al tiempo proporciona los compo¬ 
nentes de velocidad y aceleración del muñón del cigüeñal como 


x c = reo sen cot 

(8.66) 

y c = reo eos cot 

(8.67) 

.. ? 
x c = reo eos cot 

(8.68) 

• • 2 
y c = —reo sen cot 

(8.69) 


Fuerzas de inercia. Aunque la masa de la biela está distribuida a lo largo de toda su longitud, en 
general se idealiza como un eslabón sin masa enlazado a dos masas concentradas en sus extremos: 
el extremo del pistón y el extremo del muñón del cigüeñal. Si m p y m c indican la masa total del 
pistón y del muñón del cigüeñal (incluida la masa concentrada de la biela) respectivamente, el com¬ 
ponente vertical de la fuerza de inercia (F x ) para un cilindro está dado por 


F x = rripXp + m c 'x c 


(8.70) 
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Sustituyendo las ecuaciones (8.63) y (8.68) para las aceleraciones de P y C, la ecuación (8.70) se 
escribe como 


2 2 

2 r cü 

F x = {m p + m c )ru> eos u>t + m p -eos 2 cot 


(8.71) 


Se puede observar que el componente vertical de la fuerza de inercia se compone de dos partes. 
Una, conocida como parte primaria, tiene una frecuencia igual a la frecuencia de rotación del 
cigüeñal co. La otra, conocida como parte secundaria, tiene una frecuencia igual a dos veces la 
frecuencia de rotación del cigüeñal. 

Asimismo, el componente horizontal de la fuerza de inercia para un cilindro se obtiene como 

F y = m P y P + m cy c (8.72) 


donde la ecuación (8.69) da y p = 0 y y c . Por lo tanto 

F y = — m c r(jú 2 sen cot (8.73) 

Se observa que el componente horizontal de la fuerza de inercia tiene sólo una parte primaria. 


Balanceo 
de motores 
reciprocantes 


Las ecuaciones (8.71) y (8.73) proporcionan las fuerzas desbalanceadas o de inercia en un cilindro. En 
estas ecuaciones, m p y m c representan masas reciprocante y rotatoria equivalentes, respectivamente. 
La masa m p siempre es positiva, pero m c puede hacerse cero contrapesando el cigüeñal. Por lo que es 
posible reducir la fuerza de inercia horizontal F a cero, pero la fuerza desbalanceada vertical siempre 
existe. Por lo tanto un motor de un cilindro es inherentemente desbalanceado. 

En un motor de varios cilindros, es posible balancear algunas o todas las fuerzas de inercia y 
pares de torsión mediante la disposición apropiada de los cigüeñales. La figura 8.16(a) muestra la 
disposición general de un motor de A cilindros (sólo seis cilindros, N = 6, se muestran en la figura). 
Se supone que las longitudes de todos los cigüeñales y bielas son r y l, respectivamente, y que la 
velocidad angular de todos los cigüeñales es una constante, co. Se supone que el desplazamiento 
axial y la orientación angular del cilindro i-ésimo con respecto a los del primer cilindro deben ser 
a¡ y l¡, respectivamente; i = 2, 3, ..., N. Para el balance de fuerzas, la fuerza de inercia total en las 
direcciones x y y debe ser cero. Por consiguiente 


N 

(Fx) total = S i* 1 *)» = 0 

1 = 1 

(8.74) 

N 


(Fy) total = ^(Fy)i = 0 
i= 1 

(8.75) 


donde (F x )¡ y (F y )¡ son los componentes vertical y horizontal de la fuerza de inercia del cilindro i 
proporcionados por (vea las ecuaciones (8.71) y (8.73)): 


( F x )i = {m p + m c ),ra> 2 cos(cot + a¡) + ( m p )¡ —-—cos(2 cot + 2a¡) (8.76) 

(Fy)i = — (m c )¡rcü 2 sen(<uí + a¡) 


(8.77) 
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Plano de referencia 




(a) 


Cilindro 1 Cilindro i 

I 



X 


(b) 

Figura 8.16 Disposición de un motor de N cilindros. 


Para simplificar, suponemos que las masas reciprocantes y rotatorias de cada cilindro son las mis¬ 
mas, es decir, {m p ) i = m p y (m c ) ¡ = m c con i = 1,2,..., N. Sin pérdida de generalidad, las ecuaciones 
(8.74) y (8.75) se pueden aplicar en el tiempo t = 0. Por lo tanto, las condiciones necesarias para el 
balance de fuerza total están dadas por 

N N 

2 cos a ¡ = 0 y 2 cos 2a¡ = 0 (8.78) 

í=i í= i 

N 

2 sen a¡ = 0 (8.79) 

1 = 1 


Las fuerzas de inercia (F x )¡ y (F y )¡ del cilindro /-ésimo inducen momentos en cuanto a los ejes 
y y x, respectivamente, como se muestra en la figura 8.16(b). Los momentos con respecto a los 
ejes z y x son 


N 


M z = 2 = o 


1=2 


M x = 2 {Fy)^ = 0 
1=2 


(8.80) 


(8.81) 
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Sustituyendo las ecuaciones (8.76) y (8.77) en las ecuaciones (8.80) y (8.81) y suponiendo t = 0, 
obtenemos las condiciones necesarias que deberán satisfacerse para el balanceo de momentos con 
respecto a los ejes z y x como 


N 

2 h eos a¡ 

i=2 

O 

II 

N 

2 h eos 2a¡ = 0 

1=2 

(8.82) 


N 

2 h sen a¡ 
i=2 

= 0 

(8.83) 


Por lo tanto, podemos acomodar los cilindros de un motor reciprocante de varios cilindros de 
manera que se satisfagan las ecuaciones (8.78), (8.79), (8.82) y (8.83); quedará completamente 
balanceado contra las fuerzas de inercia y momentos. 


8.7 Control de vibración 


En muchas situaciones prácticas, es posible reducir mas no eliminar las fuerzas dinámicas que 
provocan vibraciones. Se pueden utilizar varios métodos para controlar vibraciones. Entre ellos, 
los siguientes son importantes: 

1. Controlar las frecuencias naturales del sistema y evitar la resonancia bajo excitaciones externas. 

2. Impedir la respuesta excesiva del sistema, incluso en resonancia, con la introducción de amor¬ 
tiguamiento o un mecanismo disipador de energía. 

3. Reducir la transmisión de las fuerzas de excitación de una parte de la máquina a otra por medio 
de aisladores de vibración. 

4 . Reducir la respuesta del sistema con la adición de un neutralizador de masa auxiliar o absorbe¬ 
dor de vibración. 

A continuación consideraremos los detalles de estos métodos. 


8.8 Control de frecuencias naturales 


Se sabe muy bien que siempre que la frecuencia de excitación coincide con una de las frecuen¬ 
cias naturales del sistema, ocurre resonancia. La característica más prominente de la resonancia es 
un desplazamiento grande. En la mayoría de los sistemas mecánicos y estructurales, los grandes 
desplazamientos indican esfuerzos y deformaciones indeseablemente grandes, los cuales pueden 
provocar la falla del sistema. De ahí que en cualquier sistema se deben evitar las condiciones de 
resonancia. En la mayoría de los casos, la frecuencia de excitación se puede controlar, porque es 
impuesta por requerimientos funcionales del sistema o máquina. Debemos concentrarnos en con¬ 
trolar las frecuencias naturales del sistema para evitar la resonancia. 

Como indica la ecuación (2.14), la frecuencia natural de un sistema se puede cambiar varian¬ 
do ya sea la masa m o la rigidez k. 4 En muchos casos prácticos, sin embargo, la masa no se puede 


4 Aunque este enunciado se hace en relación con un sistema de un solo grado de libertad, por lo general es válido incluso para 
sistemas de varios grados de libertad y continuos. 
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cambiar con facilidad, puesto que su valor está determinado por los requerimientos funcionales 
del sistema. Por ejemplo, la masa de un volante en una flecha está determinada por la cantidad de 
energía que debe almacenar en un ciclo. Por consiguiente, la rigidez del sistema es el factor que con 
más frecuencia se cambia para modificar sus frecuencias naturales. Por ejemplo, la rigidez de una 
flecha rotatoria se puede modificar variando uno o más de sus parámetros, como los materiales o la 
cantidad y ubicación de los puntos de soporte (rodamientos). 


8.9 introducción al amortiguamiento 


Aunque el amortiguamiento se omite para simplificar el análisis, sobre todo al determinar las fre¬ 
cuencias naturales, la mayoría de los sistemas poseen amortiguamiento hasta un cierto grado. La 
presencia de amortiguamiento es útil en muchos casos. En sistemas como amortiguadores de auto¬ 
móviles y muchos instrumentos de medición de vibración, se debe introducir amortiguamiento para 
satisfacer los requerimientos funcionales [8.20-8.21 ]. 

Si el sistema experimenta vibración forzada, su respuesta o amplitud de vibración tiende a 
incrementarse cerca de la resonancia si no hay amortiguamiento. La presencia de amortiguamiento 
siempre limita la amplitud de vibración. Si se conoce la frecuencia forzada, puede ser posible evitar 
la resonancia cambiando la frecuencia natural del sistema. Sin embargo, quizá se requiera que el 
sistema o máquina opere dentro de varios rangos de velocidad, como en el caso de un motor eléctri¬ 
co de velocidad variable o un motor de combustión interna. Tal vez no se pueda evitar la resonancia 
en todas las condiciones de operación. En tales casos, podemos introducir amortiguamiento en el 
sistema para controlar su respuesta, utilizando materiales estructurales de alto amortiguamiento 
interno, como hierro colado o materiales laminados o emparedados. 

En algunas aplicaciones estructurales se introduce amortiguamiento por medio de juntas. Por 
ejemplo, las juntas empernadas y remachadas, las cuales permiten resbalamiento entre las superfi¬ 
cies, disipan más energía que las juntas soldadas, las cuales no lo permiten. De ahí que lo deseable 
para incrementar el amortiguamiento de la estructura es una junta empernada o remachada. Sin 
embargo, este tipo de juntas reducen la rigidez de la estructura, producen desechos debido al 
resbalamiento de las juntas y provocan corrosión por desgaste. A pesar de esto, si se desea una 
estructura muy amortiguada, no se deberán pasar por alto las juntas empernadas o remachadas. 

Uso de materiales viscoelásticos. La ecuación de movimiento de un sistema de un solo grado de 
libertad con amortiguamiento interno, sometido a excitación armónica F(t) = F 0 e iwt , se expresa como 

m'x + k{\ + irf)x = F 0 e lwt (8.84) 


donde se conoce como factor de pérdida (o coeficiente de pérdida), el cual se define como (vea 
la sección 2.6.4) 

Energía disipada durante 1 ciclo de desplazamiento armónico/radián 
Energía de deformación máxima en el ciclo 


(AW/2tt) / 


(8.85) 


La amplitud de la respuesta del sistema en resonancia (tu = co n ) está dada por 

Fp _ F 0 
kr¡ aEr¡ 


( 8 . 86 ) 


puesto que la rigidez es proporcional al módulo de Young (k = aE; a = constante). 
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Los materiales viscoelásticos tienen factores de pérdida más grandes y por consiguiente se 
utilizan para proporcionar amortiguamiento interno. Cuando se utilizan materiales viscoelásticos 
para controlar la vibración se someten a deformación por cortante o directas. En la configuración 
más simple, una capa de material viscoelástico se adjunta a una elástica. En otro arreglo, una capa 
viscoelástica se coloca entre capas elásticas. Esta configuración se conoce como amortiguamiento 
de capa restringida . 5 Las cintas de amortiguamiento, que consisten en una delgada hoja de me¬ 
tal cubierta con un adhesivo viscoelástico se utilizan en estmcturas vibratorias existentes. Una 
desventaja de los materiales viscoelásticos es que sus propiedades cambian con la temperatura, 
frecuencia y tensión. La ecuación ( 8 . 86 ) muestra que un material con el valor más alto de (£ 17 ) 
proporciona la amplitud resonante mínima. Dado que la deformación es proporcional al desplaza¬ 
miento x y el esfuerzo es proporcional a Ex, el material con el valor más grande del factor de 
pérdida se someterá a los esfuerzos mínimos. A continuación se enuncian los valores del coeficien¬ 
te de pérdida de algunos materiales . 


Material 

Factor de pérdida ( 77 ) 

Poliestireno 

2.0 

Caucho duro 

1.0 

Tapetes de fibra con matriz 

0.1 

Corcho 

0.13-0.17 

Aluminio 

1 X 10 ~ 4 

Hierro y acero 

2-6 X 10 “ 4 


Las relaciones de amortiguamiento obtenibles con diferentes tipos de construcción/configura¬ 
ción se indican a continuación: 


Tipo de construcción/configuración 

Relación de amortiguamiento 
viscoso equivalente (%) 

Construcción soldada 

1-4 

Construcción empernada 

3-10 

Marco de acero 

5-6 

Capa viscoelástica no restringida sobre una viga 
de acero y concreto 

4-5 

Capa viscoelástica restringida sobre una viga de acero y concreto 

5-4 


8.10 Aislamiento de la vibración 


El aislamiento de la vibración es un procedimiento mediante el cual se reducen los efectos indesea¬ 
bles de vibración [8.22-8.24]. Básicamente, implica la inserción de un miembro elástico (o aislador) 


5 Parece que el amortiguamiento de capa restringida se utilizó, posiblemente sin saberlo, desde tanto tiempo atrás como el 
siglo xvn, en la fabricación de violines [8.22]. Antonio Stradivari (1644-1737), el renombrado fabricante italiano de vio- 
lines, adquirió desde Venecia la madera necesaria para la fabricación de violines. El barniz utilizado para sellar la madera 
se elaboró con una mezcla de resina y piedras preciosas molidas. Este barniz, partículas de piedra en una matriz de resina, 
actuaba como una forma de capa restringida (mecanismo de fricción) que generaba suficiente amortiguamiento para explicar 
por qué muchos de sus violines tenían un espléndido y rico tono. 
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entre la masa vibratoria (equipo o carga útil) y la fuente de vibración de modo que se logre una 
reducción de la respuesta dinámica del sistema sometido a condiciones específicas de excitación 
por vibración. Se dice que un sistema de aislamiento es activo o pasivo según si se requiere o no 
potencia externa para que el aislador realice su función. Un aislador pasivo se compone de un 
miembro elástico (rigidez) y un disipador de energía (amortiguamiento). Algunos ejemplos de 
aisladores pasivos comprenden resortes metálicos, corcho, fieltro, resortes neumáticos y resortes 
elastoméricos (caucho). La figura 8.17 muestra soportes de resorte y neumáticos típicos que se 
pueden utilizar como aisladores pasivos y la figura 8.18 ilustra el uso de aisladores pasivos en los 
soportes de soporte de una prensa punzonadora de alta velocidad [8.25]. La síntesis óptima de aisla¬ 
dores de vibración se presenta en las referencias [8.26-8.30]. Un aislador activo se compone de un 
servomecanismo con un sensor, un procesador de señales y un actuador. 

El aislamiento de vibración se puede utilizar en dos tipos de situaciones. En el primer tipo, 
el cimiento o base de una máquina vibratoria se protege contra grandes fuerzas desbalanceadas. En el 
segundo tipo, el sistema se protege contra el movimiento de su cimiento o base. 

El primer tipo de aislamiento se utiliza cuando una masa (o máquina) se somete a una fuerza 
o excitación. Por ejemplo, en prensas de forja y estampado, grandes fuerzas impulsoras actúan en 
el objeto que se está formando o estampando. Estos impactos se transmiten a la base o cimiento 
pero también a las estructuras o máquinas circundantes o cercanas. También pueden provocar in¬ 
comodidad a los operarios de estas máquinas. Asimismo, en el caso de máquinas reciprocantes 



(C) 

Figura 8.17 (a) Soporte de montaje de resorte no amortiguado; (b) soporte de monta¬ 
je de resorte amortiguado; (c) soporte de montaje de caucho neumático. (Cortesía de 
Sound and Vibratiorí). 




8.10 Aislamiento de la vibración 


675 



Figura 8.18 Prensa punzonadora de alta velocidad 
montada sobre soportes de caucho neumáticos. 
(Cortesía de Sound and Vibration). 


y rotatorias, las fuerzas desbalanceadas inherentes se transmiten a la base o cimiento de la máquina. 
En tales casos, la fuerza transmitida a la base, F t {t) varía armónicamente, y los esfuerzos resultantes 
en los pernos también varían armónicamente, lo que podría provocar fallas por fatiga. Incluso si 
la fuerza no es armónica, su magnitud se tiene que limitar a valores permisibles seguros. En estas 
aplicaciones podemos insertar un aislador (en la forma de rigidez y/o amortiguamiento) entre la masa 
sometida a una fuerza o excitación y la base o cimiento para reducir la fuerza transmitida a la base 
o cimiento. Esto se llama aislamiento de fuerza. En muchas aplicaciones, el aislador también está 
previsto para que reduzca el movimiento vibratorio de la masa sometida a la fuerza aplicada (como 
en el caso de máquinas de forja y estampado). Por consiguiente, las transmisibilidades tanto de 
fuerza como de desplazamiento de los aisladores llegan a ser importantes para éstos. 


Máquina 
que vibra" 


Base rígida 
sobre cimiento 


l-L 


x(t) 

1 


r//)///////////////)77> 

(a) 


x(f) 



y(t) 

1 


(b) 


Figura 8.19 Aislamiento 
de la vibración. 
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El segundo tipo de aislamiento se utiliza cuando se tiene que proteger una masa contra el 
movimiento o excitación de su base o cimiento. Cuando la base se somete a vibración, la masa m 
experimentará no sólo un desplazamiento x(t) sino también una fuerza F r (t). Se espera que el des¬ 
plazamiento de la masa sea menor que el desplazamiento de la base y(t). Por ejemplo, un instrumen¬ 
to o equipo delicado se tiene que proteger contra el movimiento de su contenedor o paquete (como 
cuando el vehículo que transporta el paquete experimenta vibración mientras transita por un camino 
escabroso). La fuerza transmitida a la masa también se tiene que reducir. Por ejemplo, el paquete 
o contenedor se tiene que diseñar apropiadamente para evitar la transmisión de fuerzas grandes al 
delicado instrumento en el interior del paquete para que no se dañe. La fuerza experimentada por el 
instrumento o masa m (la misma que la fuerza transmitida a la masa m) es 

F t (t) = mx(t) = k{x(t) — y(/)} + c{x(f) — y(f)} (8.87) 

donde y(t) es el desplazamiento de la base, x(t) - y(t) es el desplazamiento relativo del resorte, y 
jc(t) — y(t) es la velocidad relativa del amortiguador. En tales casos, podemos insertar un aislador 
(que proporcione rigidez y/o amortiguamiento) entre la base sometida a una fuerza o excitación y 
la masa, para aminorar el movimiento y/o fuerza transmitida a la masa. Por consiguiente, tanto el 
aislamiento de fuerza como el aislamiento de movimiento también llegan a ser importantes. 

Es importante notar que la eficacia de un aislador depende de la naturaleza de la fuerza o ex¬ 
citación. Por ejemplo, un aislador diseñado para reducir la fuerza transmitida a la base o cimiento 
debido a fuerzas de impacto de forja o estampado puede no ser efectivo si la perturbación es una 
fuerza desbalanceada armónica. Asimismo, un aislador diseñado para manejar excitación armónica 
a una frecuencia particular puede no ser efectivo para otras frecuencias u otros tipos de excitación 
como excitación escalonada o gradual. 


Sistema de 
aislamiento de 
vibración con 
cimiento rígido 


Reducción de la fuerza transmitida al cimiento. Cuando una máquina se atornilla directamente 
en un cimiento o piso rígido, el cimiento se verá sometido a una carga armónica debido al des¬ 
balance en la máquina, además de la carga estática originada por el peso de la máquina. De ahí 
que se coloque un miembro elástico entre la máquina y el cimiento rígido para reducir la fuerza 
transmitida al cimiento. El sistema se puede idealizar entonces como un sistema de un solo grado 
de libertad, como se muestra en la figura 8.20(a). Se supone que el miembro elástico tiene tanto 
elasticidad como amortiguamiento y se modela como un resorte k y un amortiguador hidráulico c, 
como se muestra en la figura 8.20(b). Se supone que la operación de la máquina origina una fuerza 
armónicamente variable F(t) = F 0 eos ojt. La ecuación de movimiento de la máquina (de masa m) 
está dada por 


mx + ex + kx = Fq eos cot 


( 8 . 88 ) 


x(t) 

F(t) = F 0 eos cot 
1 ■ Máquina (m) 

- f - 

• - 


Miembro 

elástico 


F(t) = F 0 eos o)f 
1 ■ Máquina (ni) 




- 1— 




• 


Miembro 


¡é* d 

d c 

elástico 




77777777777777777777777 . 

Cimiento o base 

(a) 


Cimiento o base 

(b) 


Figura 8.20 Máquina y miembro 
elástico sobre un cimiento rígido. 
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Como la solución transitoria desaparece después de un cierto tiempo, sólo la solución de estado 
estable permanecerá. La solución de estado estable de la ecuación (8.88) está dada por (vea la 
ecuación (3.25)) 


x(t) = X eos (coi — cf>) 


donde 


X = 


_ Fo _ 

[(A: — meo 2 ) 2 + a. > 2 c 2 ] 1//2 


y 


<f) = tan 



(8.89) 


(8.90) 


(8.91) 


La fuerza transmitida al cimiento a través del resorte y el amortiguador, F t (t) es 

F t (t) = kx{t) + cx(t) = kX eos (caí — </>)— ccoX sen(<wf — 0) (8.92) 


La magnitud de la fuerza total transmitida ( F T ) es 

Fj = [(kx ) 2 + (ci ) 2 ] 1 / 2 = X\J k 2 + (o 2 c 2 
F 0 (k 2 + co 2 c 2 ) l/2 

= -—- TVT7 z ( 8 . 93 ) 

[(k — meo 2 ) 2 + u^c "] 1 / 2 

La transmisibilidad o relación de transmisión del aislador (Tj) se define como la relación de la mag¬ 
nitud de la fuerza transmitida a la de la fuerza de excitación: 

= F l= f k 2 + ra 2 c 2 I 1 / 2 

^ Fq \ (k — meo 2 ) 2 + <o 2 c 2 J 

1 + ( 2 £r) 2 
[1 - r 2 ] 2 + (2 ir) 2 



donde r = — es la relación de frecuencia. La variación de 7', con la relación de frecuencia r = se 

J ' (t) n 

muestra en la figura 8.21. Para lograr el aislamiento, la fuerza transmitida al cimiento tiene que 
ser menor que la fuerza de excitación. En la figura 8.21 se ve que la frecuencia forzada tiene que ser 
mayor que \Í2 veces la frecuencia natural del sistema para lograr el aislamiento de vibración. 

Para valores pequeños de la relación de amortiguamiento £ y la relación de frecuencia r > 1, la 
transmisibilidad de fuerza, dada por la ecuación (8.94), se puede aproximar como 


T f = 


F, 


1 + T f 


(8.95) 
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V2 



0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 


r 


Región I Región 

de amplificación de aislamiento 


Figura 8.21 Variación de la relación de 
transmisión (T f ) con r. 


Notas 

1. La magnitud de la fuerza transmitida al cimiento se puede aminorar reduciendo la frecuencia 
natural del sistema (ojj. 

2. La fuerza transmitida al cimiento también se puede reducir aminorando la relación de amorti¬ 
guamiento. Sin embargo, como el aislamiento de vibración requiere r > X^2 , la máquina debe 
pasar por la resonancia durante el arranque y detención. Por consiguiente, se requiere algo de 
amortiguamiento para evitar las amplitudes infinitamente grandes en resonancia. 

3. Aunque el amortiguamiento reduce la amplitud de la masa (X) a todas las frecuencias, reduce 
la fuerza máxima transmitida al cimiento (F t ) sólo si r < \Í2 . Por encima de este valor, la 
adición de amortiguamiento incrementa la fuerza transmitida. 

4. Si la velocidad de la máquina (frecuencia forzada) varía, debemos comprometernos en seleccio¬ 
nar la cantidad de amortiguamiento que minimice la fuerza transmitida. La cantidad de amor¬ 
tiguamiento debe ser suficiente para limitar la amplitud A y la fuerza transmitida F t mientras 
se pasa por la resonancia, pero no tanto como para incrementar innecesariamente la fuerza 
transmitida a la velocidad de operación. 

Reducción del movimiento vibratorio de la masa. En muchas aplicaciones se requiere aislamiento 

para reducir el movimiento de la masa (máquina) bajo la fuerza aplicada. La amplitud de desplaza¬ 
miento de la masa m originada por la fuerza F(f), dada por la ecuación (8.90), se expresa como: 


X _ kX _ 1 

S est F 0 V(1 - r 2 ) 2 + ( 2 Cr) 2 


(8.96) 


donde — se llama, en el presente contexto, transmisibilidad de desplazamiento o relación de am- 

Oest 


plitud e indica la relación de amplitud de la masa X, a la deflexión estática bajo la fuerza constante 
Fo 

Fq, S es , = — . En la figura 8.22 se muestra la variación de la transmisibilidad de desplazamiento con 
k 
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■o 

•o 


H 



Figura 8.22 Variación de la trans- 
misibilidad del desplazamiento (T d ) 
con r. 


la relación de frecuencia r para varios valores de la relación de amortiguamiento A partir de la 
figura 8.22 se pueden hacer las siguientes observaciones: 


1. La transmisibilidad del desplazamiento se incrementa a un valor máximo de (ecuación (3.33)): 


r = Vi - 2£ 2 


(8.97) 


2 . 


La ecuación (8.97) muestra que, con valores pequeños de la relación de amortiguamiento £, 
la transmisibilidad del desplazamiento (o la amplitud de la masa) será máxima en r ~ 1 o 
oj ~ (o„ . Por lo tanto, en la práctica se tiene que evitar el valor de r ~ 1. En la mayoría de los 
casos, la frecuencia de excitación a> es fija y por consiguiente podemos evitar que r « I mo¬ 


dificando el valor de la frecuencia natural o>„ = . — lo cual se puede lograr cambiando el valor 

V m 

ya sea de m y A: o de ambos. 

La amplitud de la masa, X, tiende a cero a medida que r se incrementa a un valor grande. La razón 
es que con valores grandes de r la fuerza aplicada F(t) varía muy rápido y la inercia de la masa 
evita que siga a la fuerza fluctuante. 


Soporte de resorte de un ventilador 


Un ventilador extractor, que gira a 1000 rpm, tiene que estar soportado por cuatro resortes, cada uno de rigidez 
K. Si sólo el 10 por ciento de la fuerza desbalanceada del ventilador se tiene que transmitir a la base, ¿cuál 
deberá ser el valor de K ? Suponga que la masa del ventilador extractor es de 40 kg. 


Solución: Como la transmisibilidad tiene que ser de 0.1, tenemos, de acuerdo con la ecuación (8.94), 


0.1 = 


1 + 



1/2 



(E.l) 
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Ejemplo 8.5 


donde la frecuencia forzada está dada por 


w 


1000 X 277 
60 


104.72 rad/s 


y la frecuencia natural del sistema por 


(O 


n 


ík^ y/ 2 _ Í4K\! 2 __ Vk 
\m) ~\40j ~ 3.1623 


Suponiendo que la relación de amortiguamiento es £ = 0, con la ecuación (E. 1) obtenemos, 

=hl 

0.1 = 


í 104.72 X 3.1623 Y 

V Vk ) 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


Para evitar valores imaginarios, tenemos que considerar el signo negativo en el lado derecho de la ecuación 
(E.4). Esto lleva a 


331.1561 

Vk 


3.3166 


O 


K = 9969.6365 N/m 


Diseño de un aislador no amortiguado 


Una masa de 50 kg se somete a la fuerza armónica F{t) = 1000 eos 120r N. Diseñe un aislador no amortiguado 
de modo que la fuerza transmitida a la masa del sistema no exceda 5% de la fuerza aplicada. Incluso, halle la 
amplitud de desplazamiento de la masa del sistema con aislamiento. 


Solución: Si hacemos el valor de transmisibilidad de fuerza igual a 0.05 y utilizando f = 0, la ecuación (8.95) da 


1 + T f_ 1 + 0.05 
T f ~ 0.05 


21 


(E.l) 


Utilizando la definición de r, junto con los valores de m = 50 kg y oj = 120 rad/s, la ecuación (E.l) produce 


r 


2 


2 

oj m 
k 


o 


k = 


(120 z )(50) 


= 34.2857 X 10 3 N/m 


21 


(E.2) 
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La amplitud de desplazamiento de la masa del sistema con aislamiento se determina con la ecuación (8.96), 
con £ = 0: 


F 0 1 


k (r 2 - 1) 


1000 _ 

34.2857 X 10 3 ( 21 


— = 1.4583 X 1(T 3 m 

1) 


(E.3) 


Gráfica de diseño para aislamiento: 

La ecuación (8.94) proporciona la fuerza transmitida a la base o suelo por una fuente de vibración 
(masa vibratoria) y se muestra en la figura 8.21 como una gráfica entre 7^ = F T /F 0 y r = co/co n . 
Como ya antes se señaló, el aislamiento de vibración, reducción de la fuerza transmitida al suelo, 
se puede lograr con r > V2- En la región r > V2, se desean valores bajos de amortiguamien¬ 
to para un aislamiento más efectivo. Con valores grandes de r y valores bajos de ( el término 
(2¿V) 2 se vuelve muy pequeño y se puede omitir en la ecuación (8.94) para simplificar. Por lo 
tanto, la ecuación (8.94) se puede escribir como se muestra en la ecuación (8.95) para r > V2 
y £ pequeño. 

Definiendo la frecuencia natural de vibración del sistema no amortiguado como 


co 


n 



y la frecuencia de excitación co como 


co 


2tíN 

60 


(8.98) 


(8.99) 


donde S est es la deflexión estática del resorte y A es la frecuencia en ciclos por minuto o revolucio¬ 
nes por minuto (rpm) de máquinas rotatorias como motores eléctricos y turbinas, las ecuaciones 
(8.95) a (8.99) se pueden combinar para obtener 


co _ 2 ttN ÍSf s i _ ¡2- R 

" ~^ n ~ ~60V1T “ VI - R 


( 8 . 100 ) 


donde R = 1 — Tj se utiliza para indicar la calidad del aislador y denota el porcentaje de reducción 
logrado de la fuerza transmitida. La ecuación (8.100) se reescribe como 


N = 


30 I g ( 2- R \ 
* VSestVl - RJ 


29.9092 


2 - R 

Sestil - R) 


(8 .101) 


Se puede utilizar la ecuación (8.101) para generar la gráfica entre log N y log S est como una 
serie de líneas rectas correspondientes a diferentes valores de R, como se muestra en la figura 
8.23. Esta gráfica sirve como gráfica de diseño para seleccionar un resorte adecuado para el 
aislamiento. 
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Ejemplo 8.6 



0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1 0.2 

0.025 0.051 0.127 0.254 0.508 1.27 2.54 5.08 


0.5 1.0 (pulgadas) 

12.7 25.4 (mm) 


Deflexión estática, S est 


Figura 8.23 Eficiencia de aislamiento. 


Aislador de una tornamesa estereofónica 


Una tornamesa estereofónica, de 1 kg de masa, genera una fuerza de excitación a una frecuencia de 3 Hz. Si 
está apoyada en una base mediante un soporte de montaje de hule, determine la rigidez del soporte de montaje 
para reducir 80 por ciento la vibración transmitida a la base. 

Solución: Con N = 3 X 60 = 180 cpm y R = 0.80, la ecuación (8.105) da 


180 = 29.9092 


2 - 0.80 
S est (l - 0.80) 


o 


S est = 0.1657 m 

La deflexión estática del soporte de montaje se puede expresar en función de su rigidez ( k ) como 

~ _ m 8 
est k 
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la cual da la rigidez del soporte de montaje como 

1(9.81) 

0.1657 =- o k = 59.2179 N/m 

k 


Aislamiento de sistemas con desbalance rotatorio: 

Una fuente común de fuerza armónica forzada es el desequilibrio en máquinas rotatorias como 
turbinas, bombas centrífugas y turbogeneradores. El desequilibrio en una máquina rotatoria implica 
que el eje de rotación no coincida con el centro de masa de todo el sistema. Incluso una excentri¬ 
cidad muy pequeña puede provocar una gran fuerza desbalanceada en máquinas de alta velocidad 
como sucede en las turbinas. En la figura 8.24 se muestra un sistema rotatorio típico desbalanceado. 
Aquí se supone que la masa total del sistema es M y se considera que la masa desbalanceada es una 
masa puntual m localizada en el centro de masa del sistema (con una excentricidad de e respecto 
del centro de rotación) como se muestra en la figura 8.24. Si la masa desbalanceada gira a una ve¬ 
locidad angular w y el sistema está restringido para moverse en la dirección vertical, la ecuación de 
movimiento del sistema está dada por 

M'x + ex + kx = Fq sen cot = meto 2 sen cot (8.102) 

Aplicando F 0 = meco 2 , la transmisibilidad de fuerza del sistema se puede hallar por la ecuación (8.88). 

Sin embargo, la presencia de en 2 en F 0 da como resultado la siguiente ecuación para la transmi¬ 
sibilidad de fuerza (Tj) debido a desbalance rotatorio: 


o 



F, 

meco 2 


F t 

2 2 

mer co n 


F, 

meco 2 


1 + (2 O ) 2 \'2 

(1 - r 2 ) 2 + (2¿V) 2 J 


(8.103) 



Figura 8.24 Sistema con desbalance 
rotatorio. 
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Ejemplo 8.7 


Bomba centrífuga con desbalance-espacio u holgura para traqueteo 

Una bomba centrífuga, con una masa de 50 kg y velocidad de rotación de 3000 rpm, está montada a la mitad 
de una viga simplemente apoyada de 100 cm de longitud, 20 cm de ancho y 0.5 cm de espesor. La relación de 
amortiguamiento del sistema (viga) se puede suponer como £ = 0.05. La hélice (parte rotatoria) de la bomba 
tiene una masa de 5 kg con una excentricidad de 1 mm. Si la deflexión máxima de la viga está restringida 
para que sea menor que el espacio para traqueteo disponible de 3 mm, 6 determine si el sistema de soporte de 
la bomba es el adecuado. 

Solución: La rigidez a flexión o constante de resorte de la viga simplemente apoyada está dada por 

48£7 


donde el momento de inercia de la sección transversal de la viga se puede calcular como 
1 (20)(0.05 3 ) 

/ = — wí 3 =-= 0.208333 cm 4 = 20.8333 X 10“ 10 m 4 

12 12 

Con E = 207 X 10 9 Pa, la constante de resorte de la viga se determina como 

48(207 X 10 9 )(20.8333 X 10“ 10 ) 

k =-^-= 206,999.6688 N/m 

( 1 . 0 3 ) 

Considerando la densidad del acero como 7.85 gramos/cm 3 , la masa de la viga (m b ) se determina como 
m h = 7.85(100)(20)(0.5) = 7850 gram = 7.85 kg 


La masa total del sistema (M) es igual a la masa de la bomba más la masa efectiva de la viga en su centro (igual 

1 '7 

a —in b \ vea el problema 2.86): 

35' 

M = «! bomba + = 50 + ^(7.85) = 53.8128 kg 
La frecuencia natural del sistema es 


k 

M 


206999.6688 

53.8128 


= 62.0215 rad/s 


La velocidad del impulsor (rotor) de 3000 rpm dada co = 2it-( 3 000)/60 = 314.16 rad/s. Por lo tanto, la rela¬ 
ción de frecuencia (r) se escribe como 


o) _ 314.16 
a> n 62.0215 


5.0653; 


r 2 = 25.6577 


6 El espacio libre disponible que permite que el sistema experimente la deflexión inducida libremente durante vibración 
se llama espacio para traqueteo u holgura. Si el espacio para traqueteo es demasiado pequeño como para acomodar la 
deflexión del sistema, éste experimentará impactos (al golpear la superficie u objeto circundante o cercano) en cada ciclo de 
vibración. 
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La amplitud de la función forzada es 

meco 1 = 5( 10 —3 )(314.16 2 ) = 493.4825 N 

Con f = 0.05, la amplitud de estado estable de la bomba se determina con la ecuación (8.96) con meco 2 para 
F 0 como 


meco 2 1 _ 493.4825 1 

k V(1 - r 2 ) 2 + (2 ir) 2 206999.6688 V(1 - 25.6577) 2 + (2(0.05)(5.0653)} 2 


493.4825 1 

206999.6688 24.6629 


= 9.6662 X 10 ~ 5 m 


La deflexión estática de la viga bajo el peso de la bomba se determina como 


8 


bomba 


^bomba 


k 


(50X9-81) 

206999.6688 


= 236.9569 X 10“ 5 m 


Por lo tanto, la deflexión total del sistema es 

Stotai = x + 8 bomba = 9.662 X 10“ 5 + 236.9569 X 10“ 5 = 246.6231 X 10“ 5 m = 2.4662 mm 


Esta deflexión es menor que el espacio para traqueteo de 3 mm. Como tal el sistema de soporte de la bomba es 
adecuado. En el caso de que el valor de <5 total exceda el espacio de traqueteo tenemos que rediseñar (modificar) 
el sistema de soporte. Esto se puede lograr cambiando la constante de resorte (dimensiones) de la viga y/o 
introduciendo un amortiguador. 


Sistema de 
aislamiento de 
vibración con 
movimiento 
de la base 


En algunas aplicaciones la base del sistema está sujeta a un movimiento vibratorio. Por ejemplo, la base 
o cimiento de una máquina como una turbina en una planta eléctrica puede verse sometida a movimien¬ 
to del suelo durante un sismo. Sin un sistema de aislamiento adecuadamente diseñado, el movimiento 
de la base transmitido a la masa (turbina) podría provocar daños y fallas de corriente. Asimismo, un ins¬ 
trumento (masa) delicado quizá tenga que protegerse contra una fuerza o choque cuando el paquete que 
contiene el instrumento se deje caer accidentalmente desde algún punto alto. Además, si el instrumento 
se tiene que transportar, el vehículo que lo transporta puede experimentar vibración al transitar por una 
carretera con baches. En este caso, también, se tiene que utilizar aislamiento apropiado para proteger el 
instrumento contra desplazamiento excesivo o fuerza transmitida por el movimiento de la base. 

Para un sistema de un solo grado de libertad con excitación de la base, como el que se muestra 
en la figura 8.19(b), el análisis se presentó en la sección 3.6. Cuando la base del sistema se somete a 
un movimiento armónico, y(t) = Y sen cot, la ecuación (3.75) proporciona la ecuación de movimiento: 


m¿ + cz + kz = —rriy 


(8.104) 


donde z = x - y indica el desplazamiento de la masa con respecto a la base. Si el movimiento de 

la base es armónico, entonces el movimiento de la masa también será armónico. Por consiguiente la 

X 

transmisibilidad del desplazamiento, T d = la da la ecuación (3.68): 


X = [ 1 + ) 2 | 

Y 1(1 ~r 2 ) 2 + (2£r) 2 J 


1/2 


(8.105) 
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donde X y Y indican las amplitudes de desplazamiento de la masa y la base, respectivamente, y la 
expresión del lado derecho es la misma que aparece en la ecuación (8.94). Observe que la ecuación 
(8.105) también es igual a la relación de la aceleración estado estable máxima de la masa y la base. 
La variación de la transmisibilidad del desplazamiento con la relación de frecuencia (r) a diferentes 
valores de la relación de amortiguamiento (£) se muestra en la figura 8.25. Se pueden hacer las 
siguientes observaciones con base en la figura 8.25: 

1. Para un sistema no amortiguado, la transmisibilidad del desplazamiento tiende a infinito en 
resonancia (r = 1). Por lo tanto, el aislador no amortiguado (rigidez) se tiene que diseñar 
para asegurarse de que la frecuencia natural del sistema (oj n ) se aleje de la frecuencia de ex¬ 
citación (w). 

2. Para un sistema amortiguado, la transmisibilidad del desplazamiento (y por consiguiente la ampli¬ 
tud de desplazamiento) alcanza un máximo para relaciones de frecuencia cercano a 1. La am¬ 
plitud de desplazamiento máxima de la masa puede ser mayor que la amplitud de movimiento 
de la base, es decir, el movimiento de la base se puede amplificar por un factor grande. 

3. La transmisibilidad del desplazamiento se aproxima a 1 con valores pequeños de la relación de 
frecuencia (r) y es exactamente igual a I en r = V2 . 

4. La amplitud de desplazamiento es mayor que 1 para r < V2 y menor que 1 para r > \Í2 . Ob¬ 
serve que una relación de amortiguamiento pequeña corresponde a una T d mayor para r < V2 
y T d menor para r > V2 . Por lo tanto, si el amortiguamiento del sistema no se puede modificar, 
se puede cambiar la frecuencia natural del sistema (rigidez) para lograr un valor de r > V2. 


Si F t indica la magnitud de la fuerza transmitida a la masa por el resorte y el amortiguador, la ecua¬ 
ción (3.74) produce la transmisibilidad de la fuerza (7j) del sistema: 


T f = 


F t 

kY 


1 + (2¿V ) 2 


(1 - r 2 ) 2 + (2 ¿rf 


(8.106) 


donde kY se utiliza para que la transmisibilidad de fuerza no tenga unidades. Observe que una vez 
que la transmisibilidad de desplazamiento, T d , o la amplitud de desplazamiento (X) de la masa se 


T3 

■V 


H 



Relación de frecuencia (r) 


Figura 8.25 Variación de T d con r 
(con movimiento de la base). 
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Ejemplo 8.8 


•o 

T3 



Relación defrecuencia (r) 


Figura 8.26 Variación de 7}con r (con movimiento de la base). 


calcula aplicando la ecuación (8.105), la fuerza F t transmitida a la masa se determina aprovechando 
la relación 


kY 



o F, = kr 2 X 


(8.107) 


La variación de la transmisibilidad de fuerza con la relación de frecuencia (r) para diferentes va¬ 
lores de la relación de amortiguamiento (£) se muestra en la figura 8.26. A partir de esta figura se 
pueden hacer las siguientes observaciones: 

1. La transmisibilidad de fuerza (7)) será 2 a la relación de frecuencia r = V2 para todos los 
valores de la relación de amortiguamiento (£). 

2. Para r > V2, una relación de amortiguamiento baja corresponde a un valor bajo de transmisi¬ 
bilidad de fuerza. 

3. Para r > V L para cualquier valor específico de la relación de amortiguamiento, la transmisi¬ 
bilidad de fuerza se incrementa con r. Este comportamiento se opone al de la transmisibilidad 
de desplazamiento. 

4. La transmisibilidad de fuerza se acerca a cero con valores pequeños de la relación de frecuencia 
r y alcanza un máximo con valores de r cercanos a 1. 


Aislamiento contra vibración de la base 


Hay que aislar un sistema vibratorio de su base vibratoria. Encuentre la relación de amortiguamiento requerida 
que el aislador debe alcanzar para limitar la transmisibilidad de desplazamiento a T d = 4. Suponga que el 
sistema tiene un solo grado de libertad. 
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Solución: Al establecer o> = w n , la ecuación (8.105) nos da 


T d = 


Vi + (2Q 2 


O 


l = 



-— = 0.1291 

2V15 


Ejemplo 8.9 


Diseño de aislamiento para una máquina de precisión con movimiento 
de la base 


Una máquina de precisión utilizada para fabricar circuitos integrados, de 50 kg de masa, se coloca sobre un 
banco de trabajo (como base). La vibración del suelo transmitida por un motor de combustión interna cercano 
hace que la base (las cuatro esquinas del banco) vibre a una frecuencia de 1800 rpm. Resortes helicoidales, 
con una relación de amortiguamiento £ = 0.01 y una relación de carga bilineal ( P) a la deflexión ( x) dada por 

_ í 50,000x; 0<r<8X 10“ 3 

P ~ \l0 5 x - 4 X 10 5 ; 8 X 10~ 3 < x < 13 X 10 -3 

(P en newtons y x en metros) están disponibles para usarse como aisladores en las cuatro esquinas de la base. 
Si no se debe transmitir más de 10% de la vibración de la base a la máquina de precisión, determine un método 
de lograr el aislamiento. 

Solución: Como se requiere que la transmisibilidad de desplazamiento sea 0.1, la ecuación (8.105), para £ = 
0.01, da 


= x = I 1 + { 2 ( 0 . 01)4 
y 1 V (1 - r 2 ) 2 + {2(0.01)r} 2 


La simplificación de la ecuación (E.2) proporciona una ecuación cuadrática en r 2 como 

r 4 - 2.0396 r 1 - 99 = 0 (E.3) 


La solución de la ecuación (E.3) resulta 


r 2 = 11.0218, -8.9822 

la cual muestra el valor positivo de r como 3.3199. Utilizando la frecuencia de excitación de 

2tt(1800) 

iú = -= 188.496 rad/s 

60 
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Ejemplo 8.10 


y la relación de frecuencia r — 3.3199, la frecuencia natural requerida del sistema se puede determinar como 


O) 

r = 3.3199 = — 

0 )„ 


188.496 


(E.4) 


La ecuación (E.4) produce w n = 56.7776 rad/s. 

Suponemos que en cada esquina de la base se instala un resorte (en las cuatro esquinas del banco). Debido a 
que la deflexión esperada de los resortes se desconoce, entonces también la rigidez correcta de los resortes (fuera 
de los dos valores posibles) se desconoce. Por consiguiente, utilizamos la relación (vea la ecuación (2.28)): 


w 


n 



O 


56.7776 



(E.5) 


para hallar la deflexión estática del sistema (S est ) como 


9.81 , 

-- = 3.0431 X 10“ 3 m 

56.7776 2 


Dado que los cuatro resortes experimentan S est , la carga estática que actúa en cada resorte se determina por la 
ecuación (E.l) como 


P = 50000(3.0431 X 10 -3 ) = 152.155 N 


La carga total sobre los cuatro resortes es 4 X 152.155 = 608.62 N. Como el peso de la máquina es de 50 kg 
= 50(9.81) = 490.5 N, para obtener la carga total de 608.62 N, tenemos que agregar un peso de 609.62 — 
490.50 = 118.12 N al sistema. Este peso, en la forma de una placa de acero rectangular, se fija en la parte 
inferior de la máquina, de modo que la masa total vibratoria sea de 62.0408 kg (con un peso de 608.62 N). 


Sistema de aislamiento para un sistema con movimiento de la base 


Una tarjeta de circuito impreso (TCI) hecha de un material compuesto de plástico con refuerzo de fibras se 
utiliza para controlar la computadora de un motor de automóvil. Se fija en el chasis de la computadora, el cual 
está fijo en el bastidor del automóvil, como se muestra en la figura 8.27(a). El bastidor del automóvil y el 
chasis de la computadora se someten a vibración producida por el motor cuando éste funciona a 3 000 rpm. Si 
se requiere lograr una transmisibilidad de desplazamiento de no más de 10% en la tarjeta de circuito impreso, 
diseñe un sistema aislador adecuado entre el chasis de la computadora y el bastidor del automóvil. Suponga 
que el chasis de la computadora es rígido con una masa de 0.25 kg. 

Datos de la tarjeta de circuito impreso: longitud (/): 25 cm, ancho (w): 20 cm, espesor (í): 0.3 cm, masa por 
unidad de superficie: 0.005 kg/cm 2 , módulo de Young ( E ): 15 X 10 9 N/m 2 , relación de amortiguamiento: 0.01. 

Solución: Se supone que la tarjeta de circuito fijo está fija en el chasis de la computadora como una viga en 
voladizo. Su masa (m PCB ) es de 25 X 20 X 0.005 = 2.5 kg. La masa equivalente en el extremo libre de la viga 
en voladizo es m b (vea el ejemplo 2.9): 
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t 



t 




Figura 8.27 


Utilizando el momento de inercia de la sección transversal de la TCI 


1,1 , 

/ = — wt 3 = — (0.20)(0.003) 3 = 45 X 10““ m' 


1-8 


la rigidez de la TCI como viga en voladizo se calcula como 


h 


3 El 


3(15 X 10 9 )(45 X 10“ 8 ) 

---= 1.296 X 10 6 N/m 

(0.25) 3 


La frecuencia natural de la TCI está dada por 


n 



1.296 X 10 6 
0.5893 


ÍV, 


= 1482.99 rad/s 
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La frecuencia de vibración de la base (chasis de la computadora) es 


2tt(3000) 

w = -= 312.66 rad/s 

60 


La relación de frecuencia es 


cu 312.66 
r ~ co„ ~ 1482.99 


0.2108 


Utilizando la relación de amortiguamiento f = 0.01, la transmisibilidad de desplazamiento se determina con 
la ecuación (8.105): 


= X = í 1 + (2 trj 1 \j 

Xl V 1(1 ~r 2 ) 2 + (2£r) 2 } 

í 1 + [2(0.01)(0.2108)] 2 1 

1(1 - 0.2108 2 ) 2 + [2(0.01) (0.2108)] 2 J 

= 1.0465 (E.l) 

Este valor de T d = 104.65% excede el valor máximo permisible de 10%. De ahí que diseñemos un aislador 
(con rigidez k y constante de amortiguamiento c) entre el chasis de la computadora y el bastidor del automóvil 
como se muestra en la figura 8.27(b). Si modelamos la TCI con rigidez k b y masa m b como antes, el uso del 
aislador hace del problema un sistema de dos grados de libertad. Para simplificar, modelamos la viga en vola¬ 
dizo (TCI) como una masa rígida sin elasticidad. Esto conduce al sistema de un solo grado de libertad que se 
muestra en la figura 8.27(c), donde la masa equivalente m está dada por 

m = m TCl + /«chasis = 2.5 + 0.25 = 2.75 kg 


Suponiendo una relación de amortiguamiento de 0.01, para la transmisibilidad de desplazamiento requerida de 
10%, la relación de frecuencia r se determina a partir de la relación 


T d = 0.1 = 


1 + [2(0.01)r] 2 "Ií 
(1 - r 2 ) 2 + [2(0.01)r] 2 J 


(E.2) 


Elevando al cuadrado ambos lados de la ecuación (E.2) y reordenando los términos, obtenemos 


- 2.0396r 2 - 99 = 0 


(E.3) 


La raíz positiva de la ecuación (E.3) esr 2 = 11.0218 o r — 3.3199. La rigidez del aislador está dada por 


meo 2 (2.75)(312.66 2 ) 

k = = -= 24,390.7309 N/m 

r 2 11.0218 


La constante de amortiguamiento del aislador se calcula como 

c = l^Vmk = 2 ( 0.01 ) V(2.75)(24390.7309) = 5.1797 N-s/m 
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Sistema de 
aislamiento 
de vibración 
con cimiento 
flexible 


En muchas situaciones prácticas, la estructura o cimiento al cual está conectado el aislador se mueve 
cuando la máquina montada sobre él funciona. Por ejemplo, en el caso de una turbina apoyada en el 
casco de un buque, o un motor montado en el ala de un avión, el área circundante al punto de soporte 
también se mueve junto con el aislador. En tales casos, el sistema se puede representar como uno de dos 
grados de libertad. En la figura 8.28, m, y m 2 indican las masas de la máquina y la estructura de soporte 
que se mueve junto con el aislador, respectivamente. Para simplificar, el resorte se representa con un 
resorte A: y se omite el amortiguamiento. Las ecuaciones de movimiento de las masas y m 2 son 


m{x i + k(x i — x 2 ) = Fq eos cot 
m 2 x 2 + k(x 2 — x\) = 0 


Suponiendo una solución armónica de la forma 

Xj = Xj eos cot, j = 1,2 


las ecuaciones (8.108) resultan 


Xi(k — m\u> 2 ) — X 2 k = F 0 1 
— X\k + X 2 (k — m 2 ur) = 0 J 


(8.108) 


(8.109) 


Las raíces de la siguiente ecuación ofrecen las frecuencias naturales del sistema 

(k — m[W 2 ) —k 

—k (k — m 2 a > 2 ) 


Las raíces de la ecuación (8.110) son 


«i = 0, 


(mi + m 2 )k 

cü 2 = - 

niim 2 


( 8 . 110 ) 


( 8 . 111 ) 


El valor de oj, = 0 corresponde a movimiento de cuerpo rígido, puesto que el sistema no está res¬ 
tringido. En el estado estable, la ecuación (8.109) dicta las amplitudes de m x y m 2 , cuya solución es 


X, = 


(k - m 2 a> 2 )F 0 


X , = 


[(£ — wi&r) (k — m 2 co ¿ ) — k 2 ] 

_ kFb _ 

[(A: — mi(o 2 ) (k — m 2 a> 2 ) — A; 2 ] 


( 8 . 112 ) 


F(t) = F 0 eos üjí Xl ( f ) 



Estructura de soporte (ni 2 ) 


Figura 8.28 Máquina con aislador sobre 
un cimiento flexible. 
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La amplitud de 1112 X 2 proporciona la fuerza (/•’,) transmitida a la estructura de soporte: 


F t = - m 2 ojX 2 = 


- m2ka>~Fo 


[(& — m\u>~) (k — — k 1 ] 


(8.113) 


La transmisibilidad del aislador (Tj) está dada por 


F, 

T f = — 


— m 2 A:<y 2 


[(k — m\co~) (k — m 2 &r) — k 2 ] 

1 


m\ + 1712 m\oS 


m 2 

m 2 


k 

1 


(mi + m 2 ) \ 1- 2 

m 2 / 


(8.114) 


donde oj 2 es la frecuencia natural del sistema dada por la ecuación (8.111). La ecuación (8.114) 
indica, como en el caso de un aislador sobre una base rígida, que la fuerza transmitida al cimiento 
se reduce a medida que la frecuencia natural del sistema co 2 se reduce. 
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aislamiento 
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La figura 8.29 muestra una situación más real en la cual la base del aislador, en lugar de ser del 
todo rígida o flexible es parcialmente flexible [8.34]. Podemos definir la impedancia mecánica de 
la estructura de la base, Z(oj), como la fuerza a la frecuencia u> requerida para producir un despla¬ 
zamiento unitario de la base (como en la sección 3.5): 


Z(co) 
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F(t) = F 0 eos wt Xl ( f ) 
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Figura 8.29 Máquina con aislador sobre un 
cimiento parcialmente flexible. 
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Aislamiento 

contra 

choques 


Las ecuaciones de movimiento son 7 

m{x j + k(x\ — x 2 ) 
k(x 2 ~ xi) 


F 0 eos wt 
-x 2 Z((ü) 


Sustituyendo la solución armónica 

Xj(t) = XjCoscDt, j = 1,2 


en las ecuaciones (8.115) y (8.116), y X 2 se obtienen como en el caso previo: 

= [k + Z(co)]X 2 = [* + Z(oj)]F 0 

1 k [Z(ti>) (k — miar) — kmiw 2 ] 

kF 0 

X 2 = - \ r 

[Z(<w)(C — mjítr) — kmiCO ¿ ] 

La amplitud de la fuerza transmitida es 


(8.115) 

(8.116) 


(8.117) 


(8.118) 


F, = X 2 Z(co) 


kZ(a))Fo 

[Z(co) (k — miar) — kmiu > 2 ] 


y la transmisibilidad del aislador es 


T f = 


F 0 


kZ(a>) 

[Z(a))(k — miar) — km\Oj 2 ] 


(8.119) 


( 8 . 120 ) 


En la práctica, la impedancia mecánica Z(u>) depende de la naturaleza de la estructura de la base. Se 
puede determinar experimentalmente midiendo el desplazamiento producido por un vibrador que 
aplica una fuerza armónica a la base. En algunos casos, por ejemplo si un aislador está descansando 
sobre una plataforma de concreto, la impedancia mecánica a cualquier frecuencia u> se determina 
en función del modelo de resorte-masa-amortiguador hidráulico del suelo. 


Como ya se mencionó, una carga de choque implica la aplicación de una fuerza durante una corta 
duración, por lo común durante un periodo menor que un periodo natural del sistema. Las fuerzas 
implicadas en martillos de forja, prensas punzonadoras, ondas expansivas y explosiones son ejem¬ 
plos de cargas de choque. El aislamiento contra choques se puede definir como un procedimiento 
mediante el cual los efectos indeseables de un choque se reducen. Observamos que el aislamiento 
contra vibración producida por una perturbación armónica (impacto) ocurre con la relación de fre¬ 
cuencia r > V2 y un valor pequeño de la relación de amortiguamiento (£) que conduce a un mejor 
aislamiento. Por otra parte, el aislamiento contra choque debe ocurrir dentro de un amplio rango de 
frecuencias, en general con valores grandes de Por lo tanto, un buen diseño de aislamiento contra 


7 Si la base es completamente flexible con una masa no restringida m,, Z(a>) = —o) 2 m 2 , y las ecuaciones (8.115) a (8.117) 
conducen a la ecuación (8.109). 
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vibración resulta ser un diseño de aislamiento contra choque deficiente y viceversa. A pesar de las 
diferencias, los principios básicos implicados en el aislamiento contra choques son semejantes a los 
del aislamiento contra vibración; sin embargo, las ecuaciones son diferentes debido a la naturaleza 
transitoria del choque. 

Una carga de choque de corta duración F{t) aplicada durante un periodo T, se puede tratar 
como un impulso F: 

T 

F = J F(t ) dt (8.121) 

o 

Como este impulso actúa en la masa m, se puede aplicar el principio de impulso-cantidad de movi¬ 
miento para determinar la velocidad impartida a la masa (v) como 

F 

v = — (8.122) 

m 

Ésta indica que la aplicación de una carga de choque de corta duración se puede considerar equi¬ 
valente a impartir una velocidad inicial al sistema. Por lo tanto, la respuesta del sistema sometido 
a una carga de choque se puede determinar como la solución de vibración libre con una velocidad 
inicial especificada. Suponiendo las condiciones iniciales como x(0) = Xq = Oyi(O) = Xq = v, 
la solución de vibración libre de un sistema viscosamente amortiguado de un solo grado de libertad 
(desplazamiento de la masa m) se puede hallar a partir de la ecuación (2.72) como 

x(t) = -sen w/ (8.123) 

u> d 

donde u> d = Vi — £ ¿ u> n es la frecuencia de vibraciones amortiguadas. La fuerza transmitida al 
cimiento, F r (t), debida al resorte y el amortiguador está dada por 

F t (t) = kx(t ) + cx(t) (8.124) 

Utilizando la ecuación (8.123), F r (t) se expresa como 

F¡(t) = —\/(k — c£&>„) 2 + (cco d ) 2 e~^ a>,,t sen(«¿ t + c f>) (8.125) 

CÜ d 

donde 

(f> = tan -1 (———) (8.126) 

\k~ c¿¡o) n J 


Se pueden utilizar las ecuaciones (8.125) y (8.126) para determinar el valor máximo de la fuerza 
transmitida al cimiento. 

Para cargas de choque de larga duración, la fuerza máxima transmitida puede ocurrir mientras 
se está aplicando el choque. En tales casos se puede utilizar el espectro del choque, analizado en la 
sección 4.6, para determinar la fuerza máxima transmitida al cimiento. 

Los siguientes ejemplos ilustran diferentes métodos que se pueden utilizar para el diseño de 
aisladores de choque. 
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Ejemplo 8.11 


Ejemplo 8.12 


Aislamiento en situación de choque 

Un instrumento electrónico de 20 kg de masa se somete a un choque en la forma de una velocidad gradual de 
2 m/s. Si los valores de deflexión máximos permisibles (debido al límite de holgura) y aceleración se especifican 
como 20 mm y 25 g, respectivamente, determine la constante de resorte de un aislador de choque no amortiguado. 

Solución: El instrumento electrónico soportado por el resorte se puede considerar como un sistema no amorti¬ 
guado sujeto a movimiento de la base (en la forma de velocidad gradual). La masa vibra a la frecuencia natural 
del sistema con las magnitudes de la velocidad y aceleración dadas por 

X máx — Xto n (E.l) 

*máx = (E.2) 

donde X es la amplitud de desplazamiento de la masa. Como el valor máximo de la velocidad (gradual) se 
especifica como 2 m/s y el valor permisible máximo de X es de 0.02 m, la ecuación (E.l) produce 

X = < 0.02 o co n > = _J?L = 100 rad/s (E.3) 

ü) n " X 0.02 

Asimismo, con el valor especificado máximo de x m ¿ x como 25 g, la ecuación (E.2) ofrece 

íx ~ / 245.25 

Xü>l < 25 (9.81) = 245.25 m/s 2 o w n < J = J QQ2 = 110.7362 rad/s (E.4) 

Las ecuaciones (E.3) y (E.4) proporcionan 100 rad/s < w n < 110.7362 rad/s. Seleccionando el valor de co n a 
la mitad del rango permisible como 105.3681, la rigidez del resorte (aislador) se puede encontrar como 

k = mío 2 = 20 (105.3681 ) 2 = 2.2205 X 10 5 N/m (E.5) 


Aislamiento bajo carga gradual 

Un sensible instrumento electrónico de 100 kg de masa está soportado por resortes y empacado para envío. 
Durante el envío, el empaque se deja caer desde una altura que aplica una carga de choque de intensidad F 0 al 
instrumento, como se muestra en la figura 8.30(a). Determine la rigidez del resorte utilizado en el empaque si 
se requiere que la deflexión máxima del instrumento sea menor que 2 mm. El espectro de respuesta de la carga 
de choque se muestra en la figura 8.30(b) con F 0 = 1000 N y í 0 = 0.1 s. 

Solución: El espectro de respuesta, que indica la respuesta máxima de un sistema de un solo grado de libertad 
no amortiguado sujeto al choque dado, está definido por 

= 1 + — V2 (1 - cos2&Vo) (E.l) 

F 0 (o n t 0 

donde w n es la frecuencia natural del sistema: 


co 


n 



OlVk 


(E.2) 
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Figura 8.30 Carga de choque contra un instrumento electrónico. 


F 0 = 1000 N, t 0 = 0.1 s y k es la rigidez del resorte utilizado en el empaque. Con los datos conocidos, la 
ecuación (E.l) se expresa como 


1000 


1 + 


1 

o.iVfc(o.i) 


V 2 (1 - eos 2(0.1 Vk) (0.1)) 


2 

1000 



(E.3) 


Utilizando el signo de igualdad, la ecuación (E.3) se reescribe como 


100 

Vk 


V2(I 


eos OmVk) - 2 X 10“ 6 C +1=0 


(E.4) 


La raíz de la ecuación (E.4) proporciona el valor de rigidez deseado como k =6.2615 X 10 5 N/m. Se puede 
utilizar el siguiente programa MATLAB para determinar la raíz de la ecuación (E.4): 


>> x=1000:1:10000000; 

>> f= 1 (100/sqrt(x))*sqrt(2*(1-cos(0.02*sqrt(x))))-0.000002*x+l 1 ; 
>> root=fzero(f,100000) 

root = 

6.2615e+005 


>> 
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Control de 

vibración 

activo 


Un sistema de aislamiento de vibración se llama activo si utiliza potencia externa para realizar su 
función. Se compone de un servomecanismo con un sensor, un procesador de señales y un actuador, 
como se muestra esquemáticamente en la figura 8.31 [8.31-8.33]. Este sistema mantiene una dis¬ 
tancia constante (/) entre la masa vibratoria y el plano de referencia. A medida que varía la fuerza 
F(t) aplicada al sistema (masa), la distancia / tiende a variar. El sensor detecta este cambio de /, y se 
produce una señal proporcional a la magnitud de la excitación (o respuesta) del cuerpo vibratorio. 
El procesador de señales envía una señal de comando al actuador basado en la señal enviada por el 
sensor. El actuador desarrolla un movimiento o fuerza proporcional a la señal de mando. El movi¬ 
miento o fuerza del actuador controlará el desplazamiento de la base de modo que la distancia / se 
mantiene al valor constante deseado. 

Se cuenta con diferentes tipos de sensores para crear señales de retroalimentación basadas 
en el desplazamiento, velocidad, aceleración, sacudida, o fuerza. El procesador de señales puede 
constar de un mecanismo pasivo, como un enlace mecánico, o una red electrónica o fluídica activa ca¬ 
paz de realizar funciones como adición, integración, diferenciación, atenuación o amplificación. El 
actuador puede ser un sistema mecánico, por ejemplo un mecanismo de cremallera o un mecanismo 
de articulación de rótula, un sistema fluídico o un sistema generador de fuerza piezoeléctrica o elec¬ 
tromagnética. Según los tipos de sensor, procesador de señales y actuador utilizados, un sistema 
de control de vibración activo se conoce como electromecánico, electrofluídico, electromagnético, 
piezoeléctrico o fluídico. 

Análisis: Considere un sistema de un solo grado de libertad donde la masa m se somete a una fuer¬ 
za aplicada/(í) como se muestra en la figura 8.31. Si utilizamos un sistema de control activo para 
controlar la vibración de la masa m, el actuador se diseñará para que ejerza una fuerza de control 
/ c (í) de modo que la ecuación de movimiento del sistema se escriba como 


mx + ex + kx = F(t) = f(t) + f c (t) 


(8.127) 


El sensor (una computadora) mide el desplazamiento x y la velocidad x de la masa en tiempo real 
(de forma continua). La computadora calcula la fuerza de control f c (t) necesaria para controlar el 
movimiento y le ordena al actuador que ejerza la fuerza/ c (í) en la masa m. 

Por lo común la computadora se programa para que genere la fuerza de control proporcional al 
desplazamiento x(t) y a la derivada del desplazamiento o velocidad x(t) de la masa de modo que 

fc(t) = ~gpX ~ g d x (8.128) 


'///////////////////////////, 
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Figura 8.31 Sistema de aislamiento de vibración activo. 
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Ejemplo 8.13 


donde g p y g d son constantes cuyos valores tienen que ser determinados y programados en la 
computadora por el diseñador. Las constantes g p y g d se conocen como ganancias de control, con g p 
denotando la ganancia proporcional y g d indicando la derivada o tasa de ganancia. El algoritmo de 
control en este caso se conoce como control (PD) proporcional y derivado. Sustituyendo la ecua¬ 
ción (8.128) en la ecuación (8.127), obtenemos 

mx + (c + g d )x + (k + g p )x = f(t) (8.129) 

la cual indica que g d actúa como amortiguamiento adicional (o artificial) y g p como rigidez adicio¬ 
nal (o artificial). La ecuación (8.129) conocida como ecuación de lazo cerrado, se puede resolver 
para determinar las características de respuesta del sistema. Por ejemplo, la nueva frecuencia (efec¬ 
tiva) es 


k + 


Sp \ 2 


(8.130) 


y la nueva relación de amortiguamiento (efectiva) es 

c + 8d 


£ = 


2Vm(k + g p ) 


(8.131) 


La nueva constante de tiempo (efectiva) del sistema, con £ < l,es 

2 m 

T = - 

c + gd 


(8.132) 


Por lo tanto, el funcionamiento del sistema de control de vibración activo se describe como sigue: 
dados los valores de m, c y k, calcule las ganancias de control g p y g d para lograr los valores desea¬ 
dos de o) n , (ot. En la práctica, la respuesta del sistema se monitorea de forma continua, se realizan 
los cálculos y se hace que el actuador aplique la fuerza de control f c a la masa en tiempo real, de 
modo que la respuesta del sistema quede dentro de los límites establecidos. Observe que las ganan¬ 
cias g y g d pueden ser positivas o negativas según las respuestas medidas y deseadas. 


Control de vibración de un sistema electrónico de precisión 

Se propone controlar la vibración de un sistema electrónico de precisión soportado por una base elástica (sin 
amortiguamiento) mediante un método pasivo o activo. La masa del sistema es de 15 kg y su frecuencia natural 
es de 20 rad/s. Se estima que el sistema requiere una relación de amortiguamiento de £ = 0.85 para controlar la 
vibración. Suponga que los amortiguadores hidráulicos disponibles pueden proporcionar constantes de amor¬ 
tiguamiento sólo en el rango 0 Sc£ 400 N-s/m. 

Solución: Primero, investigamos el uso de un amortiguador hidráulico disponible para controlar la vibración 
(control pasivo). Por las frecuencias naturales conocidas del sistema, podemos determinar la rigidez de la base 
elástica como 


(O 


n 



o k = mojf. 


15(20) 2 = 6000 N/m 


(E.l) 
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Ejemplo 8.14 


La relación de amortiguamiento requerido del sistema da la constante de amortiguamiento necesaria (c) como 


í = — L -¡= = 0.85 o c = 2£Vfem = 2(0.85) Vó000( 15) = 510 N-s/m (E.2) 

2 V km 


Como los amortiguadores hidráulicos pueden proporcionar valores constantes de amortiguamiento hasta de 
400 N-s/m únicamente, no podemos lograr el control deseado aplicando amortiguamiento pasivo. 

Por lo tanto, consideremos un sistema de control activo para crear la cantidad de amortiguamiento reque¬ 
rida en el sistema. Sea la fuerza de control de la forma/ c = —g d x, de modo que la relación de amortiguamiento, 
forma alterna de la ecuación (8.131), se pueda expresar como (con g p — 0): 

c + g d 

2 £*>„ = -- (E.3) 

m 

Agregando el amortiguamiento hidráulico disponible, con constante de amortiguamiento de 400 N-s/m, la 
ecuación (E.3) se rescribe como 


400 + g d = 2 m£(o n = 2(15)(0.85)(20) = 510 N-s/m 


o 


gd = 110 N-s/m 

Esto da el valor de la constante de amortiguamiento que debe proporcionar el control activo (también conocido 
como ganancia derivada) como g d — 110 N-s/m. 


Control activo de un sistema con desbalance rotatorio 


Un sistema de un solo grado de libertad se compone de una masa (m) = 150 kg, constante de amortiguamiento 
(c) = 4000 N-s/m y rigidez (fe) = 6 X 10 6 N/m. La masa se somete a una fuerza desbalanceada rotatoria dada 
por/(f) = 100 sen 607 tí N. Se pueden hacer las siguientes observaciones con base en los datos proporcionados: 


(i) La frecuencia natural del sistema u>„ — 
perturbación, co = 60t t = 188.4955 rad/s. 

(ii) La relación de amortiguamiento es pequeña con un valor de 


6 ( 10 °) 

150 


— 200 rad/s, se aproxima a la frecuencia de la 


l = 



4000 

2V[6(10 6 )(160)] 


0.06667 


Se desea cambiar la frecuencia natural del sistema a 100 rad/s y la relación de amortiguamiento a 0.5. Como 
los valores de fe y c del sistema no se pueden modificar, se propone utilizar un sistema de control activo. De¬ 
termine las ganancias de control requeridas para lograr los valores deseados de w n y £. Encuentre también la 
magnitud de la respuesta y la fuerza del actuador del sistema en el estado estable. 
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Solución: Cuando se utiliza un sistema de control activo con ganancias de control g p y g d , la frecuencia na¬ 
tural del sistema se expresa como 


(o n = 100 


6(10 


|6\ + 


150 


gp 


o 


g p = 150( 10 4 ) - 6(10 6 ) = —4.5(10 6 ) N/m 


Este valor implica que la rigidez del sistema se tenga que reducir a 1.5 X 10 6 N/m. La nueva relación de 
amortiguamiento del sistema es 


c + gd _ 4000 + g d 

iVkm 2V[1.5(10 6 )](150) 


o 


g d = 15000 - 4000 = 11 OOON-s/m 


Este valor implica que se tiene que incrementar el amortiguamiento del sistema a 15000 N-s/m. 

La ecuación de movimiento del sistema activamente controlado se puede escribir como 

m'x + ex + kx = f(t) = /o sen cot (E. 1) 

la cual, en este caso, adopta la forma 

150* + 150003c + 1 . 5 ( 10 6 )jc = /(r) = 100 sen 60^tí (E.2) 

De acuerdo con la ecuación (E. 1), la función de transferencia general del sistema se expresa como (vea la 
sección 3.12) 

X(s) i 

(riTT = —í-7 (E.3) 

F( s ) ms z + es + k 


La magnitud de la respuesta de estado estable del sistema correspondiente a la ecuación (E.3) es (vea la 
sección 3.13) 


X = 


[(fc 


/o _ 

mar) 2 + (ccü) 2 ]^ 


(E.4) 


En este caso,/ 0 = 100 N, m = 150 kg, c = 15 000 N-s/m, í= 1.5 X 10 6 N-s/m y w = 188.4955 rad/s. Por lo 
tanto, la ecuación (E.4) da 


{ 1 . 5 ( 10 6 ) - 150 ( 188 . 4955) 2 } 2 + { 15000 ( 188 . 4955)} 2 


150 

4.7602(10 6 ) 

= 31.5113( 10 —6 ) N 
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La fuerza del actuador (control), F t , en estado estable se obtiene a partir de la relación 

F,(s) F t (s) X(s) k + cs 
F(s) X(s) F(s) ms 2 + es + k 

como 

F t (iai) = |4.5(10 6 ) - 11000i'&j|X(íü>) 

= 14.5( 10 6 ) - 11000( 188.4955)¡| (31.5113(10 -6 )) 

= V{4.5(10 6 )} 2 + {11000( 188.4955)} 2 (31.5113(10 -6 )) 
= 156.1289 N 


8.11 Absorbedores de vibración 


El absorbedor de vibración, también llamado absorbedor de vibración dinámico, es un dispositivo 
mecánico que se utiliza para reducir o eliminar la vibración indeseable. Se compone de otra masa 
y rigidez anexadas a la masa principal (original) que tiene que ser protegida contra vibración. Por 
lo tanto, la masa principal y la masa del absorbedor anexada constituyen un sistema de dos grados 
de libertad, de ahí que el absorbedor de vibración tenga dos frecuencias naturales. El absorbedor de 
vibración se utiliza comúnmente en maquinaria que opera a velocidad constante, porque el absor¬ 
bedor de vibración se sintoniza a una frecuencia particular y es efectivo sólo dentro de una banda 
angosta de frecuencias. Algunas aplicaciones comunes del absorbedor de vibración comprenden 
herramientas reciprocantes como lijadoras, sierras y compactadoras, así como grandes motores de 
combustión interna reciprocantes los cuales funcionan a velocidad constante (para un consumo mí¬ 
nimo de combustible). En estos sistemas, el absorbedor de vibración ayuda a balancear las fuerzas 
reciprocantes. Sin un absorbedor de vibración, las fuerzas reciprocantes desbalanceadas podrían 
hacer que el dispositivo fuera imposible de mantener o controlar. Los absorbedores de vibración 
también se utilizan en líneas de transmisión de alto voltaje. En este caso, los absorbedores de vi¬ 
bración dinámicos, en la forma de dispositivos tipo mancuerna (figura 8.32), se suspenden de las 
líneas de transmisión para mitigar los efectos de fatiga de las vibraciones inducidas por el viento. 

Una máquina o sistema puede experimentar vibración excesiva si en ella actúa una fuerza cuya 
frecuencia de excitación casi coincida con una frecuencia natural de la máquina o sistema. En tales 
casos, la vibración de la máquina o sistema se puede reducir por medio de un neutralizador de vi¬ 
bración o absorbedor de vibración dinámico, el cual es simplemente otro sistema de resorte-masa. 
El absorbedor de vibración dinámico se diseña de modo que las frecuencias naturales del sistema 



Figura 8.32 
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Absorbedor 
de vibración 
dinámico no 
amortiguado 


resultante se alejen de la frecuencia de excitación. Consideraremos el análisis de un absorbedor de 
vibración dinámico idealizando la máquina como un sistema de un solo grado de libertad. 


Fijamos una masa auxiliar m 2 en una máquina de m l mediante un resorte de rigidez k 2 , y el sistema 
de dos grados de libertad lucirá como se muestra en la figura 8.33. Las ecuaciones de movimiento 
de las masas m x y m 2 son 

m{i\ + k\x i + k 2 (x\ — x 2 ) = Fq sen cot 

m 2 x 2 + k 2 (x 2 - x\) = 0 (8.133) 

Suponiendo una solución armónica, 

xj(t) = Xj sen cot, j = 1,2 (8.134) 


obtenemos las amplitudes de estado estable de las masas m l y m 2 como 

(fc 2 - >n 2 w 2 )F 0 

1 (¿i + k 2 - m x ar)(k 2 - m 2 or) - k 2 

x ^ = __ 

(*t + k 2 - m\(D 2 )(k 2 - m 2 (o 2 ) - k 2 


(8.135) 

(8.136) 


Nos interesa sobre todo reducir la amplitud de la máquina (X¡). Para reducir a cero la amplitud de 
77q, el numerador de la ecuación (8.135) debe hacerse igual a cero. Esto entrega 


co 


2 _ 


^2 

m 2 


(8.137) 


F a sen cot 



vibración dinámico 

Figura 8.33 Absorbedor de vibración dinámico no amortiguado. 
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Si la máquina, antes de la adición del absorbedor de vibración dinámico, opera cerca de su resonan¬ 
cia, cú 2 — a>\ = k\¡m\. Por lo tanto, el absorbedor se diseña de modo que 


(ü 


2 


k-2 _ k]_ 
/«2 tn \ 


(8.138) 


la amplitud de vibración de la máquina, mientras opera a su frecuencia resonante original será cero. 
Definiendo 


5 est = 


Fo 

ki 


"l = 



1/2 


como la frecuencia natural de la máquina o sistema principal, y 


U) 2 — 



(8.139) 


ya que la frecuencia natural del absorbedor o sistema auxiliar, las ecuaciones (8.135) y (8.136) se 
pueden reescribir como 





*2 

^est 



(8.140) 


(8.141) 


La figura 8.34 muestra la variación de la amplitud de vibración de la máquina (X 1 /S est ) con su ve_ 
locidad (cj/o)^. Los dos picos corresponden a las dos frecuencias naturales del sistema compuesto. 
Como se vio antes, X { = 0 en a> = aq. A esta frecuencia, la ecuación (8.141) resulta 


*2 = 



(8.142) 


Sin absorbedor 



Figura 8.34 Efecto de un absorbedor de 
vibración no amortiguado en la respuesta 
de la máquina. 
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Esto demuestra que la fuerza ejercida por el resorte auxiliar es opuesta a la fuerza impartida (k 1 X 2 = 
— F 0 ) y la neutraliza, y por consiguiente Aj se reduce a cero. El tamaño del absorbedor de vibración 
dinámico se determina con las ecuaciones (8.142) y (8.138): 


k 2 X 2 = mWx 2 = —F 0 (8.143) 

Por tanto, los valores de k 2 y m 2 dependen del valor permisible de X 2 . 

En la figura 8.34 se ve que el absorbedor de vibración dinámico, al mismo tiempo que elimina 
vibración a la frecuencia impartida conocida co, introduce dos frecuencias resonantes í 2 ¡ y í> 2 , a las 
cuales la amplitud de la máquina es infinita. En la práctica, la frecuencia de operación co debe man¬ 
tenerse por consiguiente alejada de las frecuencias y íl 2 . Los valores de Í2, y íl 2 se determinan 
igualando el denominador de la ecuación (8.134) a cero. Observando que 


k 2 _ k 2 m 2 m x _ m 2 í co 2 
k\ m 2 m\ k\ m\ V w i 


(8.144) 


e igualando el denominador de la ecuación (8.140) a cero se llega a 



(8.145) 


(8.146) 


las cuales se ve que son funciones de ( m 2 /m ¡) y {cot/co^). 


Notas 

1. Por la ecuación (8.146) se ve que ífl es menor que, y que Í22 es mayor que, la velocidad de 
operación (la cual es igual a la frecuencia natural, vi) de la máquina. Por lo tanto, la máquina 
debe pasar por Í21 durante el arranque y detención. Esto produce grandes amplitudes. 

2. Como el absorbedor dinámico se sintoniza a una frecuencia de excitación {co), la amplitud de 
estado estable de la máquina es cero sólo a dicha frecuencia. Si la máquina opera a otras fre¬ 
cuencias o si la fuerza que actúa en la máquina tiene varias frecuencias, entonces la amplitud de 
vibración de la máquina puede llegar a ser grande. 

3. Las variaciones de Í1 \¡co 2 y íl 2 /(o 2 como funciones de la relación de masa m 2 /m l se muestran 
en la figura 8.35 para tres valores diferentes de la relación de frecuencia co 2 /co { . Se ve que la 
diferencia entre O 2 y Í2 2 se incrementa con valores crecientes de m 2 /m l . 
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Ejemplo 8.15 



«¡i 


Figura 8.35 Variaciones de fij y íl 2 
dadas por la ecuación (8.146). 


Absorbedor de vibración para un motor diesel 

Un motor diesel, que pesa 3000 N, está soportado por un pedestal. Se ha observado que el motor induce vibración 
en el área circundante a través de su pedestal a una velocidad de operación de 6000 rpm. Determine los pará¬ 
metros del absorbedor de vibración que reducirán la vibración cuando se monte el pedestal. La magnitud de la 
fuerza de excitación es de 250 N, y la amplitud de movimiento de la masa auxiliar se tiene que limitar a 2 mm. 

Solución: La frecuencia de vibración de la máquina es 

6000 

f = -= 100 Hz o ío = 628.32 rad/s 

60 

Como el movimiento del pedestal se tiene que reducir a cero, la amplitud de movimiento de la masa auxiliar 
debe ser igual y opuesta a la de la fuerza de excitación. Por lo tanto, por la ecuación (8.143), obtenemos 

\F 0 \ = m 2 co 2 X 2 (E.l) 

La sustitución de los datos dados resulta 

250 = m 2 (628.32) 2 (0.002) 

Por consiguiente, m 2 = 0.31665. La rigidez del resorte k 2 se determina por la ecuación (8.138): 

2 ^2 
ü) = - 

m 2 


Por consiguiente, k 2 = (628.32) 2 (0.31665) = 125009 N/m. 
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Ejemplo 8.16 


Absorbedor para un conjunto de motor-generador 


El conjunto de motor-generador que se muestra en la figura 8.36 está diseñado para que opere en el rango 
de velocidad de 2000 a 4000 rpm. Sin embargo, se ve que el conjunto vibra violentamente a una velocidad de 
3 000 rpm debido a un leve desbalance en el rotor. Se propone utilizar un sistema absorbedor de masa concen¬ 
trada montado en voladizo para eliminar el problema. Cuando se fija un voladizo que lleva una masa de prueba 
de 2 kg sintonizado a 3 000 rpm en el conjunto, las frecuencias naturales resultantes del sistema son 2 500 rpm 
y 3 500 rpm. Diseñe el absorbedor (especificando su masa y rigidez) de modo que las frecuencias naturales 
queden fuera del rango de velocidad de operación del conjunto de motor-generador. 


Solución: Las frecuencias naturales co l del conjunto motor-generador y ío 2 del absorbedor son 


"l = 




(E.l) 


La ecuación (8.146) proporciona las frecuencias resonantes 0¡ y 0 2 del sistema combinado. Como el absorbe¬ 
dor (m = 2 kg) está sintonizado, (o l = co-, = 314.16 rad/s (correspondiente a 3000 rpm). Utilizando la notación 


M = 


m 2 

nt\ 


n 


n¡ 

co 2 ’ 


y 



La ecuación (8.146) se escribe como 


2 2 

ri,r 2 



(E.2) 


Como se sabe que Í2¡ y 0 2 son 261.80 rad/s (o 2500 rpm) y 366.52 rad/s (o 3500 rpm), respectivamente, 
encontramos que 


Por consiguiente 


o 


O, _ 261.80 
co 2 ~ 314.16 


0.8333 


02 _ 366.52 
co 2 ~ 314.16 


1.1667 



(E.3) 



f 


> 

i-- 


Motor 



1 




Generador 


Absorbedor de vibración 


motor-generador. 
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Dado que r x = 0.8333, la ecuación (E.3) entrega ¡x = m 2 /m l = 0.1345 y m l = m 2 /0.1345 = 14.8699 kg. El 
límite inferior especificado de es 2000 rpm o 209.44 rad/s, y así 


_ 209.44 
co 2 ~ 314.16 


0.6667 


Con este valor de r¡, la ecuación (E.3) entrega ¡x = m 2 /m¡ = 0.6942 y m 2 = m¡(0.6942) = 10.3227 kg. Con 
estos valores, la segunda frecuencia resonante se puede hallar a partir de 


r\ = 





- 1 = 2.2497 


la cual arroja íl 2 — 4499.4 rpm, mayor que el límite superior especificado de 4000 rpm. La rigidez de resorte 
del absorbedor está dada por 

k 2 = (t) 2 m 2 = (314.16) 2 (10.3227) = 1.0188 X 10 6 N/m 


Absorbedor 
de vibración 
dinámico 
amortiguado 


El absorbedor de vibración dinámico descrito en la sección anterior elimina el pico de resonancia 
original en la curva de respuesta de la máquina pero introduce dos nuevos picos. De este modo, la 
máquina experimenta grandes amplitudes cuando pasa a través del primer pico durante el arranque y 
detención. La amplitud de la máquina se puede reducir agregando un absorbedor de vibración amorti¬ 
guado, como se muestra en la figura 8.37. Las ecuaciones de movimiento de las dos masas son 

m{xi + k\x i + k 2 (x\ — x 2 ) + c 2 (xi — x 2 ) = Fq sen a>t (8.147) 

m 2 x 2 + k 2 (x 2 - xi) + c 2 (x 2 - xi) = 0 (8.148) 


Suponiendo que la solución es 


xj(t) = Xje ib>t , j = 1,2 


(8.149) 


F 0 sen <i>t 



Absorbedor de vibración dinámico 


Figura 8.37 Absorbedor de vibración 
dinámico amortiguado. 
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se obtiene la solución de estado estable de las ecuaciones (8.147) y (8.148): 


F 0 (k 2 ~ m 2 ur + ic 2 w) 

[(&i — ni\ur){k 2 — m 2 cü 2 ) — m 2 k 2 ur] + icúc 2 (k¡ — m\ar — m 2 co 2 ) 
X\(k 2 + icoc 2 ) 

(k 2 — m 2 co 2 + ícúc 2 ) 


(8.150) 

(8.151) 


Definiendo 

¡i = m 2 /m l = Relación de masa = Masa del absorbedor/masa principal 

5 est = F 0 /k l = Deflexión estática del sistema 

2 

ÜJ a = k 2 /nh = Cuadrado de la frecuencia natural del absorbedor 

2 

ío n = k t /m A = Cuadrado de la frecuencia natural de la masa principal 
f = u> a /u> n = Relación de frecuencias naturales 
g = u>/(o n = Relación de frecuencia forzada 
c c = 2m~,oj ll = Constante de amortiguamiento crítica 
£ = c 1 /c c = Relación de amortiguamiento 
las magnitudes, X { y X 2 , se expresan como 


*1 

f X‘st 


■ 2\2 


(2£g) 2 + (g 2 - f 2 ) 


m g ) 2 (g 2 - 1 + ng 2 ) 2 + WV - (r - i)(g ¿ - f)} 


1/2 


(8.152) 


^2 = 
S es t 


(2 £g) 2 + f 


L(2 Cg) 2 {g 2 - 1 + Mg 2 ) 2 + w 2 g 2 - (g 2 - 1 )(g 2 - f 2 )} 2 J 


2„2 


1/2 


(8.153) 


La ecuación (8.152) muestra que la amplitud de vibración de la masa principal es una función de 
¡±, f, g y C- La gráfica de 

A 

S es t 


contra la relación de frecuencia forzada g = u>/a> n , se muestra en la figura 8.38 para/ = 1 y m = 1/20 
para algunos valores diferentes de /. 

Si el amortiguamiento es cero (c 2 = £ = 0) entonces la resonancia ocurre a las dos frecuencias 
resonantes no amortiguadas del sistema, un resultado que ya se indicó en la figura 8.34. Cuando 
el amortiguamiento se hace infinito (£ = oo), las dos masas m ] y m 2 virtualmente se unen entre 
sí, y el sistema se comporta en esencia como un sistema de un solo grado de libertad con masa de 
(m l + m 2 ) = (21 /20) m y rigidez de k { . En este caso, también la resonancia ocurre con oo en 

co 1 

g = — = , = 0.9759 

V1 + ¡JL 
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Figura 8.38 Efecto del absorbedor de 
vibración amortiguado en la respuesta de 
la máquina. 


Por lo tanto, el pico X l es infinito para c 2 = 0 y también con c 9 = oo. En alguna parte entre estos 
límites, el pico de X i será mínimo. 


Absorbedor de vibración óptimamente sintonizado. En la figura 8.38 se ve que todas las curvas 
se cortan en los puntos Ay B independientemente del valor de amortiguamiento. Estos puntos se 
pueden localizar sustituyendo los casos extremos de £ = 0 y £ = oo en la ecuación (8.152) e igua¬ 
lando los dos. Esto produce 


(8.154) 


Las dos raíces de la ecuación (8.154) indican los valores de la relación de frecuencia g A = a> A /a> 
y g B = correspondientes a los puntos Ay B. Las ordenadas de A y B se determinan susti¬ 

tuyendo los valores de g A y g B , respectivamente, en la ecuación (8.146). Se ha observado que el 
absorbedor de vibración más eficiente es uno para el cual las ordenadas de los puntos Ay B son 
iguales. Esta condición requiere que [8.35] 


/ 


1 

1 + ¡JL 


(8.155) 


Xl 

Ast 



01 


g <ü n 


0.8 0.9 


Figura 8.39 Absorbedor de 
vibración sintonizado. 
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Un absorbedor que satisface la ecuación (8.155) puede ser llamado correctamente absorbedor de 
vibración sintonizado. Aunque la ecuación (8.155) indica cómo sintonizar un absorbedor, no indica 
el valor óptimo de la relación de amortiguamiento £ y el valor correspondiente de X l /S esl . El valor 
óptimo de C se determina haciendo la curva de respuesta Xi/S est lo más plana posible en los picos 
Ay B. Esto se logra haciendo la curva horizontal ya sea en A o en B, como se muestra en la figura 
8.39. Para esto, primero se sustituye la ecuación (8.155) en la ecuación (8.152) para que la ecuación 
resultante sea aplicable al caso de sintonización óptima. Entonces la ecuación modificada (8.152) 
se diferencia con respecto a g para encontrar la pendiente de la curva de X x /5 est . Al igualar a cero 
en los puntos Ay B, obtenemos 


y 


£ 2 



8(1 + /r) 3 


para el punto A 


(8.156) 


<r 2 = 


{ 3 + \/^} 

8(1 + M ) 3 


para el punto B 


(8.157) 


Un valor promedio conveniente de £ 2 dado por las ecuaciones (8.156) y (8.157) se utiliza en el 
diseño de modo que 


óptima 


3/r 

8(1 + /r) 3 


El valor óptimo correspondiente de 



se escribe como 



óptima 



(8.158) 


(8.159) 


Notas: 

1. Por la ecuación (8.153) se ve que la amplitud de la masa del absorbedor (X,) siempre es mucho 
mayor que la de la masa principal (X t ). Por lo tanto, el diseño debe ser capaz de aceptar grandes 
amplitudes de la masa del absorbedor. 

2. Como se espera que las amplitudes de m 2 sean grandes, el resorte del absorbedor (k 2 ) se tiene 
que diseñar desde un punto de vista de fatiga. 

3. La mayoría de los absorbedores de vibración utilizados en aplicaciones prácticas son no amor¬ 
tiguados. Si se agrega amortiguamiento, se frustra el propósito del absorbedor de vibración, 
el cual es eliminar la vibración indeseable. En un absorbedor de vibración amortiguado, la 
amplitud de vibración de la masa principal será no cero. Se tiene que agregar amortiguamiento 
sólo en situaciones en las que la banda de frecuencia en la cual el absorbedor sea efectivo es 
demasiado angosta para que opere. 

4. En las referencias [8.36-8.39] se encuentran obras adicionales sobre el diseño óptimo de absor¬ 
bedores de vibración. 
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8.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 8.17 Trazo de la transmísíbilidad 


Utilizando MATLAB, trace la variación de transmisibilidad de un sistema de un solo grado de libertad con la 
relación de frecuencia, dada por la ecuación (8.94), correspondiente a £ =0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 y 0.5. 

Solución: El siguiente programa MATLAB traza la variación de transmisibilidad como una función de la 
relación de frecuencia con la ecuación (8.94): 

%Exam 9-17 
para j = 1 : 5 

kesi = j * 0.1; 
for i = 1 : 1001 

w_wn(i) = 3 * (i - 1)/1000; 

T(i) = sqrt((l + (2 * kesi * w_wn (i) ) A 2) / ( (1 - w_wn (i) 2) 

* 2 + i/ 

2 * kesi * w_wn(i) ^2)); 
end; 

plot(w_wn, T); 
hold on; 

y; 


xlabel (’w/wn 1 ); 
ylabel(■Tr•); 
gtext('zeta = 0.1'); 
gtext('zeta = 0.2'); 
gtext('zeta = 0.3'); 
gtext('zeta = 0.4'); 
gtext('zeta = 0.5'); 
title('Ex9.2'); 
grid on; 
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Ejemplo 8.18 


Amplitudes de vibración de las masas de un absorbedor de vibración 


Utilizando MATLAB, trace las variaciones de las amplitudes de vibración de las masas principales y auxiliar 
de un absorbedor de vibración, ecuaciones (8.140) y (8.141), como una función de la relación de frecuencia. 

Solución: Las ecuaciones (8.140) y (8.141) se trazan para los siguientes datos:/= cú a /oj n = 1, f = 0.1 y 0.5, 
fx = m 2 /m x = 0.05 y 0.1. 

f = i: 

%- zeta = 0.1, mu=0.05 - / 


zeta = 0.1; 
mu = 0.05; 

g = 0.6 : 0.001 : 1.3; 

tzg2 = (2.*zeta.*g). a 2 ;%- tzg2 = (2*zeta*g) A 2 

g2_f22 = (g. A 2-f. A 2). A 2 ;% g2_f2_2 = (g A 2-f A 2) A 2 

g2_lmug2_2 = (g. x 2—1+mu.*g. A 2). A 2; 

muf2g2 = mu.*f. A 2*g. A 2 ; 

g2_l = g."2-1 ; 

g2_f2 = g."2-f."2 ; 

xlr =sqrt((tzg2+g2_f22)./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2). A 2)); 

x2r =sqrt((tzg2+f. A 4)./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2). A 2)); 

plot(g,xlr) 

hold on 

plot(g,x2r); 

hold on 

%- zeta = 0.1, mu=0.01 - / 


zeta = 0.1; 

mu = 0.1; 0.001:1.3; 

g = 0.6: 

tzg2 = (2.*zeta.*g). A 2 ;%- tzg2 = (2*zeta*g)^2 

g2_f22 = (g. A 2-f. A 2).^2 ;% g2_f2_2 = (g"2-f"2)"2 

g2_lmug2_2 = (g. x 2—1+mu.*g.^2).^2; 

muf2g2 = mu.*f.^2*g. A 2 ; 

g2_l = g. A 2—1 ; 

g2_f2 = g. A 2-f. a 2 ; 

xlr =sqrt((tzg2+g2_f2 2) ./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2) . A 2)) ; 
x2r =sqrt((tzg2+f. A 4)./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2). A 2)); 
plot(g,xlr, 1 -. 1 ); 
hold on 

plot(g,x2r, 1 - . 1 ) ; 
hold on 

%- zeta = 0.5, mu=0.05 - / 


zeta = 0.5; 
mu = 0.05; 

g = 0.6 : 0.001 : 1.3; 

tzg2 = (2.*zeta.*g). x 2 ;%- tzg2 = (2*zeta*g)^2 

g2_f22 = (g. A 2-f.^2). A 2) ;% g2_f2_2 = (g A 2-f A 2)*2 

g2_lmug2_2 = (g. A 2—1+mu.*g. A 2). A 2; 

muf2g2 = mu.*f. A 2*g. x 2; 

g2_l = g."2-1 ; 

g2_f2 = g. A 2-f. A 2; 

xlr =sqrt((tzg2+g2_f22)./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2). A 2)); 
x2r =sqrt((tzg2+f. A 4)./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2). A 2)); 
plot(g,xlr,'—'); 
hold on 

plot(g,x2r,'—'); 
hold on 

%- zeta = 0.5, mu=0.1 - / 


zeta = 0.5; 
mu = 0.1; 

g = 0.6 : 0.001 : 1.3; 
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Ejemplo 8.19 


tzg2 = (2.*zeta.*g)."2 ;%- tzg2 = (2*zeta*g)"2 

g2_f22 = (g."2-f."2)."2 ;% g2_f2_2 = (g"2-f"2)"2 

g2_lmug2_2 = (g. A 2=l+mu. *g. A 2) . "2 ; 

muf2g2 = mu.*f."2*g."2 ; 

g2_l = g."2-1 ; 

g2_f2 = g."2 -f."2 ; 

xlr =sqrt((tzg2+g2_f22)./(tzg2.*g2_lmug2_2+(muf2g2-g2_l.*g2_f2)."2)); 
x2r =sqrt((tzg2+f."4)./(tzg2.*g2 lmug2 2+(muf2g2-g2 1.*g2 f2)."2)); 
plot(g,xlr, 1 :'); 
hold on 

plot(g,x2r, 1 :'); 
xlabel( 1 g 1 ) 
ylabel('Xlr and X2r') 
axis ( [0.6 1.3 0 16]) 



Frecuencias resonantes de un absorbedor de vibración 


Utilizando MATLAB, trace las variaciones de las relaciones de frecuencia resonante proporcionadas por la 
ecuación (8.146) con la relación de masa, m 2 /w l . 

Solución: Las relaciones íl l /co 2 y Q, 1 /a> 2 , resultado de la ecuación (8.146), se trazan para ioJcj j = 0.5, 1.0 y 
2.0 en el rango de m 2 /m í = 0 a 1. 

%-omega2/omegal = 0.5 - / 

omega21=0.5 

m21 = 0:0.001:1.0 

Xll = sqrt(((l + (l+m21)*omega21."2) +((1+(l+m21).*omega21."2)."2 -í/ 

4.*omega21."2)."0.5)... 

/(2.*omega21."2)) 
plot(m21,Xll, ' :') 
axis([0 1.0 0.0 2.6] ) 
hold on 
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X12 = sqrt(((1+(l+m21)*omega21. A 2) - ((1 + (l+m21) .*omega21. A 2) . A 2- / 
4.*omega21. A 2). A 0.5)... 

/(2.*omega21 .* 2 )) 
pío t(m21,X12, ' : ') 
hold on 


%- omega2/omegal=l.0 




omega21=1.0 

m21 = 0:0.001:1.0 

X21 = sqrt(((1+(l+m21)*omega21. A 2) +((1+(l+m21).*omega21. A 2). A 2 -/ 
4.*omega21 .* 2 ) . A 0.5)... 

/(2.*omega21 .* 2 ) ) 
píot(m21,X21,'-' ) 
axis([0 1.0 0.0 2 . 6 ] ) 
hold on 

X22 = sqrt ( ( (1+(l+m21)*omega21. A 2) -((1+(l+m21) .*omega21. A 2) . A 2 -/ 
4.*omega21 .* 2 ) . A 0.5)... 

/(2.*omega21 .* 2 )) 
píot(m21,X22 , '- ' ) 
hold on 


%- omega2/omegal=2.0 


i/ 


omega21=2.0 

m21 = 0 : 0.001 : 1.0 

X31 = sqrt(((1+(l+m21)*omega21. A 2) +((1+(l+m21).*omega21. A 2). A 2 )./ 
A 2-4 .*omega21. A 2). A 0.5)... 

/ (2.*omega21. A 2)) 
píot(m21,X31, ) 

axis([0 1.0 0.0 2.6] ) 
hold on 

X32 = sqrt ( ( (1+(l+m21)*omega21. A 2) -((1+(l+m21) .*omega21. x 2) . A 2-4. / 
*omega21. A 2) . A 0.5)... 

/(2.*omega21. A 2)) 
píot(m21,X32 # ) 

hold on 
xlabel ('mr 1 ) 
ylabel ('0M1 and OM2 1 ) 



mr 


1 
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Ejemplo 8.20 


Balanceo en dos planos 

Desarrolle un programa MATLAB general llamado Programl3 . m para el balanceo en dos planos de máqui¬ 
nas rotatorias. Uselo para resolver el ejemplo 8 . 2 . 

Solución: El programa Programl3 .m se desarrolla para que acepte los vectores V 4 , V B , V 4 , V¿, V¿¿, V B , W L , 
y Wr como datos de entrada en la forma de matrices bidimensionales VA, VB, VAP, VBP, VAPP, VBPP, WL, 
WR, BL y BR, respectivamente. El programa proporciona los vectores B L y B R como resultados de salida en la 
forma de matrices bidimensionales BL y BR que indican la magnitud y posición de los pesos de balanceo en los 
planos izquierdo y derecho, respectivamente. A continuación se presenta el listado y resultados del programa. 



% Programl3.m 
% Balanceo en dos planos 

% 


% Ejecuta "Programl3" en la ventana de comandos de MATLAB, 
vsub.m, 

% vdiv.m y vmult.m deben estar en la misma carpeta, y establezca la 
ruta MATLAB 
% a esta carpeta. 

% los 8 renglones siguientes contienen los datos dependientes del problema 

va=[8.5 60]; 

vap=[6 125]; 

wl= [10 270]; 

vb= [6.5 205] ; 

vbp= [4.5 230] ; 

vapp= [6 35]; 

vbpp= [10.5 160]; 

wr= [12 180]; 

% final de los datos dependientes del problema 
[bl,br]=balan(va,vb,vap,vbp,vapp,vbpp,wl,wr); 

fprintf( 1 Resultados del balanceo en dos planos \n\n‘); 

fprintf('Peso de balanceo en el plano izquierdo Peso de balanceo en el plano derecho') 
fprintf( 1 \n\n 1 ); 

fprintf( 1 Magnitud=%8.6f Magnitud=%8.6f \n\n*,bl(1),br(1)); 

fprintf( 1 Ángulo=%8.6f Ángulo=%8.6f \n\n*,bl(2),br(2)); 


%Function Balan.m 


function [bl,br]=balan(va,vb,vap,vbp,vapp,vbpp,wl,wr); 

pi=180/3.1415926; 

va(2)=va(2)/pi; 

p (1)=va(1); 

p(2)=va(2); 

va(1)=p(1)*cos(p(2)); 

va(2)=p(l)*sin(p(2)); 

vb(2)=vb(2)/pi; 

p(1)=vb(1) ; 

p(2)=vb(2) ; 

vb (1)=p(1)* eos (p (2)) ; 

vb(2)=p(1)*sin (p (2)) ; 

vap(2)=vap(2)/pi; 

p(1)=vap(1); 

p(2)=vap(2); 

vap(1)=p(1)* eos (p (2)) ; 

vap(2)=p(l)*sin(p(2)); 

vbp(2)=vbp(2)/pi; 

p(1)=vbp(1); 

p(2)=vbp(2); 

vbp (1) =p (1) * eos (p (2) ) ; 

vbp(2)=p(l)*sin(p(2)); 

vapp(2)=vapp(2)/pi; 

p(1)=vapp(1); 

p(2)=vapp(2); 
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vapp(1)=p(1)*cos(p (2)); 

vapp(2)=p(1)*sin(p(2)); 

vbpp(2)=vbpp(2)/pi; 

p(1)=vbpp(1); 

p(2)=vbpp (2) ; 

vbpp(1)=p(1)* eos (p (2)); 

vbpp(2)=p(1)*sin(p(2)); 

wl(2)=wl(2)/pi; 

p (1) =wl (1) ; 

p (2) =wl (2) ; 

wl(1)=p(1)* eos (p (2)) ; 

wl(2)=p(1)*sin(p (2)); 

wr(2)=wr(2)/pi; 

p (1) =wr (1) ; 

p (2) =wr (2) ; 

wr(1)=p(1)*cos(p (2)); 

wr(2)=p(1)*sin(p(2)); 

[r] =vsub(vap,va); 

[aal]=vdiv(r,wl); 

[s] =vsub(vbp,vb); 

[abl]=vdiv(s,wl); 

[p] =vsub(vapp,va); 

[aar]=vdiv(p,wr); 

[q] =vsub(vbpp,vb); 

[abr]=vdiv(q,wr); 

[arl]=sqrt(aar(1) A 2+aar(2) A 2); 
[ar2]=atan(aar(2)/aar(1))*pi; 
[all]=sqrt(aal(1) A 2 + aal (2) A 2); 
[al2]=atan(aal(2)/aal(1))*pi; 

[r] =vmult(abl,va); 

[s] =vmult(aal,vb); 

[vap]=vsub(r,s); 

[r] =vmult(aar,abl); 

[s] =vmult(aal,abr); 

[vbp]=vsub (r,s); 

[ur]=vdiv(vap,vbp); 

[r] =vmult(abr,va); 

[s] =vmult(aar,vb); 

[vap]=vsub(r,s); 

[r] =vmult(abr,aal); 

[s] =vmult(aar,abl); 

[vbp]=vsub(r,s); 

[ul]=vdiv(vap,vbp); 

bl(1)=sqrt(ul(1) A 2+ul(2) A 2); 

al=ul(2)/ul(1); 

bl(2)=atan(ul(2)/ul(1)); 

br(1)=sqrt(ur(1) A 2+ur(2) A 2); 

a2=ur(2)/ur(1); 

br(2)=atan(ur (2)/ur (1)); 

bl(2)=bl(2)*pi; 

br(2)=br(2)*pi; 

bl(2)=bl(2)+180; 

br(2)=br(2)+180; 


%================ 

% 

%Function vdiv.m 


function [c]=vdiv(a,b); 

c(l) = (a(l)*b(l)+a(2)*b(2) ) / (b(l) A 2+b(2) A 2) ; 
c(2) = (a(2)*b(l)-a(l)*b(2) ) / (b(l) A 2+b(2) A 2) ; 


%Function vmult.m 


function [c]=vmult(a,b); 
c (1) =a (1) *b (1) -a (2) *b (2) ; 
c(2)=a(2)*b(l)+a(l)*b(2) ; 

%======================== 

% 


%Function vsub.m 
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%====================== 

function [c]=vsub(a # b); 
c (1) =a(1)-b(1)? 
c(2)=a(2)-b (2); 


Resultados del balanceo en dos planos 

Peso de balanceo en el plano Peso de balanceo en el plano derecho 

izquierdo 

Magnitud = 10.056139 Magnitud = 5.877362 

Ángulo = 14.554799 Ángulo = 248.255931 


Resumen del capítulo 

Analizamos el uso de nomógrafos de vibración y los criterios de vibración para determinar los niveles acepta¬ 
bles de vibración. Presentamos varios métodos, como el de balanceo de máquinas rotatorias y reciprocantes, 
para eliminar o reducir la vibración en la fuente. Describimos métodos de cambiar la masa y/o rigidez, así 
como la energía que se disipa por medio de la adición de amortiguamiento. Estudiamos métodos de diseño de 
aisladores de vibración, absorbedores de vibración y sistemas de control de vibración activos. Presentamos la 
solución a problemas de control de vibración utilizando MATLAB. 

Ahora que ya terminó este capítulo, usted deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver los 
problemas que se proponen a continuación. 
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Preguntas de repaso 

8.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. Mencione algunas fuentes de vibración industrial. 

2. ¿Cuáles son los diversos métodos disponibles de control de vibración? 

3. ¿Qué es balanceo en un solo plano? 

4. Describa el procedimiento de balanceo en dos planos. 

5. ¿Qué es el remolineo? 

6 . ¿Cuál es la diferencia entre amortiguamiento estacionario y amortiguamiento rotatorio? 

7. ¿Cómo se determina la velocidad crítica de una flecha? 

8 . ¿Qué provoca la inestabilidad en un sistema de rotor? 

9. ¿Qué consideraciones se deben tomar en cuenta para el balanceo de un motor reciprocante? 

10. ¿Cuál es la función de un aislador de vibración? 

11. ¿Qué es un absorbedor de vibración? 

12. ¿Cuál es la diferencia entre un aislador de vibración y un absorbedor de vibración? 

13. ¿Un soporte de montaje de resorte reduce siempre la vibración del cimiento de una máquina? 

14. ¿Es mejor utilizar un resorte blando en soporte de montaje flexible de una máquina? ¿Por qué? 

15. ¿Es la fuerza de sacudimiento proporcional al cuadrado de la velocidad de una máquina? ¿Con la 
velocidad de la máquina se incrementa la fuerza vibratoria transmitida al cimiento? 

16. ¿Por qué el balanceo dinámico implica balanceo estático? 

17. Explique por qué nunca se puede lograr el balanceo dinámico con una sola prueba. 

18. ¿Por qué siempre vibra una flecha rotatoria? ¿Cuál es la fuente de la fuerza de sacudimiento? 

19. ¿Siempre es ventajoso incluir un amortiguador en el sistema secundario de un absorbedor de vibra¬ 
ción dinámico? 

20. ¿Qué es el aislamiento de vibración activo? 

21. Explique la diferencia entre aislamiento pasivo y activo. 

8.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso. 

1. La vibración puede provocar fallas estructurales y mecánicas. 

2. La respuesta de un sistema se puede reducir por el uso de aisladores y absorbedores. 

3. Control de vibración significa la eliminación o reducción de la vibración. 

4. La vibración provocada por un disco desbalanceado rotatorio se puede eliminar agregando una 
masa adecuada al disco. 

5. Cualquier masa desbalanceada puede ser reemplazada por dos masas desbalanceadas equivalentes 
en los planos extremos del rotor. 

6 . El latigueo de aceite en los rodamientos puede provocar inestabilidad en un sistema de rotor. 

7. La frecuencia natural de un sistema se puede cambiar variando su amortiguamiento. 

8 . La rigidez de una flecha rotatoria se puede modificar cambiando la ubicación de sus rodamientos. 

9. Todos los sistemas prácticos tienen amortiguamiento. 

10. Un alto factor de pérdida de un material implica menos amortiguamiento. 

11. Los sistemas de aislamiento pasivo requieren potencia externa para funcionar. 

12. La transmisibilidad también se llama relación de transmisión. 

13. La fuerza transmitida al cimiento rígido de un aislador nunca puede ser infinita. 

14. La fricción interna o externa puede provocar inestabilidad en una flecha rotatoria a velocidades por 
encima de la primera velocidad crítica. 

8.3 Llene cada uno de los siguientes espacios en blanco con la palabra apropiada: 

1. Incluso una pequeña fuerza de excitación puede provocar una respuesta indeseablemente grande 

cerca de_. 

2. El uso de tolerancias estrechas y un mejor acabado superficial de las piezas de una máquina tiende 

a hacer a la máquina_susceptible a vibración. 

3. La presencia de una masa desbalanceada en un disco rotatorio provoca_. 

4. Cuando la velocidad de rotación de una flecha es igual a una de las frecuencias naturales de la 

flecha se llama velocidad_. 
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5. Los elementos móviles de un motor reciprocante son el cigüeñal, la biela y el_. 

6. El componente vertical de la fuerza de inercia de un motor reciprocante tienes partes primarias y 


7. Las estructuras laminadas tienen amortiguamiento_. 

8 . Los materiales con valor grande de factor de pérdida están sujetos a un esfuerzo_. 

9. El aislamiento de vibración implica la inserción de un miembro elástico entre la masa vibratoria y 

la_de vibración. 

10. El corcho es un aislador_. 

11. Un aislador activo se compone de un sensor, un procesador de señales y un_. 

12. El neutralizador de vibración también se conoce como_de vibración dinámico. 

13. Aunque un absorbedor de vibración no amortiguado elimina el pico de resonancia original de la 

respuesta, introduce_nuevos picos. 

14. El balanceo en un solo plano también se conoce como balanceo_. 

15. Las marcas de fase se utilizan en el balanceo en_planos por medio de un analizador de 

vibración. 

16. Los errores de maquinado pueden provocar_en máquinas rotatorias. 

17. Las inestabilidades de combustión son la fuente de_en motores. 

18. La deflexión de una flecha rotatoria llega a ser muy grande a la velocidad_. 

19. El latigueo de aceite en rodamientos puede provocar_en un sistema de rotor flexible. 

Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones múltiples que se presentan. 

1. Un ejemplo de una fuente de vibración que no se puede modificar es: 

a. turbulencia atmosférica 

b. un golpe de martillo 

c. la rigidez de la llanta de un automóvil 

2. El balanceo en dos planos también se conoce como: 

a. balanceo estático 

b. balanceo dinámico 

c. balanceo apropiado 

3. La fuerza desbalanceada ocasionada por una masa excéntrica m que gira a una velocidad angular 
íi> localizada a una distancia r del eje de rotación es 

a. mr 2 oj 2 b. mgto 2 c. mrto 2 

4. El siguiente material tiene un alto amortiguamiento interno: 

a. hierro colado b. cobre c. latón 

5. La transmisibilidad es la relación de 

a. fuerza transmitida y fuerza de excitación 

b. fuerza aplicada y el desplazamiento resultante 

c. desplazamiento de entrada y desplazamiento de salida 

6 . La impedancia mecánica es la relación de 

a. fuerza transmitida y fuerza de excitación 

b. fuerza aplicada y fuerza transmitida 

c. fuerza aplicada y desplazamiento 

7. La vibración se puede eliminar con base en un análisis teórico 

a. en ocasiones b. siempre c. nunca 

8 . Un rotor largo se puede balancear agregando pesos en 

a. un solo plano 

b. dos planos cualesquiera 

c. dos planos específicos 
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9. El amortiguamiento provocado por las fuerzas internas del material de una flecha se llama 

a. amortiguamiento estacionario 

b. amortiguamiento externo 

c. amortiguamiento rotatorio 

10. El amortiguamiento provocado por la estructura de apoyo de rodamiento de una flecha rotatoria se 
llama 

a. amortiguamiento estacionario 

b. amortiguamiento externo 

c. amortiguamiento rotatorio 

11. Un absorbedor de vibración no amortiguado elimina el pico de resonancia original pero introduce 

a. un nuevo pico b. dos nuevos picos c. varios picos nuevos 


8.5 Correlacione los elementos en las 

1. Frecuencia natural de 
control 

2. Evitar la respuesta excesiva 
en resonancia 

3. Reducir la transmisión de 
una fuerza de excitación de 
una parte a otra 

4. Reducir la respuesta del 
sistema 


dos columnas siguientes. 

a. Introducir amortiguamiento 

b. Utilizar un aislador de vibración 

c. Agregar un absorbedor de vibración 

d. Evitar la resonancia 


Problemas 


Sección 8.2 Criterios de vibración 

8.1 Un automóvil que transita por una carretera escabrosa, cuya superficie es senoidal, se modela como un 
sistema de resorte-masa, como se muestra en la figura 8.40. La superficie senoidal tiene una longitud de 
onda de 5 m y una amplitud de Y = 1 mm. Si la masa del automóvil, incluidos los pasajeros, es de 1500 
kg y la rigidez del sistema de suspensión (k) es de 400 kN/m, determine el rango de velocidad (v) del 
automóvil en el cual los pasajeros perciben la vibración. Sugiera posibles métodos de mejorar el diseño 
para un viaje más confortable de los pasajeros. 


x(t) 



Figura 8.40 
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8.2 El valor de la raíz cuadrada de la media de los cuadrados de una señal x(t), x tcm , se define como 


-Lcrn 


flím 

1 f T 2/ x 1 

{ 

— / x 2 (t) dt / 

Ir-» OO 

TJ o W i 


1/2 


Utilizando esta definición, encuentre los valores de la raíz cuadrada de la media de los cuadrados del 
desplazamiento (r rcm ), velocidad (f„) y la aceleración (* r cm) correspondientes a x(t) = X eos wt. 

Sección 8.4 Balanceo de máquinas rotatorias 

8.3 Dos discos idénticos se conectan por medio de cuatro birlos de diferentes tamaños y se montan en una 
flecha, como se muestra en la figura 8.41. Las masas y ubicación de los tres birlos son como sigue: m l = 
35 gramos, q = 110 mm y 9 l = 40°; m 2 = 15 gramos, r 2 = 90 mm y d 2 — 220°; y f ? 3 = 25 gramos, r 3 
= 130 mm, 0 3 = 280°. Encuentre la masa y ubicación del cuarto birlo (m c , r c y 6 C ), el cual produce el 
balanceo estático de los discos. 



8.4 Se perforan cuatro agujeros en un disco uniforme en un radio de 4 pulg y ángulos de 0°, 60°, 120° y 180°. 
El peso removido en los agujeros 1 y 2 es de 4 oz cada uno y el peso eliminado de los agujeros 3 y 4 es 
de 5 oz cada uno. Si el disco se tiene que balancear estáticamente perforando un quinto agujero en un 
radio de 5 pulg, determine el peso que se tiene que eliminar y la localización angular del quinto agujero. 

8.5 Se colocan tres masas, que pesan 0.5 Ib, 0.7 Ib y 1.2 Ib alrededor de un volante de 30 pulg de diámetro 
en las ubicaciones angulares 0 = 10°, 100° y 190°, respectivamente. Encuentre el peso y la ubicación 
angular de la cuarta masa que se colocará en el borde que conduce al balanceo dinámico del volante. 

8.6 La amplitud y ángulo de fase debido al desbalance original en una rueda de amolar que opera a 1200 rpm 
es de 10 mils y 40° en sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir de la marca de fase. Cuando 
se agrega un peso de prueba W = 6 oz a 65° en el sentido de las manecillas del reloj a partir de la masa 
de fase y a una distancia radial de 2.5 pulg del centro de rotación, se observa que la amplitud y ángulo de 
fase son de 19 mils y 150° en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Encuentre la magnitud y la 
posición angular del peso de balanceo si se tiene que colocar a 2.5 pulg radialmente del centro de rotación. 

8.7 Un volante desbalanceado muestra una amplitud de 6.5 mils y un ángulo de fase de 15° en el sentido de 
las manecillas del reloj a partir de la marca de fase. Cuando se agrega un peso de prueba de 2 oz a 45° 
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en sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir de la marca de fase, la amplitud y el ángulo de 
fase son de 8.8 mils y 35° en sentido contrario al de las manecillas del reloj, respectivamente. Encuentre 
la magnitud y posición angular del peso de balanceo requerido. Suponga que los pesos se agregan en el 
mismo radio. 

8.8 Para determinar el desbalance en una rueda de amolar, que gira en el sentido de las manecillas del reloj 
a 2400 rpm, se utiliza un analizador de vibración y se observa una amplitud de 4 mils y un ángulo de 
fase de 45° con el desbalance original. Cuando se agrega un peso de prueba W = 4 oz a 20° en el sentido 
de las manecillas del reloj a partir de la marca de fase, la amplitud se vuelve 8 mils y el ángulo de fase 
145°. Si los ángulos de fase se miden en sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir de la 
horizontal del lado derecho, calcule la magnitud y ubicación del peso de balanceo necesario. 

8.9 Un rotor de turbina funciona a la frecuencia natural del sistema. Un estroboscopio indica que el despla¬ 
zamiento máximo del rotor ocurre a un ángulo de 229° en la dirección de rotación. ¿En qué posición 
angular se debe quitar la masa del rotor para mejorar su balanceo? 

8.10 En la figura 8.42 se muestra un rotor que tiene tres masas excéntricas en planos diferentes. Las ubica¬ 
ciones axial, radial y angular de la masa m 1 son l¡, r¡ y 0 ; , respectivamente, para i = 1, 2, 3. Si el rotor 
tiene que ser balanceado dinámicamente colocando dos masas m bl y m b ~, en los radios r bl y r b2 , en las 
ubicaciones angulares 9 bl y d bl , como se muestra en la figura 8.42, derive expresiones para m bl r bl , 

m bl r bl . e bi y 0¿2- 


x 


Figura 8.42 

8.11 El rotor que se muestra en la figura 8.43(a) se balancea temporalmente en una máquina de balanceo con 
la adición de los pesos W¡ = W 2 — 0.2 Ib en el plano A y W 3 = W 4 — 0.2 Ib en el plano D en un radio de 
3 pulg, como se muestra en la figura 8.43(b). Si el rotor queda permanentemente balanceado perforando 
agujeros en un radio de 4 pulg en los planos B y C, determine la posición y cantidad de material que se 
tiene que eliminar del rotor. Suponga que los pesos ajustables W¡ a W 4 se quitarán de los planos Ay D. 
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8.12 Los pesos de 2 Ib, 4 Ib y 3 Ib se ubican en radios de 2 pulg, 3 pulg y 1 pulg en los planos C, D y E, 
respectivamente, en una flecha soportada por los rodamientos B y F, como se muestra en la figura 8.44. 
Encuentre los pesos y ubicaciones angulares de los dos pesos de balanceo que se tienen que colocar en 
los planos extremos A y G de modo que la carga dinámica en los rodamientos sea cero. 



Figura 8.44 


8.13 Los datos obtenidos en un procedimiento de balanceo en dos planos se proporcionan en la tabla siguiente. 
Determine la magnitud y posición angular de los pesos de balanceo, suponiendo que todos los ángulos se 
miden con respecto a una marca de fase arbitraria y que todos los pesos se agregan en el mismo radio. 



Amplitud (mils) 

Ángulo de fase 

Condición 

Rodamiento A 

Rodamiento B 

Rodamiento A 

Rodamiento B 

Desbalance original 

5 

4 

100 ° 

180° 

W L = 2 oz agregado a 30° en el 
plano izquierdo 

6.5 

4.5 

120 ° 

140° 

W R — 2 oz agregado a 0° en el 
plano derecho 

6 

7 

90° 

60° 


8.14 La figura 8.45 muestra un sistema rotatorio en el cual la flecha está soportada por los rodamientos A y 
B. Las tres masas m¡, m 2 y m 3 están conectadas a la flecha como se indica en la figura, (a) Encuentre 
las reacciones de rodamiento en A y B si la velocidad de la flecha es de 1000 rpm. (b) Determine las 
ubicaciones y magnitudes de las masas de balanceo que deben colocarse en un radio de 0.25 m en los 
planos L y R, los cuales se supone que pasan por los rodamientos Ay B. 



x 


30 

cm 


Figura 8.45 
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Sección 8.5 Remolineo de flechas rotatorias 

8.15 Un volante, de 100 Ib de peso y excentricidad 0.5 pulg, está montado en el centro de una flecha de acero 
de 1 pulg de diámetro. Si la longitud de la flecha entre los rodamientos es de 30 pulg y la velocidad de 
rotación del volante es de 1200 rpm, encuentre (a) la velocidad crítica, (b) la amplitud de vibración del 
rotor, y (c) la fuerza transmitida a los soportes de rodamiento. 

8.16 Derive la expresión para el esfuerzo inducido en una flecha con una masa concentrada desbalanceada 
que está a la mitad entre los dos rodamientos. 

8.17 Una flecha de acero de 2.5 cm de diámetro y 1 m de longitud está soportada por sus dos extremos en 
rodamientos. Lleva un disco de turbina, de 20 kg de masa y 0.005 m de excentricidad, a la mitad y fun¬ 
ciona a 6000 rpm. El amortiguamiento en el sistema equivale a amortiguamiento viscoso con £ = 0.01. 
Determine la amplitud de remolineo del disco a (a) la velocidad de operación, (b) la velocidad crítica y 
(c) 1.5 veces la velocidad crítica. 

8.18 Encuentre las reacciones en los rodamientos y el esfuerzo de flexión máximo inducido en la flecha (a) 
a la velocidad de operación, (b) a la velocidad crítica, y (c) a 1.5 veces la velocidad crítica del sistema 
flecha-rotor descrito en el problema 8.17. 

8.19 Resuelva el problema 8.17 suponiendo que el material de la flecha es aluminio en lugar de acero. 

8.20 Resuelva el problema 8.18 suponiendo que el material de la flecha es aluminio en lugar de acero. 

8.21 Una flecha, con rigidez de 3.75 MN/rn, gira a 3600 rpm. Un rotor, de 60 kg de masa y excentricidad de 
2000 micrones, está montado en la flecha. Determine (a) la amplitud de remolineo de estado estable del 
rotor y (b) la amplitud de remolineo máxima del rotor durante el arranque y detención. Suponga que la 
relación de amortiguamiento del sistema es de 0.05. 


Sección 8.6 Balanceo de motores reciprocantes 

8.22 Los cilindros de un motor en línea de cuatro cilindros están colocados a intervalos de 12 pulg en la di¬ 
rección axial. Los cigüeñales tienen la misma longitud de 4 pulg, y sus posiciones angulares son 0°, 180° 
y 0°. Si la longitud de la biela es de 10 pulg y el contrapeso reciprocante es de 2 Ib para cada cilindro, 
encuentre las fuerzas desbalanceadas y momentos a una velocidad de 3000 rpm. utilizando la línea de 
centros a través del cilindro 1 como plano de referencia. 

8.23 La masa reciprocante, el radio del cigüeñal y la longitud de cada uno de los cilindros en un motor en 
línea de dos cilindros son m, r y /, respectivamente. Los ángulos de los cigüeñales de los dos cilindros 
están separados por 180°. Determine las fuerzas desbalanceadas y momentos en el motor. 

8.24 Un motor en línea de cuatro cilindros tiene un peso reciprocante de 3 Ib, una carrera de 6 pulg y una 
longitud de biela de 10 pulg en cada cilindro. Los cigüeñales están separados por 4 pulg axialmente 
y 90° radialmente, como se muestra en la figura 8.46. Encuentre las fuerzas primaria y secundaria 
desbalanceadas y momentos con respecto al plano de referencia que se muestra en la figura 8.46 a una 
velocidad del motor de 1500 rpm. 

8.25 En la figura 8.47 se muestra la disposición de los cigüeñales en un motor de seis cilindros en línea. Los ci¬ 
lindros están separados por una distancia a en la dirección axial, y las posiciones angulares de los cigüeñales 
son a¡ = a 6 = 0°, ct 2 — £*5 = 120° y a 3 = a 4 = 240°. Si la longitud del cigüeñal, la longitud de las bielas 
y la masa reciprocante de cada cilindro son r, / y m, respectivamente, encuentre las fuerzas desbalanceadas 
primaria y secundaria y los momentos con respecto al plano de referencia indicado en la figura 8.47. 
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8.26 Un motor de un cilindro tiene una masa total de 150 kg. Su masa reciprocante es de 5 kg, y la masa ro¬ 
tatoria es de 2.5 kg. La carrera (2 r) es de 15 cm, y la velocidad es de 600 rpm. (a) Si el motor está mon¬ 
tado sobre resortes muy débiles, ¿cuál es la amplitud de vibración vertical del motor? (b) Si el motor 
está montado sólidamente sobre un cimiento rígido, ¿cuál es la amplitud de fuerza alterna transmitida? 
Suponga que la biela es de longitud infinita. 


Sección 8.10 Aislamiento de la vibración 

8.27 Se tiene que aislar un instrumento electrónico de un tablero que vibra a frecuencias que oscilan de 25 Hz 
a 35 Hz. Se estima que al menos se debe lograr 80 por ciento del aislamiento de vibración para que no se 
dañe el instrumento. Si el instrumento pesa 85 N, determine la deflexión estática necesaria del aislador. 

8.28* Un ventilador extractor, que tiene un pequeño desbalance, pesa 800 N y opera a una velocidad de 600 
rpm. Se desea limitar la respuesta a una transmisibilidad de 2.5 cuando el ventilador pasa por la reso¬ 
nancia durante el arranque. Además, se tiene que lograr un aislamiento de 90 por ciento a la velocidad 
de operación del ventilador. Diseñe un aislador adecuado para el ventilador. 

8.29* Un compresor de aire de 500 kg de masa tiene una excentricidad de 50 kg-cm y funciona a una velo¬ 
cidad de 300 rpm. El compresor se tiene que montar sobre uno de los siguientes soportes de montaje: 
(a) un aislador compuesto de un resorte con amortiguamiento insignificante, y (b) un amortiguador con 
relación de amortiguamiento de 0.1 y rigidez insignificante. Seleccione un soporte de montaje adecuado 
y especifique los detalles de diseño considerando la deflexión estática del compresor, la relación de 
transmisión y la amplitud de vibración del compresor. 

8.30 La armadura de un motor eléctrico de velocidad variable, de 200 kg de masa, tiene un desbalance debi¬ 
do a errores de fabricación. El motor está montado sobre un aislador que tiene una rigidez de 10 kN/m 


El asterisco indica un problema sin respuesta única. 























728 


Capítulo 8 Control de la vibración 


y un amortiguamiento hidráulico con una relación de amortiguamiento de 0.15. (a) Encuentre el rango 
de velocidad dentro del cual la amplitud de la fuerza fluctuante transmitida al cimiento será mayor que 
la fuerza de excitación, (b) Encuentre el rango de velocidad dentro del cual la amplitud de la fuerza 
transmitida será menor que 10 por ciento, de la amplitud de la fuerza de excitación. 

8.31 Una lavadora que pesa 150 Ib opera a 300 rpm. Encuentre la deflexión estática mínima de un aislador que 
proporciona 60 por ciento de aislamiento. Suponga que el amortiguamiento en el aislador es insignificante. 

8.32 Una lavadora de 50 kg de masa opera a 1200 rpm. Encuentre la rigidez máxima de un aislador que 
proporciona un aislamiento de 75 por ciento. Suponga que la relación de amortiguamiento del aislador 
es de 7 por ciento. 

8.33 Un ventilador extractor de 80kgde masa que opera a 1 000 rpm produce una fuerza repetitiva de 10000N 
sobre su base rígida. Si la fuerza máxima transmitida a la base se tiene que limitar a 2 000 N utilizando 
un aislador no amortiguado, determine (a) la rigidez máxima permisible del aislador que sirve para este 
propósito; (b) la amplitud de estado estable de un ventilador de descarga con el aislador que tiene la 
rigidez máxima permisible, y (c) la amplitud máxima del ventilador extractor con aislamiento durante 
el arranque. 

8.34 Una prensa impresora de 300 kg de masa que opera a 3 000 rpm produce una fuerza repetitiva de 30000 N 
cuando se instala en un cimiento rígido. Encuentre un aislador viscosamente amortiguado adecuado 
para satisfacer los siguientes requerimientos: (a) la deflexión estática debe ser lo más pequeña posible; 
(b) la amplitud de estado estable debe ser menor que 2.5 mm; (c) la amplitud en condiciones de arranque 
no debe exceder de 20 mm, y (d) la fuerza transmitida al cimiento debe ser menor que 10000 N. 

8.35 Un compresor de 1 20 kg de masa tiene un desbalance rotatorio de 0.2 kg-m. Si se utiliza un aislador con 
rigidez de 0.5 MN/m y relación de amortiguamiento de 0.06, encuentre el rango de las velocidades de 
operación del compresor dentro del cual la fuerza transmitida al cimiento será menor que 2 500 N. 

8.36 Un motor de combustión interna tiene un desbalance rotatorio de 1.0 kg-m y opera entre 800 y 2000 
rpm. Cuando se conecta directamente al piso, transmite una fuerza de 7018 N a 800 rpm y de 43 865 N 
a 2 000 rpm. Encuentre la rigidez del aislador necesaria para reducir la fuerza transmitida al piso a 6 000 
N en el rango de velocidad de operación del motor. Suponga que la relación de amortiguamiento del 
aislador es de 0.08 y que la masa del motor es de 200 kg. 

8.37 Una pequeña máquina herramienta de 100 kg de masa opera a 600 rpm. Encuentre la deflexión estática 
de un aislador no amortiguado que proporcione 90% de aislamiento. 

8.38 Un motor diesel de 300 kg de masa que opera a 1800 rpm tiene un desbalance rotatorio de 1 kg-m. Se 
tiene que instalar en el piso de una planta industrial para que genere energía de emergencia. La fuerza 
máxima permisible que se puede transmitir al piso es de 8000 N, pero el único tipo de aislador dis¬ 
ponible tiene una rigidez de 1 MN/m y la relación de amortiguamiento es de 5 por ciento. Investigue 
posibles soluciones al problema. 

8.39 La fuerza transmitida por un motor de combustión interna de 500 kg de masa, cuando se coloca direc¬ 
tamente sobre un piso rígido es 

F t (t) = (18000eos 300f + 3600cos 600 í)N 

Diseñe un aislador no amortiguado de modo que la magnitud máxima de la fuerza transmitida al piso 
no exceda de 12000 N. 

8.40 Diseñe la suspensión de un automóvil de modo que la aceleración vertical máxima percibida por el con¬ 
ductor sea menor que 2 g a todas las velocidades entre 40 y 80 mph mientras transita por una carretera 
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cuya superficie varía senoidalmente como y(u) = 0.5 sen 2 u pies, donde u es la distancia horizontal en 
pies. El peso del automóvil junto con el conductor es de 1500 Ib y la relación de amortiguamiento de la 
suspensión tiene que ser de 0.05. Use un modelo de un solo grado de libertad para el automóvil. 

8.41 Considere un sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento de Coulomb (el cual ofrece 
una fuerza de fricción constante, F c ). Derive una expresión para la transmisibilidad de fuerza, cuando la 
masa se somete a una fuerza armónica, F(t) = F 0 sen cot. 

8.42 Considere un sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento de Coulomb (el cual ofrece 
una fuerza de fricción constante. F c ). Derive expresiones para las transmisibilidades de desplazamiento 
absoluta y relativa cuando la base se somete a un desplazamiento armónico, y(t) = Y sen cot. 

8.43 Cuando una lavadora, de 200 kg de masa y 0.02 kg-m de desbalance, se monta sobre un aislador, éste 
se deforma 5 mm bajo la carga estática. Determine (a) la amplitud de la lavadora, y (b) la fuerza trans¬ 
mitida al cimiento a la velocidad de operación de 1200 rpm. 

8.44 Un motor eléctrico de 60 kg de masa, 3 000 rpm de velocidad nominal y 0.002 kg-m de desbalance, se tiene 
que montar sobre un aislador para obtener una transmisibilidad de fuerza de menos de 0.25. Determine 
(a) la rigidez del aislador, (b) la amplitud dinámica del motor, y (c) la fuerza transmitida al cimiento. 

8.45 Se monta un motor sobre un cimiento rígido por medio de cuatro resortes. Al funcionar, el motor pro¬ 
duce una fuerza de excitación a una frecuencia de 3 000 rpm. Si el peso del motor hace que los resortes 
se deformen 10 mm, determine la reducción de la fuerza transmitida al cimiento. 

8.46 Un sistema electrónico sensible, de 30 kg de masa, está soportado por un sistema de resorte-amortigua¬ 
dor en el piso de un edificio sometido a un movimiento armónico en el rango de frecuencia de 10-75 
Hz. Si la relación de amortiguamiento de la suspensión es de 0.25, determine la rigidez de la suspensión 
si la amplitud de vibración transmitida al sistema tiene que ser menor que 15 por ciento de la vibración 
del piso dentro del rango de frecuencia dado. 

8.47 Una máquina que pesa 2600 Ib está montada sobre resortes. Un pistón de peso w = 60 Ib baja y sube en 
la máquina a una velocidad de 600 rpm con una carrera de 15 pulg. Considerando que el movimiento 
es armónico, determine la fuerza máxima transmitida al cimiento si (a) k — 10000 lb/pulg y (b) k = 
25 000 lb/pulg. 

8.48 Una tarjeta de circuito impreso de 1 kg de masa está conectada a la base por medio de un aislador no 
amortiguado. Durante el envío, la base se somete a una perturbación armónica (movimiento) con am¬ 
plitud de 2 mm y frecuencia de 2 Hz. Diseñe el aislador de modo que el desplazamiento transmitido a 
la tarjeta de circuito impreso sea de no más de 5 por ciento del movimiento de la base. 

8.49 Un instrumento electrónico de 10 kg de masa se monta sobre una base de aislamiento. Si la base de ais¬ 
lamiento se somete a un choque en la forma de una velocidad gradual de 10 mm/s, encuentre la rigidez 
de la base de aislamiento si los valores máximos permisibles de deflexión y aceleración del instrumento 
se especifican como 10 mm y 20 g, respectivamente. 

8.50 Un tanque de agua de 10 5 kg de masa está montado sobre una columna de concreto reforzado, como 
se muestra en la figura 8.48(a). Cuando un proyectil impacta el tanque, provoca un choque en la forma 
de una fuerza gradual, como se muestra en la figura 8.48(b). Determine la rigidez de la columna si la 
deflexión máxima del tanque se tiene que limitar a 0.5 m. El espectro de respuesta de la carga de choque 
se muestra en la figura 8.48(c). 

8.51 Un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado que pesa 60 Ib tiene una constante de 
resorte de 400 lb/pulg. Su base se somete a vibración armónica, (a) Cuando la base vibra con una amplitud 
de 2.0 pulg en resonancia, la amplitud de estado estable del cuerpo es de 5.0 pulg. Encuentre la relación de 
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(c) Figura 8.48 

amortiguamiento del sistema, (b) Cuando la base vibra a una frecuencia de 10 Hz, la amplitud de estado 
estable del cuerpo es de 1.5 pulg. Encuentre la magnitud de la fuerza transmitida a la base. 

8.52 Se utiliza un sistema de un solo grado de libertad para representar un automóvil, de masa m, constante 
de amortiguamiento c y rigidez k, el cual transita por una carretera cuya superficie es senoidal con 
amplitud Y y longitud de onda l. Si el automóvil viaja a una velocidad v, derive una expresión para la 
transmisibilidad del movimiento vertical de la masa del automóvil (m). 

8.53 Un instrumento sensible de 100 kg de masa se instala en un lugar sometido a movimiento armónico con 
frecuencia de 20 Hz y aceleración de 0.5 m/s 2 . Si el instrumento está soportado por un aislador de rigi¬ 
dez k = 25 X 10 4 N/m y una relación de amortiguamiento f = 0.05, determine la aceleración máxima 
experimentada por el instrumento. 

8.54 Un instrumento electrónico de 20 kg de masa se tiene que aislar de las vibraciones de un motor con 
frecuencias que van de 1 000 rpm a 3 000 rpm. Determine la rigidez del aislador no amortiguado para 
obtener un 90% de aislamiento. 

8.55 Un delicado instrumento que pesa 200 N pende de cuatro resortes idénticos, cada uno con rigidez de 
50000 N/m, en una caja rígida como se muestra en la figura 8.49. La caja es transportada por un camión. 
Si el camión se somete a un movimiento armónico vertical dado por y(f) = 0.02 sen lOtm, encuentre el 
desplazamiento máximo, y la velocidad y aceleración experimentados por el instrumento. 

8.56 Un sistema torsional amortiguado se compone de una flecha y un rotor (disco). La rigidez torsional y 
la constante de amortiguamiento torsional de la flecha son k t = 6000 N-m/rad y c t = 100 N-m-s/rad. 
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y(t) = 0.02 sen 10 m 


J 


Figura 8.49 


El momento de inercia de masa del rotor es J 0 = 5 kg-m 2 . El rotor se somete a un par de torsión ar¬ 
mónicamente variable de magnitud M, = 500 N-m, el cual produce un desplazamiento angular de 5°. 
Encuentre la frecuencia del par de torsión armónicamente variable aplicado al rotor y el par de torsión 
máximo transmitido a la base o soporte del sistema. 


8.57 La ecuación (8.106) proporciona la transmisibilidad de fuerza de un sistema de un solo grado de libertad 
amortiguado con movimiento de la base: 


T f = — = r 2 

1 kY 


1 + (2£ rf 


(1 - r 2 ) 2 + (2 ¡rY 


donde F, es la magnitud de la fuerza transmitida a la masa. Determine las relaciones de frecuencia (r) 
con las cuales la transmisibilidad de fuerza alcanza valores máximos y mínimos. Analice sus resultados. 

y 

8.58 Derive una expresión para la transmisibilidad de desplazamiento relativa, _ , donde Z = X - Y para un 

Y 

sistema de un solo grado de libertad sometido a movimiento de la base, y(t) = Y sen (ot. 

8.59 Durante su funcionamiento, el compresor de un refrigerador, con masa de 75 kg y velocidad de rotación 
de 900 rpm, experimenta una fuerza dinámica de 200 N. El compresor está soportado por cuatro resortes 
idénticos, cada uno con una rigidez de k y amortiguamiento insignificante. Determine el valor de k si 
sólo se tiene que transmitir 15% de la fuerza dinámica al soporte o base. Encuentre inclusive el espacio 
libre para la unidad compresora. 

8.60 Se tiene que aislar un instrumento electrónico, de 20 kg de masa, para lograr una frecuencia natural de 
15 rad/s y una relación de amortiguamiento de 0.95. Los amortiguadores hidráulicos disponibles pueden 
producir una constante de amortiguamiento (c) en el rango de 10 N-s/m a 80 N-s/rn. Determine si la rela¬ 
ción de amortiguamiento deseada se puede lograr con un sistema pasivo. Si no se puede utilizar un sistema 
pasivo, diseñe un sistema de control activo adecuado para obtener la relación de amortiguamiento deseada. 

8.61 Un sistema de un solo grado de libertad tiene una masa (m) de 5 kg, una rigidez (k) de 20 N/m y una 
constante de amortiguamiento (c) de 5 N-s/m. Diseñe un controlador activo para lograr un tiempo de 
asentamiento menor que 15 s para el sistema de lazo o circuito cerrado. 

Sugerencia: Las ecuaciones (4.68) y (4.69) definen el tiempo de asentamiento. 

8.62 Un sistema de un solo grado de libertad tiene una frecuencia natural no amortiguada de 20 rad/s y una 
relación de amortiguamiento de 0.20. Diseñe un sistema de control activo que logre una frecuencia 
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natural no amortiguada de 100 rad/s y una relación de amortiguamiento de 0.8. Suponga que la masa, 
rigidez y constante de amortiguamiento del sistema original permanecen en su lugar. 


Sección 8.11 Absorbedores de vibración 


8.63 Un compresor de aire con masa de 200 kg y desbalance de 0.01 kg-m experimenta una gran amplitud 
de vibración mientras funciona a 1200 rpm. Determine la masa y la constante de resorte del absorbedor 
que se tiene que agregar si las frecuencias naturales del sistema son de al menos 20 por ciento de la 
frecuencia impartida. 

8.64 Un motor eléctrico, con desbalance de 2 kg-cm, está montado en el extremo de una viga de acero en 
voladizo, como se observa en la figura 8.50. Se observa que la viga vibra con grandes amplitudes a la 
velocidad de operación de 1500 rpm del motor. Se propone agregar un absorbedor de vibración para 
reducir la vibración de la viga. Determine la relación de la masa del absorbedor a la masa del motor ne¬ 
cesaria para hacer que la frecuencia baja del sistema resultante sea igual a 75 por ciento de la velocidad 
de operación del motor. Si la masa del motor es de 300 kg, determine la rigidez y masa del absorbedor. 
Encuentre asimismo la amplitud de vibración de la masa del absorbedor. 



Figura 8.50 


8.65* El tubo de alimentación de agua a una caldera en una planta termoeléctrica vibra violentamente cuando 
la velocidad de la bomba es de 800 rpm. Para reducir las vibraciones se instala en el tubo un absorbedor 
compuesto de un resorte de rigidez k 2 y masa de prueba m 2 de 1 kg. Esta configuración produce las 
frecuencias naturales del sistema de 750 rpm y 1000 rpm. Se desea mantener las frecuencias naturales 
del sistema fuera del rango de operación de la bomba, el cual es de 700 rpm a 1040 rpm. Determine los 
valores de k 2 y m 2 que satisfagan este requerimiento. 

8.66 Se instala un motor reciprocante sobre el piso de un edificio, el cual se puede modelar como una placa 
rectangular rígida apoyada sobre cuatro columnas elásticas. El peso equivalente del motor y el piso es 
de 2000 Ib. A la velocidad nominal del motor, la cual es de 600 rpm, los operadores experimentan una 
gran vibración del piso. Se decidió reducir estas vibraciones suspendiendo un sistema de masa-resorte 
de la superficie inferior del piso. Suponga que la rigidez de resorte e de k 2 = 5 000 lb/pulg. (a) Encuentre 
el peso de la masa que se debe anexar para absorber las vibraciones, (b) ¿Cuáles serán las frecuencias 
naturales del sistema después de agregado el absorbedor? 

8.67* Encuentre los valores de k 2 y m 2 en el problema 8.54 para alejar las frecuencias naturales del sistema al 
menos a 30 por ciento de la frecuencia forzada. 

8.68* Una flecha hueca de acero de 2 pulg de diámetro externo, 1.5 pulg de diámetro interno y 30 pulg de 
longitud lleva un disco de 15 pulg de diámetro y 100 Ib de peso. Otra flecha de acero hueca de 20 pulg 
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Figura 8.51 


de longitud que lleva un disco sólido de 6 pulg de diámetro y 20 ib de peso se conecta al primer disco, 
como se muestra en la figura 8.51. Encuentre los diámetros interno y externo de la flecha, de modo que 
el sistema de flecha-disco conectado actúe como un absorbedor. 

8.69* Un rotor, que tiene un momento de inercia de masa = 15 kg-m 2 , está montado en el extremo de una 
flecha de acero que tiene una rigidez torsional de 0.6 MN-m/rad. El rotor vibra violentamente cuando 
se somete a un par de torsión armónico de 300 eos 200? N-m. Se tiene que conectar un absorbedor sin¬ 
tonizado, compuesto de un resorte torsional y un momento de inercia de masa (k t2 y J 2 ) al primer rotor 
para que absorba las vibraciones. Encuentre los valores de k t2 y J 2 de modo que las frecuencias naturales 
del sistema se alejen de la frecuencia forzada en al menos 20 por ciento. 

8.70 Trace las gráficas de (XIj/íUj) contra (m 2 /m í ) y (Í1 2 /co 2 ) contra (m 2 /m{) a medida que (m 2 /m l ) varía de 
0 a 1.0 cuando ít^/ítq = 0.1 y 10.0. 

8.71 Determine el rango de operación de la relación de frecuencia co l /<u 2 de un absorbedor de vibración no 
amortiguado para limitar el valor de |Aj/S est | a 0.5. Suponga que co 1 = co 2 y m 2 = 0.1m¡. 

8.72 Cuando se agrega un absorbedor de vibración no amortiguado, que tiene una masa de 30 kg y una ri¬ 
gidez k a un sistema de resorte-masa, con una masa de 40 kg y rigidez de 0.1 MN/rn, la masa principal 
(masa de 40 kg) tiene una amplitud cero durante su operación de estado estable sujeta a una fuerza 
armónica de 300 N. Determine la amplitud de estado estable de la masa del absorbedor. 

8.73 Un motor eléctrico, de 20 kg de masa y 1350 rpm de velocidad de operación, se coloca sobre una viga 
de acero doblemente empotrada de 15 cm de ancho y 12 cm de peralte, como se muestra en la figura 
8.52. El motor tiene un desbalance rotatorio de 0.1 kg-m. La amplitud de vibración de la viga en opera¬ 
ción de estado estable del motor se elimina al conectar debajo del motor un absorbedor de vibración no 
amortiguado, como se muestra en la figura 8.52. Determine la masa y rigidez del absorbedor de modo 
que la amplitud de la masa del absorbedor sea menor que 2 cm. 



Figura 8.52 


8.74 Un puente vibra violentamente cuando lo cruza un vehículo que produce una carga armónica de 600 N. 
Modelando el puente como un sistema de resorte-masa con masa de 15 000 kg y rigidez de 2 MN/m, 
diseñe un absorbedor de vibración amortiguado sintonizado adecuado. Determine la mejora obtenida en 
la amplitud del puente con el absorbedor. 
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8.75 Un pequeño motor, que pesa 100 Ib, tiene una frecuencia natural de 100 rad/s. Se propone que se utilice 
un absorbedor de vibración no amortiguado que pesa 10 ib para suprimir las vibraciones cuando el 
motor opera a 80 rad/s. Determine la rigidez necesaria del absorbedor. 

8.76 Considere el sistema que se muestra en la figura 8.53 en el cual una fuerza armónica actúa en la masa 
m. Derive la condición en la cual el desplazamiento de estado estable de la masa m será cero. 



Sección 8.12 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

8.77 Utilizando MATLAB, trace la ecuación (8.94) para £ = 0, 0.25, 0.5, 0.75 y 1 en el rango 0 < r < 3. 

8.78 Utilizando MATLAB, trace las ecuaciones (8.140) y (8.141) para/= 1, £ = 0.2, 0.3 y 0.4, y ¡jl — 0.2 y 
0.5 en el rango 0.6 co/co ¡. 

8.79 Utilizando MATLAB, trace las relaciones íl l /w 2 y íl-,/co 2 dadas por la ecuación (8.146) para u> 2 /a> x 
= 1.5, 3.0 y 4.5 y m 2 /m l = 0 a 1. 

8.80 Resuelva el problema 8.13 utilizando Programl3 . m. 

8.81 Escriba un programa de computadora para encontrar el desplazamiento de la masa principal y la masa 
auxiliar de un absorbedor de vibración dinámico amortiguado. Use este programa para generar los re¬ 
sultados de la figura 8.38. 
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Proyecto de diseño 

8.82 Las vibraciones del suelo producidas por la operación de una grúa, una prensa de foija y un compresor 
de aire se transmiten a una máquina fresadora cercana y se percibe que no permiten alcanzar las preci¬ 
siones especificadas durante las operaciones de fresado. Las vibraciones del suelo en las ubicaciones de 
la grúa, la prensa de forja y el compresor de aire son x c (t) = A C e a ‘ c ^ ::t sen w c t, Xf(t) = Ay, sen tuyí, 
y x a(t) ~ A a sen oj a t, respectivamente, donde A c = 20 /xm, Ay = JO ¡jl m, A a = 25 /xm, co c = 10 Hz, 
cüf = 15 Hz, o) a = 20 Hz y £ c = 0.1. Las vibraciones del suelo viajan a la velocidad de onda cortante 
del suelo, la cual es igual a 980 pies/seg, y las amplitudes se atenúan de acuerdo con la relación A r = 
A 0 e~ 0 005 '', donde A 0 es la amplitud en la fuente y A r es la amplitud a una distancia de 60 pies, 80 pies 
y 40 pies, respectivamente, de la máquina fresadora. La masa, rigidez y relación de amortiguamiento 
equivalentes del cabezal de la máquina herramienta en vibración vertical (en el lugar de la fresa) se de¬ 
terminan experimentalmente como 500 kg, 480 kN/m y 0.15, respectivamente. La masa equivalente de 
la base de la máquina herramienta es de 1000 kg. Se propone que se utilice un aislador para la máquina 
herramienta, como se muestra en la figura 8.54, para mejorar las precisiones de corte [8.2]. Diseñe un 
aislador de vibración adecuado, compuesto de una masa, resorte y amortiguador, como se muestra en la 
figura 8.54(b), para la fresadora de modo que el desplazamiento vertical máximo de la fresa, con res¬ 
pecto a la superficie horizontal que se está maquinado, debido a la vibración del suelo producida por las 
tres fuentes no exceda de 5 /xm de pico a pico. 


Aislador 




Figura 8.54 


























CAPITULO 9 

Sistemas continuos 



Ingeniero ruso. Emigró a Estados Unidos, y ha sido uno de los autores más ampliamen¬ 
te conocido de libros en el campo de elasticidad, resistencia de materiales y vibracio¬ 
nes. Impartió la cátedra de mecánica en la Universidad de Michigan, posteriormente 
en la Universidad de Stanford, y se le considera el padre de la ingeniería mecánica en 
Estados Unidos. A la teoría mejorada que presentó en 1921 sobre la vibración de vigas 
se le conoce como teoría de vigas de Timoshenko. (Cortesía de Applied Mechanics 
Reviews). 


Stephen Prokf’yevich Timoshenko 

( 1878 - 1972 ) 
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9-1 



Objetivos de aprendizaje 9-2 


En este capítulo veremos el análisis de vibración de sistemas continuos, también conocidos como 
sistemas distribuidos. Las ecuaciones de movimiento de sistemas continuos serán ecuaciones di¬ 
ferenciales parciales. Las ecuaciones de movimiento de varios sistemas, entre ellos la vibración 
transversal o de una cuerda o un cable estirado, la vibración longitudinal de una barra, la vibra¬ 
ción torsional de una flecha o varilla, la vibración lateral de vigas, y la vibración transversal de una 
membrana, se derivan si se tiene en cuenta el diagrama de cuerpo libre de un elemento infinitesi¬ 
malmente pequeño del sistema particular, y se aplica la segunda ley del movimiento de Newton. 
La solución de vibración libre del sistema se halla suponiendo el movimiento armónico y aplican¬ 
do las condiciones límite pertinentes. La solución ofrece una infinidad de frecuencias naturales 
y los modos correspondientes. El desplazamiento por vibración libre del sistema se ve como una 
superposición lineal de los modos, y las constantes implicadas se deben determinar a partir de las 
condiciones iniciales conocidas del sistema. En el caso de vibración transversal de una cuerda de 
longitud infinita se presenta la solución de onda viajera; también, en el de la vibración longitudinal 
de una barra, se encuentra la respuesta de vibración ocasionada por una fuerza inicial. Si se trata de 
vibración transversal de vigas, se resumen todas las condiciones límite comunes y se comprueba la 
ortogonalidad de los modos normales. La vibración forzada de vigas se estudia aplicando el méto¬ 
do de superposición de modos. Veremos asimismo el efecto de una fuerza axial en las frecuencias 
naturales y modos de vigas. La teoría de vigas gruesas , también conocida como teoría de vigas 
de Timoshenko, se analiza tomando en cuenta los efectos de deformación por cortante o inercia 
rotatoria. La vibración libre de membranas rectangulares tiene aquí su estudio, y se describe el 
método de Rayleigh , que se basa en el cociente de Rayleigh, para hallar frecuencias fundamentales 
aproximadas de sistemas continuos. Se delinea la extensión del método, conocido como método de 
Rayleigh-Ritz, para determinar valores aproximados de varias frecuencias. Concluimos presentan¬ 
do las soluciones a la vibración libre y forzada de sistemas continuos típicos, que se pueden obtener 
utilizando MATLAB. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Derivar la ecuación de movimiento de un sistema continuo a partir del diagrama de cuerpo 
libre de un elemento infinitesimalmente pequeño del sistema y aplicando la segunda ley de 
Newton. 

• Encontrar las frecuencias naturales y modos del sistema por medio de una solución armónica. 

• Determinar la solución de vibración libre utilizando una superposición lineal de los modos 
y condiciones iniciales. 

• Hallar las soluciones de vibración libre a problemas de cuerdas, barras, flechas y membranas. 

• Expresar la vibración de una cuerda infinita en la forma de ondas viajeras. 

• Determinar la solución de vibración forzada de sistemas continuos por medio del método 
de superposición de modos. 

• Examinar los efectos de fuerza axial, inercia rotatoria y deformación por cortante en la vibra¬ 
ción de vigas. 

• Aplicar los métodos de Rayleigh y Rayleigh-Ritz para hallar las frecuencias naturales aproxi¬ 
madas de sistemas continuos. 

• Utilizar MATLAB para determinar las frecuencias naturales, los modos, y la respuesta forzada 
de sistemas continuos. 
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9.1 Introducción 


Hasta ahora nos hemos ocupado de sistemas discretos en los que se suponía que la masa, el amorti¬ 
guamiento y la elasticidad se presentaban sólo en determinados puntos discretos (o separados) del 
sistema. En muchos casos, conocidos como sistemas contamos o distribuidos, no es posible iden¬ 
tificar masas, amortiguadores o resortes discretos. Debemos considerar entonces la distribución 
continua de la masa, el amortiguamiento y la elasticidad, y suponer que toda la infinidad de puntos 
del sistema puede vibrar. Esa es la razón de que a un sistema continuo también se le conozca como 
sistema de grados de libertad infinitos. 

Si un sistema se modela como discreto, las ecuaciones regentes son ecuaciones diferenciales 
ordinarias, relativamente fáciles de resolver. Aunque si el sistema se modela como continuo, las 
ecuaciones regentes son ecuaciones diferenciales parciales, más difíciles. Sin embargo, la informa¬ 
ción obtenida por un modelo discreto de un sistema quizá no sea tan precisa como la obtenida con 
un modelo continuo. La alternativa entre los dos modelos debe hacerse con cuidado, con la debida 
consideración de factores como el propósito del análisis, la influencia del análisis en el diseño y el 
tiempo de computadora disponible. 

En este capítulo consideraremos la vibración de sistemas continuos simples: cuerdas, ba¬ 
rras, flechas, vigas y membranas. Un tratamiento más especializado de la vibración de ele¬ 
mentos estructurales continuos se da en las referencias [9.1-9.3]. Por lo general, la ecua¬ 
ción de frecuencia de un sistema continuo es una ecuación trascendental que produce una infinidad 
de frecuencias naturales y modos normales. Esto contrasta con el comportamiento de los sistemas 
discretos, los cuales producen una cantidad finita de tales frecuencias y modos. Tenemos que apli¬ 
car condiciones límite para analizar las frecuencias naturales de un sistema continuo. El asunto de 
las condiciones límite no se presenta en el caso de sistemas discretos excepto de una manera indi¬ 
recta, porque los coeficientes de influencia dependen de la manera en que se dé soporte al sistema. 


9.2 Vibración transversal de una cuerda o cable 


9 . 2.1 Considere una cuerda elástica o un cable estirado, de longitud 1 sometido a una fuerza transversal 

f(x, t) por unidad de longitud, como se muestra en la figura 9.1 (a). Se supone que el desplazamiento 
Ecuación de transversal de la cuerda, w(x, t ) es pequeño. El equilibrio de las fuerzas en la dirección z resulta en 
movimiento (vea la figura 9.l(b)). 

La fuerza neta que actúa en un elemento es igual a la fuerza de inercia que actúa en el elemento, o 

(P + dP) sen (0 + dO) + f dx — P sen 0 = p dx—^ (9.1) 

donde P es la tensión, p es la masa por longitud unitaria, y 0 es el ángulo que la cuerda deformada 
hace con el eje x. Para una longitud elemental dx. 


y 


dP 

dP = — dx 
dx 


sen 9 — tan 6 = 


dw 

dx 


(9.2) 

(9.3) 


dw 

= - + 

dx 


d 2 W 

—~ dx 
dx 1 


sen (0 + dO) — tan (0 4- d6) 


(9.4) 
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Z, U’(x, i) 


/(*, t) 




Figura 9.1 Cuerda vibratoria. 


De ahí que la ecuación de vibración forzada de la cuerda no uniforme, ecuación (9.1), se simplifi¬ 
que como 


d 

dx 


P 


dw{x, t) 
dx 


+ f(x,t) 


p(x) 


d 2 w{x, t) 
dt 2 


(9.5) 


Si la cuerda es uniforme y la tensión es constante, la ecuación (9.5) se reduce a 


d 2 w{x , t) 


dx 


+ f(x, t) = p 


d 2 w(x, t) 


df 


(9.6) 


Si f(x, t ) = 0, obtenemos la ecuación de vibración libre 


o 


donde 


P 


d 2 w{x, t) 
dx 2 



t) 


2 d 2 W _ d 2 w 
C dx 2 dt 2 



(9.7) 


(9.8) 


(9.9) 


La ecuación (9.8) también se conoce como ecuación de onda. 
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9 . 2.2 La ecuación de movimiento, (9.5) o sus formas especiales (9.6) y (9.7), es una ecuación diferencial 

parcial de segundo orden. Como el orden de la derivada más alta de w con respecto aiyíen esta 
COndiCiOIIGS ecuación es dos, se tienen que especificar dos condiciones límite y dos condiciones iniciales para 
iniciales determinar la solución w(x, t). Si la cuerda tiene una deflexión conocida w 0 (x) y velocidad ú’o(v) 

y límite en el instante t = 0, las condiciones iniciales se especifican como 

w(x, t = 0) = Wq(x) 


— (x, t = 0) = vv 0 (x) (9.10) 

dt 

Si la cuerda está fija por un extremo, a saber x = 0, el desplazamiento w siempre debe ser cero, y 
así la condición límite es 


w(x = 0, t) = 0, t > 0 (9.11) 

Si la cuerda o cable está conectado a un pasador que puede moverse en una dirección perpendicular 
como se muestra en la figura 9.2, el extremo no puede soportar una fuerza transversal. De ahí que 
la condición límite llegue a ser 


dw(x, t) 

P(x)— -- = 0 


dx 


(9.12) 


Si el extremo x = 0 está libre y P es una constante, entonces la ecuación (9.12) se escribe como 


3w(0, t) 
dx 


= 0 , 


t > 0 


(9.13) 


Si el extremo x = / está elásticamente restringido como se muestra en la figura 9.3, la condición 
límite es 


P(x) 


dw(x, t) 
dx 


X=l 


= — kw(x, t)\ x =i, t > 0 


(9.14) 


donde k es la constante de resorte. 


Z, w 



Figura 9.2 Cuerda con sus extremos conectados a 
pasadores. 



Figura 9.3 Cuerda con restricción elástica. 
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Vibración libre 
de una cuerda 
uniforme 


La ecuación de vibración libre, (9.8), se puede resolver por el método de separación de variables, 
según el cual la solución se escribe como el producto de una función W(x) (que depende sólo de x) 
y una función T(t) (que depende sólo de t) [9.4]: 

w(x,t) = W(x)T(t) (9.15) 


La sustitución de la ecuación (9.15) en la ecuación (9.8) conduce a 


c 2 d 2 W _ 1 d 2 T 
W dx 2 ~ T dt 2 


(9.16) 


Como el lado izquierdo de esta ecuación depende sólo de a: y el lado derecho depende sólo de t, su 
valor común debe ser constante, por ejemplo a, de modo que 


c 2 d 2 W _ 1 d 2 T 
W dx 2 ~ T dt 2 


(9.17) 


Las ecuaciones implicadas en la ecuación (9.17) se escriben como 


Vibración libre 
de una cuerda 
con dos 
extremos fijos 


—V -^ff = 0 
dx 2 c 2 

(9.18) 

d 2 T 

— r - aT =0 

dt 2 

(9.19) 

Como la constante a suele ser negativa (vea el problema 9.9), podemos hacer que a = — w 2 y es- 

cribir las ecuaciones (9.18) y (9.19) como 


d 2 W w 2 

-y- + ~^W = 0 

dx 2 c 2 

(9.20) 

d 2 T 2 

-^T + cü 2 T =0 
dt 2 

(9.21) 

Las soluciones de estas ecuaciones resultan de 


0)X cox 

W(x) = A eos-b B sen — 

c c 

(9.22) 

T(t ) = C eos cot + D sen cot 

(9.23) 

donde u> es la frecuencia de vibración y las constantes A, B, C y D se 
condiciones límite e iniciales. 

pueden evaluar a partir de las 

Si la cuerda está fija por ambos extremos, las condiciones límite son 
los instantes t > 0. De ahí que, con la ecuación (9.15), obtengamos 

w( 0, t) = w(l, t) = 0 en todos 

W(0) = 0 

(9.24) 

W(l) = 0 

(9.25) 
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Para satisfacer la ecuación (9.24), A debe ser cero en la ecuación (9.22). La ecuación (9.25) requiere 
que 


B sen y = 0 (9.26) 

Como B no puede ser cero para una solución no trivial, tenemos 

col 

sen— = 0 (9.27) 

c 

La ecuación (9.27) se conoce como ecuación de frecuencia o característica y la satisfacen varios 
valores de oj. Los valores de oj se llaman valores eigen (o bien frecuencias naturales o valores 
característicos) del problema. La frecuencia natural enésima está dada por 

1x1 n I 1 - 

- = mr, n = 1,2, 

c 


o 


O) 


n 


riCTT 


n = 1,2, ... 


(9.28) 


La solución w n (x, t ) correspondiente a o) n se puede expresar como 


w„(x, t) = W n (x)T n (t) 


mrx ncTTt ncrrt 

sen- C„ eos-1- D„ sen- 

l n l " / 


(9.29) 


donde C n y D n son constantes arbitrarias. La solución w n (x, t) se conoce como el modo enésimo de 
vibración; modo enésimo armónico, o modo enésimo normal de la cuerda. En este modo, cada punto 
de la cuerda vibra con una amplitud proporcional al valor de W n en ese punto, con la frecuencia circu¬ 
lar o) n = (ncir) / 1. La función W n (x) se llama modo normal enésimo, o función característica. En la 
figura 9.4 se muestran los tres primeros modos de vibración. El modo correspondiente a n = 1 se 
llama modo fundamental, y uq se denomina frecuencia fundamental. El periodo fundamental es 


_ 277 _ 2/ 

1 0)1 c 

Los puntos donde w n = 0 en todo momento se llaman nodos. Por consiguiente, el modo funda¬ 
mental tiene dos nodos, en x = 0 y en x = l\ el segundo modo tiene tres nodos, en x = 0, x = 7/2 
y x = l, etcétera. 

La solución general de la ecuación (9.8), que satisface las condiciones límite de las ecuaciones 
(9.24) y (9.25), se obtiene mediante la superposición de todas las w n (x, t): 

00 

w { x , t ) = 2>.(*,0 

n = 1 


2 Setl 

n = 1 


mrx 


C„ eos 


ncirt 


+ D n sen 


nent 

l 


I 


l 


(9.30) 
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Figura 9.4 Modos de una cuerda. 


Esta ecuación proporciona todas las vibraciones posibles de la cuerda; las condiciones iniciales es¬ 
pecificadas determinan de forma única la vibración particular que ocurre. Las condiciones iniciales 
dan valores únicos de las constantes C n y D n . Si las condiciones iniciales se especifican como en la 
ecuación (9.10), obtenemos 


Yt n a a 

2j c n sen —r = W 0\ x ) 

n =1 ^ 



nux 

i 


véo( x ) 


(9.31) 

(9.32) 


las cuales se ve que son expansiones de serie seno de Fourier de w 0 (x) y vv 0 (x) en el intervalo 
0 <i</. Los valores de C n y D n se pueden determinar multiplicando las ecuaciones (9.31) y (9.32) 
por sen(«7rx//) e integrándolas con respecto a x, de 0 a /: 


C„ = — / w 0 (x) sen 


D„ = 


dx 

(9.33) 

nux 


l dx 

(9.34) 


Nota : La solución de la ecuación (9.30) se puede identificar como el método de superposición de 
modos puesto que la respuesta está expresada como una superposición de los modos normales. El 
procedimiento es aplicable no sólo a la solución de vibración libre sino también a la de vibración 
forzada de sistemas continuos. 
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Ejemplo 9.1 


Respuesta dinámica de una cuerda punteada o pulsada 


Si una cuerda de longitud I, con ambos extremos fijos, se puntea o pulsa en su punto medio como se muestra 
en la figura 9.5 y luego se suelta, determine su movimiento subsiguiente. 

Solución: La ecuación (9.30) da la solución y las ecuaciones (9.33) y (9.34) dan C„ y D„, respectivamente. 
Como no hay velocidad inicial alguna, vvq(^) = 0 y así D n = 0. Por consiguiente, la solución de la ecuación 
(9.30) se reduce a 


. , I17TX líCTTt 

v(x, t) = 2j C n sen —— eos —-— 
h=i l i 


(E.l) 


donde 


2 f 1 mrx 

C„ = — / w 0 (x) sen —-— dx 


l 


r o 


La deflexión inicial w Q {x) está dada por 



l 

para 0 £ x £ — 

l 

para — < jc < / 


Sustituyendo la ecuación (E.3) en la ecuación (E.2) se puede evaluar C n : 

-í/2 


C„ = 


2 hx mrx l'2h mrx 

sen —.— dx + / — (/ — x) sen- dx 


l 


l 


h/2 


I 


(E.2) 


(E.3) 


Utilizando la relación 


8/j mr 

■ sen — para n = 1, 3, 5, ... 


para n = 2, 4, 6, ... 


sen —« = 1,3,5, 


la solución deseada se puede expresar como 


8/j I rrx rret 1 37 rx 3rrct 

w(x, t ) = — -s sen — eos - sen - eos - h 

v ’ 91 ' '9 / / 


/ 1 

En este caso no se excitan los armónicos pares. 

«’ 0 (x, 0) 



(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


Figura 9.5 Deflexión inicial de la cuerda. 
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Solución 
de la onda 
viajera 


La solución de la ecuación de onda, (9.8), para una cuerda de longitud infinita se expresa como [9.5] 

w(x,t) = wq(x — ct) + w 2 (x + ct) (9.35) 

donde vv 3 y w 2 son funciones arbitrarias de (x — ct) y (x + ct), respectivamente. Para demostrar que 
la ecuación (9.35) es la solución correcta de la ecuación (9.8), primero diferenciamos la ecuación 
(9.35): 


d 2 w(x, t) 
dx 2 


w'/(x — Ct) + W 2 (x + ct) 


d 2 w(x, t) 
dt 2 


c 2 w"(x — ct) + c 2 w'i(x + ct) 


(9.36) 

(9.37) 


La sustitución de estas ecuaciones en la ecuación (9.8) revela que se satisface la ecuación de onda. 
En la ecuación (9.35), wq(x — ct) y w 2 (x + ct) representan ondas que se propagan en las direcciones 
positiva y negativa del eje x, respectivamente, con una velocidad c. 

Para un problema dado, las funciones arbitrarias wq y w 9 se determinan a partir de las condi¬ 
ciones iniciales, ecuación (9.10). La sustitución de la ecuación (9.35) en la ecuación (9.10) propor¬ 
ciona, en t = 0, 


vtq(x) + W 2 (x) = Wq(x) (9.38) 

— cw[(x) + cw 2 (x) = vvo(x) (9.39) 

donde la prima indica diferenciación con respecto al argumento respectivo en 1 = 0 (es decir, con 
respecto ax). La integración de la ecuación (9.39) produce 

1 f x . 

—wi(x) + w 2 (x) = wq(x') dx' (9.40) 

c Jx 0 

donde x 0 es una constante. La solución de las ecuaciones (9.38) y (9.40) ofrece w¡ y w 2 : 


w tO) = 2 


w 2<» = 2 


1 f 

wq(x)-/ wo(x')dx' 


o 


1 


Wq(x) H-/ V1>o(x')í/x' 


IX o 


(9.41) 

(9.42) 


Reemplazando x por (x — ct) y (x + ct), respectivamente, en las ecuaciones (9.41) y (9.42), obte¬ 
nemos la solución total: 


w(x,t) = W i(x — ct) + w 2 (x + ct) 


= ^[ w o(-* - ct) + w 0 (x + ct)] + 


oX + Ct 


2c 


Wo(x') dx 1 


(9.43) 
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Es preciso tener presente los puntos siguientes: 

1. A partir de la ecuación (9.43) se ve que no es necesario aplicar condiciones límite al problema. 

2. La solución resultante de la ecuación (9.43) se puede expresar como 

w(x,t) = w D (x,t) + w v (x,t) (9.44) 

donde w D (x, t ) indica las ondas que se propagan debido al desplazamiento inicial conocido 
w Q (x) con velocidad inicial cero, y w v (x, t ) representa ondas que viajan debido sólo a la veloci¬ 
dad inicial conocida vi’o(x) con desplazamiento inicial cero. 

La vibración transversal de una cuerda con ambos extremos fijos excitada por el impacto trans¬ 
versal de una carga elástica en un punto intermedio se consideró en la sección [9.6]. Triantafyllou 
[9.7] presentó una revisión de la literatura sobre la dinámica de cables y cadenas. 


9.3 Vibración longitudinal de una barra o varilla 


Ecuación de 
movimiento 
y solución 


Considere una barra elástica de longitud l con área de sección transversal variable A{x), como se 
muestra en la figura 9.6. Las fuerzas que actúan en las secciones transversales de un pequeño ele¬ 
mento de la barra están dadas por P y P + dP con 

du 

P = aA = EA— (9.45) 

dx 

donde cr es el esfuerzo axial, E es el módulo de Young, u es el desplazamiento axial, y du/dx es la 
deformación axial. Si f(x, t) indica la fuerza externa por unidad de longitud, la suma de las fuerzas 
en la dirección x da la ecuación de movimiento 


(P + dP ) + fdx - 


P = 


pA dx 


d 2 u 
dt 2 


(9.46) 


donde p es la densidad de masa de la barra. Utilizando la relación dP = (dP/dx)dx y la ecuación 
(9.45), la ecuación de movimiento para la vibración longitudinal forzada de una barra no uniforme, 
ecuación (9.46), se expresa como 

d 2 u 

+ f(x,t) = p(x)A(x)^(x,t) (9.47) 

dt 


d 

dx 


EA(x) 


du(x, t) 
dx 
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Para una barra uniforme, la ecuación (9.47) se reduce a 

d 2 u d 2 u 

EA - 2^ X ’^ + /( X ’ f ) = P A ~2'( X ’ t ) (9-48) 

dx dt 

La ecuación de vibración libre se obtiene de la ecuación (9.48), ajustando/= 0, como 


j d 2 u 

dx 2 


(x, t) 


d 2 u 
dt 2 


(x, t) 


(9.49) 


donde 


(9.50) 

Observe que las ecuaciones (9.47) y (9.50) son parecidas a las ecuaciones (9.5), (9.6), (9.8) y (9.9), 
respectivamente. La solución de la ecuación, obtenida como en el caso de la ecuación (9.8), se 
escribe por lo tanto como 



u(x, t) = U(x)T(t ) 


cox a>x\ i 

A eos-b B sen — (C eos cot + D sen cot) 


c / 


(9.51) 


Condiciones 
en los extremos 

Condiciones 

Ecuación 

Modo 

Frecuencias 

de la barra 

límite 

de frecuencia 

(Función normal) 

naturales 

Un extremo 
empotrado 
.. y el otro libre 

é== 

u( 0, í) = 0 

f(/,0 = ° 

0)1 n 
eos— = 0 
c 

U n (x) = C n sen ( 2 « ^ ^ 

(2 n + 1) 7 tc 
"" 21 

n = 0, 1,2, ... 

Los dos 
extremos libres 

ff (°,0 = o 

f(/,0 = ° 

col n 
sen — = 0 
c 

U n ( x ) = C n COS Kyí 

,, _ mrc 

- —j~; 




n = 0,1, 2, ... 

Ambos extremos 
empotrados 

A |> 

u( 0, 0 = 0 

u(l,t) = 0 

0)1 n 
sen — = U 
c 

U n (x) = C„ cosílíí 

,. _ mrc 

n ~ ~r ; 




n = 1,2,3,... 


Figura 9.7 Condiciones límite comunes para una barra sometida a vibración longitudinal. 


donde la función U(x) representa el modo normal y depende sólo de x y la función T(t) depende 
sólo de t. Si la barra tiene un desplazamiento axial conocido n 0 (í) y una velocidad inicial ú 0 (x), las 
condiciones iniciales se pueden formular como 

m(x, t = 0) = n 0 (x) 

^r(x, t = 0) = M 0 (x) (9-52) 

dt 

Las condiciones límite comunes y las ecuaciones de frecuencia correspondientes para la vibración 
longitudinal de barras uniformes se muestran en la figura 9.7. 


1 Utilizamos Ay B en esta sección; A se utiliza para indicar el área de sección transversal de la barra. 
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Ejemplo 9.2 Condiciones límite para una barra 

Una barra uniforme de área de sección transversal A, longitud ! y módulo de Young E, tiene sus dos extremos 
conectados por resortes, amortiguadores y masas, como se muestra en la figura 9.8(a). Establezca las condi¬ 
ciones límite. 

Solución: Los diagramas de cuerpo libre de las masas y m 2 se muestran en la figura 9.8(b). A partir de esto, 
vemos que el extremo izquierdo ( x = 0), la fuerza desarrollada en la barra debido a u y du/dx positivos debe 
ser igual a la suma de las fuerzas del resorte, del amortiguador y de la inercia: 

du , , du , d 2 u , 

AE—- (0, í) = fci«(0, t) + cj— 0,0 + m \—T (0,f) (E.l) 

dx dt dt 

Asimismo, en el extremo derecho ( x = /), la fuerza en la barra desarrollada por u y du/dx positivos debe ser 
igual a la suma de las fuerzas del resorte, del amortiguador y de la inercia: 

du , , du , d 2 u , 

AE— (h 0 = 0 “ °2— O, 0 ~ m 2 — (/, 0 (E.2) 

dx dt dt~ 


k í x = 0 



c-í m 1 



m^li - -► +x. 



m i 

Diagrama de cuerpo libre de la masa m 1 


_ -|— < m-jü 



m 2 


Diagrama de cuerpo libre de la masa m 2 


(b) 

Figura 9.8 Barra con sus extremos conectados a resortes, masas y amortiguadores. 


Ortogonalidad 
de funciones 
normales 


Las funciones normales para la vibración longitudinal de barras satisfacen la relación de 
ortogonalidad 



Uj(x)Uj(x) dx = 0 


(9.53) 


donde U¡(x) y Uj(x) denotan las funciones normales correspondientes a las frecuencias naturales 
í-ésima y /-ésima cu i y cop respectivamente. Cuando u(x, t) = U¡(x)T(t) y u(x, i) = Uj(x)T(t) se asu¬ 
men como soluciones, la ecuación (9.49) ofrece 


2 d 2 U¡{x) 

c - 9 

dx 2 


+ Cd 2 Uj(x) = 0 


o 


c 2 U"(x) + (ú 2 U¡(x ) = 0 


(9.54) 
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Ejemplo 9.3 


y 


d 2 U¡(x) 


dx 2 


+ cjjUj(x) =0 o c 2 U"(x) + w 2 Uj(x) = 0 


(9.55) 


d 2 Uj 

donde U" = —, y U'j 
dx~ 

(9.55) por U¡ presenta 


d 2 Uj 

-—. La multiplicación de la ecuación (9.54) por £/• y de la ecuación 

dx ¿ 


c 2 U"Uj + a) 2 U¡Uj = 0 (9.56) 

c 2 U"jUi + cjjUjUi = 0 (9.57) 


La resta de la ecuación (9.57) de la ecuación (9.56) y la integración de 0 a l resulta en 


UjUjdx = - 


u¡J o 


(Uj'Uj - U'-Ui) dx 


[U¡Uj - UjUj] 


(9.58) 


Se puede demostrar que el lado derecho de la ecuación (9.58) es cero con cualquier combinación de 
condiciones límite. Por ejemplo, si la barra está fija en x = 0 y libre en x = l, 

u{ 0, t) = 0, t > 0 o £7(0) = 0 (9.59) 

— {l,t)= 0, t > 0 o £/'(/) = 0 (9.60) 

dx 

Por lo tanto, (U¡Uj — UjU¡)\ x=¡ = 0 porque U' es cero (ecuación (9.60)) y {U[Uj — UjU¡) |_ T=0 = 0 
porque U es cero (ecuación 9.59)). La ecuación (9.58) se reduce por tanto a la ecuación (9.53), la 
cual también se conoce como principio de ortogonalidad para las funciones normales. 


Vibraciones libres de una barra con un extremo empotrado y el otro libre 


Encuentre las frecuencias naturales y la solución de vibración libre de una barra empotrada en un extremo 
y libre en el otro. 

Solución: Que la barra esté empotrada en x = 0 y libre en x = /, de modo que las condiciones límite puedan ser 


u( 0, t ) 

= o, 

t > 0 

(E.l) 

du . 

VxM 

= 0, 

t > 0 

(E.2) 


El uso de la ecuación (E.l) en la ecuación (9.51) proporciona A = 0, en tanto que el uso de la ecuación (E.2) 
ofrece la ecuación de frecuencia 


w col col 

B— eos— = 0 o eos— = 0 (E.3) 

~ c c c 
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Ejemplo 9.4 


Los valores eigen o frecuencias naturales son 

co„l 


= (2n + 1)—, n = 0,1,2, ... 
c 2 


(2 n + 1)t tc 
21 ’ 


n = 0, 1,2, ... 


(E.4) 


Por lo tanto, la solución total (vibración libre) de la ecuación (9.49) se escribe, utilizando el método de super¬ 
posición de modos, como 


i(x,í) = 2 u n (x,t) 

n =0 


00 (2/7 + 1)7TX 

= 2 sen —t7— 

n=0 


(2/7 + 1)t TCf (2/7 + 1) 77CÍ 

C„ eos-¡- £>„ sen 


2 / 


2/ 


(E.5) 


donde los valores de las constantes C„ y D n se determinan a partir de las condiciones iniciales, como en las 
ecuaciones (9.33) y (9.34) 


C n = t / “oM sen 
I . o 


(2/7 + 1)ttjc 
21 


dx 


(E.6) 


D„ — 


" (2/7 + 1)ttc Jo 


; (2/7 + 1)ttx 

¿o(^) sen-—- í/jc 


(E.7) 


Frecuencias naturales de una barra que soporta una masa 

Encuentre las frecuencias naturales de una barra con un extremo empotrado y una masa adjunta en el otro 
extremo, como se muestra en la figura 9.9. 

Solución: La ecuación (9.49) proporciona la ecuación que rige la vibración axial de la barra y la solución la 
presenta la ecuación (9.51). La condición límite en el extremo empotrado Cy = 0) 

k( 0, í) = 0 (E.l) 

conduce a A = 0 en la ecuación (9.51). En el extremo x = l, la fuerza de tensión en la barra debe ser igual a 
la fuerza de inercia de la masa vibratoria M, y por consiguiente 

du , d 2 u , 

AE — (l,t) = —M y(/,í) (E.2) 

dx a t 2 


2 p,A,E 

/ 


y -- »-y 

M 

/ 

/ 


-- 1 -► 



Figura 9.9 Barra que soporta una masa en un extremo. 
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Con la ayuda de la ecuación (9.51), esta ecuación se expresa como 


co col 7 col 

AE — eos — (C eos cot + D sen cot) = Meo sen — (C eos cot + D sen cot) 
c c c 


Es decir. 


AEco col 7 col 

-eos — = Meo “ sen — 

c c c 


o 


a tan a = (3 


donde 


col 

a = — 
c 

y 

AEI Api m 

P c-M M M 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


donde m es la masa de la barra. La ecuación (E.3) es la ecuación de frecuencia (en la forma de una ecuación 
trascendental) cuya solución presenta las frecuencias naturales del sistema. Las dos primeras frecuencias na¬ 
turales se muestran en la tabla 9.1 para diferentes valores del parámetro ¡3. 


TABLA 9.1 




Valores de la relación de masa p 




0.01 

0.1 

1.0 

10.0 

100.0 

Valor de a\ = 

“tc\ 

l ) 

0.1000 

0.3113 

0.8602 

1.4291 

1.5549 

Valor de = 

a 2 c^ 

1 J 

) 3.1448 

3.1736 

3.4267 

4.3063 

4.6658 


Nota: Si la masa de la barra es insignificante comparada con la masa adjunta, m — 0. 

,-(íY / 2 -(“'Y /I -,on „ 


Y m ) 


a =- * 0 

c 


En este caso 


col col 

tan— — — 

c c 


y la ecuación de frecuencia (E.3) se puede considerar como 
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Ejemplo 9.5 


Ésta proporciona el valor aproximado de la frecuencia fundamental 




pAA 1 / 2 

jm) 


EAV' 2 

m) 



1/2 


donde 


8 . 


Mgl 

EA 


representa el alargamiento estático de la barra por la acción de la carga Mg. 


Vibraciones de una barra sometida a fuerza axial 


Una barra de área de sección transversal uniforme A, densidad p, módulo de elasticidad E y longitud l está em¬ 
potrada en un extremo y libre en el otro. Se somete a una fuerza axial F 0 en su extremo libre, como se muestra 
en la figura 9.10(a). Estudie las vibraciones resultantes si la fuerza F 0 se retira de repente. 

Solución: La deformación por tensión inducida por la fuerza axial F 0 en la barra es 

Fq 

E = - 

EA 

Por lo tanto, el desplazamiento de la barra justo antes de que se elimine la fuerza F 0 (desplazamiento inicial) 
es (vea la figura (9.10b)) 


FqX 

Un = u(x, 0 ) = ex = -, 0 £ x £ l 

v ’ EA 


Como la velocidad inicial es cero, tenemos 


du 

“o = — (*, 0) = 0, 

at 


0 < X < / 


(E.l) 


(E.2) 


| - 

°|- 

i— 


(a) 



(b) 


Figura 9.10 Barra sometida a una fuerza axial en su 
extremo. 
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La ecuación (E.5) del ejemplo 9.3 proporciona la solución general de una barra con un extremo empotrado y 
el otro libre: 


i(x,t) = 2 u n(x, t) 

n =0 


00 (2 n + 1 )ttx 

= y. sen - 

»=0 2 / 


(2 n + 1)t7Cí (2n + 1)ttcí 

C„ eos-h D„ sen 


21 


21 


(E.3) 


donde de las ecuaciones (E.6) y (E.7) del ejemplo 9.3 resultan C„ y D n . Dado que ú 0 = 0, obtenemos 
D n = 0. Utilizando el desplazamiento inicial de la ecuación (E. 1) en la ecuación (E.6) del ejemplo 9.3, obtenemos 


2 f'FoX (2/7 + 1) 7TX 8 FqI (-1)" 

C„ = — / - • sen--- dx = ---- 

I Jo EA 21 EAtt~ (2n + l) 2 


Por lo tanto, la solución es 


u(x, t) 


8 F 0 l ” ("I)” 

EATr 2 ,ío(2n + l) 2 


(2 n + 1)ttx (2 n + l)-7rct 

sen-cos- 


21 


21 


(E.4) 


(E.5) 


Las ecuaciones (E.3) y (E.5) indican que el movimiento de un punto típico en x = x 0 en la barra se compone 
de las amplitudes 


C„ sen 


(2 n + 1 )-7rjco 
21 


que corresponden a las frecuencias circulares 


(2 n + 1)t tc 
21 


9.4 Vibración torsional de una flecha o varilla 


La figura 9.11 representa una flecha no uniforme sometida a un par de torsión externo f(x, t) por 
longitud unitaria. Si 6(x, t) indica el ángulo de torsión de la sección transversal, la relación entre la 
deflexión torsional y el momento de torsión M t (x, 1 ) es según [9.8] 

M,(x,t) = GJ(x)—(x,t) (9.61) 

dx 

donde G es el módulo de cortante y GJ(x) es la rigidez torsional, con J(x) mostrando el momento 
polar de inercia de la sección transversal en el caso de una sección circular. Si el momento polar de 
inercia de masa de la flecha por longitud unitaria es I 0 , el par de torsión de inercia que actúa en un 
elemento de longitud dx es 


IqÓX 


d 2 0 

dt 2 
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(b) 


Figura 9.11 Vibración torsional de una flecha. 


Si un par de torsión externo f(x, t) actúa en la flecha por unidad de longitud, la aplicación de la 
segunda ley de Newton define la ecuación de movimiento: 


( M, + dM,) + f dx — M, = Iq dx 


d 2 0 

dt 2 


(9.62) 


Expresando dM , como 


dM, 

dx 


dx 


y utilizando la ecuación (9.61), se puede obtener la ecuación de vibración torsional forzada para 
una flecha no uniforme: 


d 

dx 


, s d0 , x 
GJ{x) — (x, t) 
dx 


d^O 

+ f{x,t) = I 0 (x)—j(x,t) 
dt 


(9.63) 


Para una flecha no uniforme, la ecuación (9.63) adopta la forma 


d~0 d 2 0 

GJ — (x,t) + f(x,t) = I 0 -¿-(x,t) 
dx~ dt 


(9.64) 


la cual, en el caso de vibración libre, se reduce a 


,d 2 0 


d 2 0 




(9.65) 


donde 



c 


(9.66) 
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Ejemplo 9.6 


Observe que las ecuaciones (9.63) a (9.66) son semejantes a las ecuaciones derivadas en los casos 
de vibración transversal de una cuerda y vibración longitudinal de una barra. Si la barra tiene una 
sección transversal uniforme, 7 0 = pj. De ahí que la ecuación (9.66) se escriba como 

(9.67) 



Condiciones 
en los extremos 
de la barra 

Condiciones 

límite 

Ecuación 
de frecuencia 

Modo 

(función normal) 

Frecuencias 

naturales 

Un extremo 
empotrado 
.. y el otro libre 

é== 

0(0, í) = 0 

f^) = ° 

col n 
eos— = (J 
c 

0(*) = C„sen( 2 "+ / 1 )™ 

= (2« + 1)7tc. 
21 

n = 0,1,2,... 

Los dos 
extremos libres 

fx i 0, f ) = 0 

f(70 = 0 

(1)1 n 
sen — = U 
c 

g(x) = C n eos LEí 

oj n = LEE- 

n = 0,1, 2,... 

Ambos extremos 
empotrados 

3=f 

0 ( 0 , o = o 

0 (/, 0 = o 

o)l n 
sen — = 0 
c 

g(x) = C n eos LEÍ 

,. _ mrc 
- —• 

n = 1, 2, 3,. .. 


Figura 9.12 Condiciones límite para flechas uniformes (varillas) sometidas a vibración torsional. 


Si a la flecha se le imprime un desplazamiento angular f) 0 (x) y una velocidad angular @o( x ) en el 
instante 1 = 0, las condiciones iniciales se expresan como 

0(x, t = 0 ) = 6q(x) 

T(X’ t = 0) = é 0 (x) (9.68) 

ót 

La solución general de la ecuación (9.65) se expresa como 
, „ ( u>x a>x \ . 

6(x, t) = I A eos-b B sen — ¡ (C eos cot + D sen a>t) (9.69) 

Las condiciones límite comunes para la vibración torsional de flechas uniformes se indican en la 
figura 9.12 junto con las ecuaciones de frecuencia y funciones normales correspondientes. 


Frecuencias naturales de una fresa 


Encuentre las frecuencias naturales de la fresa que se muestra en la figura 9.13 cuando el extremo libre del 
vástago está fijo. Asuma la rigidez torsional del vástago como GJ y el momento de inercia de masa de la fresa 
como 7 0 . 

Solución: La ecuación (9.69) proporciona la solución general. Con esta ecuación y la condición límite de 
fijeza 0(0, t ) = 0, obtenemos A = 0. La condición limite en x = / se puede expresar como 

S6 d~0 

GJ-(l,t) = -I 0 — (l,t) (E.l) 

dx dt 2 
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Figura 9.13 Fresa. 


Es decir, 


co col 7 col 

BGJ eos — = BIqco sen — 
c c c 


col col Jpl 7 vastago 

— tan — = — = —- 

c C I 0 I n 


(E.2) 


donde J vástag0 = Jpl. La ecuación (E.2) se puede expresar como 


col 

a tan a = fj donde a = — y ¡3 = 

c 


/vástago 

/n 


(E.3) 


La solución de la ecuación (E.3), y por consiguiente las frecuencias naturales del sistema, se obtienen como 
en el caso del ejemplo 9.4. 


Vibración lateral de vigas 


Ecuación 
de movimiento 


Considere el diagrama de cuerpo libre de un elemento de la viga que se muestra en la figura 9.14, 
donde M(x, t) es el momento de flexión, V{x, t ) es la fuerza cortante, y/(x, t) es la fuerza externa 
por unidad de longitud de la viga. Como la fuerza de inercia que actúa en el elemento de la viga es 

d 2 W 

pA(x) dx —^-( x, t) 
dr¬ 
ía ecuación de movimiento producido por la fuerza en la dirección z da 


d 2 W 

(V + dV ) + f(x, t) dx + V = pA(x) dx —y- (x, t) 

dt 


(9.70) 


donde p es la densidad de masa y A(x) es el área de sección transversal de la viga. La ecuación de 
movimiento producido por el momento con respecto al eje y que pasa por el punto O en la figura 
9.14 conduce a 


(M 4- dM) — (V 4- dV) dx + f(x, t) dx 


dx 


M = 0 


(9.71) 
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/ 0,0 

M(x, t) i, „ i Jj..». M(x, t) + dM(x, t) 


G 


O O' 


,■ ñ v ( x > t) ! . V(x, t ) + dV(x, t) 


\ 


(b) 


Si escribimos 


3V . 

dV = — dx 
dx 


dM 

dM = - dx 

dx 


y se omiten los términos que implican segundas potencias en dx, las ecuaciones (9.70) y (9.71) se 
escriben como 


dV 


d 2 w 


(x, t) + f(x, t) = pA{x) —y (x, í) 
dx dt 


dM 

dx 


( x , t ) — V(x, t) = 0 


(9.72) 

(9.73) 


Utilizando la relación V = dM/dx de la ecuación (9.73), la ecuación (9.72) se escribe como 


d 2 M d 2 w 

■—y(x, t ) + f{x, t) = pA(x) -y (x, t) 
dx dt 


(9.74) 


De acuerdo con la teoría elemental de flexión de vigas (también conocida como teoría de vigas 
delgadas o de Euler-Bernoulli), la relación entre el momento de flexión y la deflexión se expresa 
como [9.8] 


. , . , d 2 w , 

M(x, t) = EI(x) —y ( x , í) 
dx 


(9.75) 


donde E es el módulo de Young e I(x) es el momento de inercia de la sección transversal de la viga 
con respecto al eje y. Insertando la ecuación (9.75) en la (9.74) obtenemos la ecuación de movi¬ 
miento para la vibración forzada lateral de una viga no uniforme: 


d 


2 r 


dx 2 _ 


. . d 2 W 

(x,t) 
dx 


. . d~W 

+ pA(x)—j(x,t) = f(x,t) 
dr 


(9.76) 


Para una viga uniforme, la ecuación (9.76) se reduce a 


3 4 w 


d 2 w 


EI —j(-M) + pA—x(x,t) = f(x,t ) 
dx dt ¿ 


(9.77) 
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Condiciones 

iniciales 


Vibración libre 


Para vibración libre,/(x, t) = 0 y por consiguiente la ecuación de movimiento se escribe como 

yd w , N ó w 


c VT (x,t) + -y 0,0 = o 

dx dt 


(9.78) 


donde 


pA 


(9.79) 


Como la ecuación de movimiento implica una derivada de segundo orden con respecto al tiempo y 
una derivada de cuarto orden con respecto a x, se requieren dos condiciones iniciales y cuatro con¬ 
diciones límite para determinar una solución única para w(x, t). Los valores de desplazamiento 
lateral y velocidad se suelen especificar como w 0 (x) y w 0 (x) en el instante t = 0, de modo que las 
condiciones iniciales son 


w(x, t = 0) = w 0 (x) 

yr(*, t = 0) = w 0 (x) (9.80) 

ót 


La solución de vibración libre se determina con el método de separación de variables como 

w(x,t ) = W(x)T(t) (9.81) 

Sustituyendo la ecuación (9.81) en la (9.78) y reordenando se llega a 

c 2 d 4 W(x) l d 2 T{t) 


W(x) dx 4 T(t) dt 2 


= a = a>~ 


(9.82) 


donde a = co 2 es una constante positiva (vea el problema 9.45). La ecuación (9.82) se puede escribir 
como dos ecuaciones: 


d 4 W{x) 

dx 4 


- (3 4 W(x) = 0 


d 2 T{t) 

dt 2 


+ cú 2 T(t) = 0 


donde 


4 = or = pAui 2 
* c 2 El 

La solución de la ecuación (9.84) se puede expresar como 


(9.83) 

(9.84) 


(9.85) 


T(t) = A eos cot + B sen cot 


(9.86) 
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Condiciones 

límite 


donde Ay B son constantes que se pueden determinar a partir de las condiciones iniciales. Para la 
solución de la ecuación (9.83), supongamos 

W{x) = Ce sx (9.87) 

donde C y s son constantes, y derive la ecuación auxiliar como 

s 4 - 1 8 4 = 0 (9.88) 

Las raíces de esta ecuación son 

s i,2 = ±£, s 3j 4 = ±if3 (9.89) 

De ahí que la solución de la ecuación (9.83) sea 

W(x) = C x e íix + C 2 e~ px + C 3 e ií}x + C A e~ ifix (9.90) 

donde Cj, C 2 , C 3 y C 4 son constantes. La ecuación (9.90) también se expresa como 

W(x) = Qcos ¡3x + C 2 sen fix + C 3 cosh ¡3x + C 4 senh ¡3x (9.91) 

o 

W(x) = Ci(cos [3x + cosh (3x ) + C 2 ( eos [3x — cosh fix) 

+ C 3 (sen [3x + senh j3x ) + C 4 (sen [3x — senh ¡3x ) (9.92) 

donde C 1; C 2 , C 3 y C 4 en cada caso, son constantes diferentes. Las constantes C¡, C 9 , C 3 y C 4 se 
determinan a partir de las condiciones límite. Las frecuencias naturales de la viga se calculan según 
la ecuación (9.85) como 


, [El , El 

(o = /3 2 a /— = (/3/) 2 /-- 

V pA V pAI 4 (9.93) 

La función W(x) se conoce como modo normal o función característica de la viga y oj se conoce 
como frecuencia natural de vibración. Para cualquier viga habrá una infinitud de modos norma¬ 
les con una frecuencia natural asociada a cada modo normal. Las constantes desconocidas C¡ a C 4 
en la ecuación (9.91 ) o (9.92) y el valor de (3 en la ecuación (9.93) se pueden determinar a partir de 
las condiciones limite de la viga como se indica a continuación. 


Las condiciones límite comunes son las siguientes: 
1. Extremo libre: 


Momento de flexión 


El 


r d 2 W 

dx 2 


0 


Fuerza cortante 



0 


(9.94) 
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2. Extremo simplemente apoyado (de pasador): 


Deflexión = w = 0, 


Momento de flexión = El 


d 2 w 

dx 2 


= 0 


3. Extremo fijo (empotrado): 


Deflexión = 0, 


Pendiente = 


dw 

dx 


= 0 


(9.95) 


(9.96) 


Las ecuaciones de frecuencia, los modos (funciones normales) y las frecuencias naturales para 
vigas con condiciones límite comunes se presentan en la figura 9.15 [9.13, 9.17], Ahora consi¬ 
deraremos algunas otras posibles condiciones límite para una viga. 


Condiciones 

en los extremos Ecuación 

de la viga de frecuencia Modo (función normal) Valor de/3„/ 


Ambos extremos sen [3 n I = 0 
articulados 


W n (x) = C„[sen fi n x] 


Ambos extremos 
libres 


eos (3 n l • cosh (3 n l = 1 


Ambos extremos eos (3 n l ■ cosh ¡3 n l = 1 
empotrados 


Un extremo 
empotrado 
y el otro libre 

1 


i 


Un extremo 
articulado 
y el otro libre 


□ 


□ 


eos jS n l • cosh (3 n l = — 1 


Un extremo 

empotrado 

y el otro articulado 

^-n 


tan ¡3 n l — tanh ¡3 n l = 0 


tan ¡3 n l — tanh ¡3 n l = 0 


W n (x) = 
donde 

W n (x) - 
donde 

W n (x) - 
donde 

W n (x) 

donde 


= C„[sen f3 n x + senil ¡3 n x 
+ a n (eos ¡3 n x + cosh /3„x)] 

a = f sen P'1 1 senh Pn 1 

" (cosh ¡3 n l — eos ¡3 n l 

= C„[senh P ,,x n x - sen p n x 
+ a n (cosh p n x - eos P n x)] 


a = f Senil Pn 1 - sen Pn 1 


" (eos ¡3„l — cosh ¡3 n l 


C„[sen ¡3 n x - senh p n x 
- a n (eos /3 n x - cosh P n x)\ 

a = í sen ¡3 n l + senh p„ l 
n (eos ¡3 n l + cosh ¡3 n l 


W n (x) 

donde 


= C„[sen ¡3 n x — senh ¡3 n x 
+ a n (cosh ¡3„x - eos P„x)] 

a = ( sen p n l - senh p„I \ 
n (eos ¡3 n l - cosh j3 n l J 

= C„[sen ¡3 n x + a n senh ¡3 n x] 


í sen f3 n l 
y senh j3 n l 


Pd = n 

P 2 l = 2ir 
P 2 l = 3ir 
/3 4 / = 4ir 

Pf = 4.730041 
ft,/ = 7.853205 
P 3 l = 10.995608 
P 4 I = 14.137165 
(/3I = 0 para el mo¬ 
do de cuerpo rígido) 

P 4 l = 4.730041 
P 2 l = 7.853205 
P 3 1 = 10.995608 
P 4 l = 14.137165 


Pj = 1.875104 
P 2 1 = 4.694091 
P 3 l = 7.854757 
P 4 l = 10.995541 


Pj = 3.926602 
P 2 l = 7.068583 
P 3 l = 10.210176 
P 4 l = 13.351768 


Pj = 3.926602 
f3 2 l= 7.068583 
P 3 l = 10.210176 
P 4 l = 13.351768 
(/3I ~ 0 para el mo¬ 
do de cuerpo rígido) 


Figura 9.15 Condiciones límite comunes para la vibración transversal de una viga. 
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4. Extremo conectado a un resorte lineal, amortiguador y masa (figura 9.16(a)). Cuando el extre¬ 
mo de una viga experimenta un desplazamiento transversal w y pendiente dw/dx, con velocidad 
dw/dt y aceleración d 2 w/dt 2 , las fuerzas resistentes producidas por el resorte, amortiguador y 
masa son proporcionales a w, dw/dt y d 2 w/dt 2 , respectivamente. Esta fuerza resistente está equi¬ 
librada por la fuerza cortante en el extremo. Por consiguiente 


9 

( d 2 w\ 


dw 

d 2 w 

— 

El y 

= a 

kw + c — 

+ m -r- 

dx' 

\ 9 * ) 


dt 

Qj 

N 


(9.97) 


donde a = — 1 para el extremo izquierdo y +1 para el extremo derecho de la viga. Además, el 
momento de flexión debe ser cero; por consiguiente 


EI- 


r d 2 w 

dx 2 


= 0 


(9.98) 


5. Extremo conectado a un resorte torsional, un amortiguador torsional e inercia rotacional (fi¬ 
gura 9.16(b)): en este caso, las condiciones límite son 


EI- 


T d 2 w 

dx 2 


dw d 2 w 

k, -h c, - 

dx dxdt 


+ 1 , 


d 2 W 

° dxdt 2 


(9.99) 


donde a = +1 para el extremo izquierdo y — 1 para el extremo derecho de la viga, y 


d 

dx 



d 2 W 

dx 2 


= 0 


(9.100) 


Ortogonalidad 
de funciones 
normales 


Las funciones normales W(x) satisfacen la ecuación (9.83): 


d 4 W 

dx 4 


(x) — (o 2 W(x) = 0 


(9.101) 


Sean Wj(x) y Wj(x) las funciones normales correspondientes a las frecuencias naturales a>¡ y 
a>j(i A j ), de modo que 


c 


2 


d 4 W¡ 

dx 4 


aífWj = 0 


(9.102) 


y 


d 4 W: 


dx 4 


co 2 Wj = 0 


(9.103) 


Multiplicando la ecuación (9.102) por Wj y la ecuación (9.103) por W¡, restando las ecuaciones 
resultantes de la otra e integrando de 0 a / da 


f 

, d 4 W¡ , 

c 2 - ~ a> 2 W,W¡ 

dx — 

f 

n d W í 

c 2 - T Wj - (iPiWjWi 

Jo 

dx 4 1 ' ‘ 1 


Jo 

dx 4 11 


dx = 0 
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mi ra 2 




Figura 9.16 Vigas conectadas con resortes-amortiguadores-masas en los extremos. 


o 


r l 

W;Wj dx = — 


ail Jo 


( WT'Wj - WiW'¡") dx 


(9.104) 


donde una prima indica diferenciación con respecto a x. El lado derecho de la ecuación (9.104) se 
puede evaluar mediante integración por partes para obtener 


d 


WjWj dx = - 


2 2 
0)¡ — 0)j 


[W¡W'f - WjW'!' + W'jW'j' - W[W'f 


(9.105) 


Se puede demostrar que el lado derecho de la ecuación (9.105) es cero por cualquier combinación 
de condiciones de extremos empotrados o simplemente apoyados. En un extremo libremente apo¬ 
yado, el momento de flexión y la fuerza cortante son iguales a cero de modo que 

W" = 0, W" = 0 (9.106) 

Para un extremo empotrado, la deflexión y pendiente son cero: 

W=0, W'= 0 (9.107) 

En un extremo simplemente apoyado, el momento de flexión y deflexión son cero: 

W" = 0 W=0 (9.108) 

Como cada término en el lado derecho de la ecuación (9.105) es cero con x = 0 o x = l para 
cualquier combinación de las condiciones límite en las ecuaciones (9.106) a (9.108), la ecuación 
(9.105) se reduce a 

WjWj dx = 0 (9.109) 



la cual comprueba la ortogonalidad de funciones normales para la vibración transversal de vigas. 
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Ejemplo 9.7 


Frecuencias naturales de una viga con un extremo empotrado 
y el otro articulado (de pasador) 


Determine las frecuencias naturales de vibración de una viga uniforme empotrada en x = 0 y simplemente 
apoyada en x = l. 

Solución: Las condiciones límite se pueden formular como 


VP(0) = 0 


dW 

dx 


( 0 ) = 0 


W(l) = o 


El^ií) = 0 

dx 


d 2 W 

dx 2 


(0 = o 


La condición (E.l) conduce a 


(E.l) 

(E.2) 

(E.3) 

(E.4) 


Cj + C 3 = 0 

en la ecuación (9.91), mientras que las ecuaciones (E.2) y (9.91) proporcionan 


(E.5) 


dW 

dx 


= j8[— C¡ sen {3x + C 2 eos ¡3x + C 3 senh {3x + C 4 cosh {3x] x=0 = 0 


P[C 2 + C 4 ] = 0 (E.6) 

Así, la solución de la ecuación (9.91) se vuelve 

W(x) = Ci(cos ¡3x — cosh /3x) + C 2 (sen /3x — senh f)x ) (E.7) 

Aplicando las condiciones (E.3) y (E.4) a la ecuación (E.7) se obtiene 

Q(cos /3/ — cosh ¡31 ) + C 2 (sen/3/ — senh ¡31) = 0 (E.8) 

—C^cos {31 + cosh ¡31 ) — C 2 (sen^J/ + senh {31 ) = 0 (E.9) 


Para una solución no trivial de C¡ y C 2 , el determinante de sus coeficientes debe ser cero, es decir, 


(eos [31 — cosh {31 ) (sen {31 — senh {31 ) 
— (eos {31 + cosh {31 ) — (sen {31 + senh {31) 


Expandiendo el determinante se obtiene la ecuación de frecuencia 

eos {31 senh {31 — sen {31 cosh {31 = 0 


o 


tan {31 = tanh {31 


(E.l 1) 
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Las raíces de esta ecuación (3 n I, proporcionan las frecuencias naturales de vibración 


= (W) : 


El 

pAl‘ 


1/2 


n = 1,2, ... 


(E. 12) 


donde la figura 9.15 aporta los valores de /)„/, n = 1,2,... que satisfacen la ecuación (E.l 1). Si el valor de C 2 
correspondiente a /8„, se indica como C 2n , se puede expresar en función de los términos de C ln de acuerdo con 
la ecuación (E.8) como 


= -c 


In 


eos /),,/ — cosh ¡3 n l 
sen fi n l — senh (i n l 

De ahí que la ecuación (E.7) se pueda escribir como 

( eos (i n l — cosh [3J \ 

-—-—— (senfr,* - senh ¡3 n x) 

sen p n l — senh pj j 

Los modos normales de vibración se pueden obtener aplicando la ecuación (9.81) 

w„( x, t) = W„(x) ( A„ eos (o n t + B, t sen co n t) 


(E. 13) 


(E.14) 


(E. 15) 


con W n (x) dada por la ecuación (E. 14). La solución general o total de la viga empotrada en un extremo y sim¬ 
plemente apoyada en el otro se puede expresar por medio de la suma de modos normales: 

OO 

w(x, t) = ( E - 16 ) 

n = 1 


Vibración 

forzada 


La solución de vibración forzada de una viga se puede determinar con el principio de superposición 
de modos. Para esto, la deflexión de la viga se supone como 

OO 

w(x,t) = 2 W„(x)q„(t ) (9.110) 

n =1 

donde W n (x) es el enésimo modo normal o función característica que satisface la ecuación diferen¬ 
cial (ecuación 9.101) 


d 4 W (x) 

EI—^- 4 - colpAW n (x) = 0; n= 1,2,... (9.111) 

dx 

y q n {t) es la coordenada generalizada en el modo enésimo. Sustituyendo la ecuación (9.110) en la 
ecuación de vibración forzada, ecuación (9.77), obtenemos 

“ d*W n (x) “ d 2 q n (t) 

ElJ, , 4 q n {t) + pA 2 W n (x) 2 = f(x,t) (9.112) 

n = 1 dx n = 1 dt 

En vista de la ecuación (9.111), la ecuación (9.112)) se puede escribir como 

00 °° d 2 q (t) 1 

^ co 2 t W n (x)q n (t) + X W„(x) " = —f{x,t) 

,i=l „=i dt~ pA 


(9.113) 















9.5 Vibración lateral de vigas 9-30 


Ejemplo 9.8 


Multiplicando la ecuación (9.113) por W m (x), integrando de 0 a / y utilizando la condición de orto- 
gonalidad, ecuación (9.109), obtenemos 

d 2 q n (t) _ 1 

—— + <Ü <Z»(0 = -7 rQn(t) (9.114) 

dt pAb 

donde Q„(t)e s la fuerza generalizada correspondiente a q n (t) 

i 

Qn(t ) = J'f(x,t)W„(x) dx (9.115) 

o 

y la constante b se obtiene por 

i 

b — Jw 2 n {x)dx (9.116) 

o 

La ecuación (9.114) es, en esencia, la misma que la ecuación de movimiento de un sistema no 
amortiguado de un solo grado de libertad. Utilizando la integral de Duhamel, la solución de la 
ecuación (9.114) se expresa como 


q n (t) = A„ eos u> n t + B n sen co n t 

t 

+ '—/ Qn (t) sen <a n (t - r) dr (9.117) 

pAbw n J 

o 

donde los dos primeros términos del lado derecho de la ecuación (9.117) representan la vibración libre 
o transitoria (que resultan de las condiciones iniciales) y el tercer término indica la vibración de 
estado estable (que resulta de la función forzada). Una vez que se resuelve la ecuación (9.117) por 
n = 1, 2, ..., la solución total se determina a partir de la ecuación (9.110). 


Vibración forzada de una viga simplemente apoyada 


Encuentre la respuesta de estado estable de una viga con ambos extremos articulados sujeta a una fuerza armó- 
nica/(x, f) =/ 0 sen cot aplicada en x = a, como se muestra en la figura 9.17. 

Solución: Método a seguir: Método de superposición de modos. 

La siguiente ecuación expresa las funciones de modo normal de una viga con ambos extremos articulados 
(vea la figura 9.15; también el problema 9.33) 


W n (x) 


sen ¡3 n x 


mrx 

sen- 

/ 


(E.l) 


donde 


PJ = mr 


(E.2) 
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Efecto 
de una 
axial 


La fuerza generalizada Q n {t), resultado de la ecuación (9.115), se vuelve 


Q n (t) = / f{ x 1 1) sen Pn x dx = / 0 sen-sen cot 

Jo ' l 

La ecuación (9.117) proporciona la respuesta de estado estable de la viga 

1 ~ * 


9n(t) = 


pAba>„ Jo 


Q„(t) sen co„ (t ~ t) dr 


(E.3) 


(E.4) 


donde 


b — / W„(x) dx = / sen 2 /3„x dx = — 

Jo Jo 2 


(E.5) 


La solución de la ecuación (E.4) se puede expresar como 


~ mra 

2/ 0 sen ~¡- 

c bÁ t ) ~ — . ~-- sen cot 


pAl col - 


2 _ 2 


(E.6) 


De este modo la ecuación (9.110) presenta la respuesta de la viga: 

, , 2/ 0 “ 1 mra mrx 

w(x,t) = —— 2 j — - ñ sen —— sen —— sen cot 

pAl n= i (jy — (jj- / I 


(E.7) 


I /o sen cot 






Figura 9.17 Viga doblemente articulada sujeta a una 
fuerza armónica. 


El problema de vibraciones de una viga bajo una fuerza axial se aplica en el estudio de vibraciones 
de cables y tensores de postes. Por ejemplo, aunque las vibraciones de un cable se pueden hallar tra¬ 
tándolo como una cuerda equivalente, muchos cables han fallado debido a fatiga provocada por la 
fuerza flexión alterna. Los torbellinos producidos por el cable en viento ligero provocan la flexión alterna. 

Por consiguiente debemos considerar los efectos de la fuerza axial y la rigidez a flexión en las vi¬ 
braciones laterales en el estudio de falla por fatiga de cables. 

Para determinar el efecto de una fuerza axial P(x, t) en las vibraciones producidas por flexión 
de una viga, considere la ecuación de un elemento de la viga, como se muestra en la figura 9.18. 
Para el movimiento vertical, tenemos 

- (V + dV) + f dx + V + (P + dP) sen(0 + dO) - P sen 0 = pA dx^ (9.118) 
y para el movimiento de rotación alrededor de 0 , 

(M + dM) - (V + dV) dx + / dx ^ - M = 0 


(9.119) 
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f(x, t) 



Figura 9.18 Un elemento de una viga some¬ 
tida a carga exial. 


Para deflexiones pequeñas 


. . 86 dw d 2 w 

sen (6 + cW) — 6 + d6 = 6 - dx =-1- dx 

v dx dx dx 2 

Con ésta se pueden combinar las ecuaciones (9.118), (9.119) y (9.75) para obtener una sola ecua¬ 
ción diferencial de movimiento 


dx 


El 


r d 2 w 

dx 2 


d 2 w 
+ pA j 
dt 2 


d 2 W 

) _ 

dx ¿ 


= f 


(9.120) 


Para la vibración libre de una viga uniforme, la ecuación (9.120) se reduce a 


d 4 w 


8 2 w 


d 2 w 


El —j + pA — i .— P—= 0 
dx 4 dt 2 dx 1 


(9.121) 


La solución de la ecuación (9.121) se obtiene aplicando el método de separación de variables como 

w{x,t) = VF(x) (A eos ojt + Bsencot) (9.122) 

La sustitución de la ecuación (9.122) en la ecuación (9.121) da 


El 


d 4 W 


d 2 W 


pAco 2 W = 0 


dx dx 

Suponiendo que la solución W(x) sea 

W{x) = Ce sx 

en la ecuación (9.123), se puede obtener la ecuación auxiliar: 

s 4 _ _ mü! = o 


El 


El 


(9.123) 


(9.124) 


(9.125) 
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Ejemplo 9.9 


Las raíces de la ecuación (9.125) son 


2 2 

Su s2 


P í P 2 pA(o 2 \*/ 2 
2E1 ± \4E 2 ! 2 + El J 


(9.126) 


y por tanto la solución se puede expresar como (con valor absoluto de s 2 ) 

W(x) = C¡ cosh sjx + C 2 senh sjx + C 3 eos í 2 x + C 4 senx 2 x (9.127) 

donde se tienen que determinar las constantes C 1 a C 4 a partir de las condiciones límite. 


Viga sometida a una fuerza de compresión axial 


Encuentre las frecuencias naturales de una viga simplemente apoyada sujeta a una fuerza de compresión axial. 
Solución: Las condiciones límite son 


W( 0 ) 

= 0 

(E.l) 

d 2 W , , 



TT(°) 

dx 

= 0 

(E.2) 

W(i) 

= 0 

(E.3) 

d 2 W , x 



■TTÍO 

dx 

= 0 

(E.4) 


Las ecuaciones (E.l) y (E.2) requieren que Cj = C 3 = 0 en la ecuación (9.127), y por consiguiente 

W(x) = C 2 senh s\X + C 4 sen s 2 x (E.5) 

La aplicación de las ecuaciones (E.3) y (E.4) a la ecuación (E.5) lleva a 

senh syl • sen s 2 l = 0 (E. 6 ) 

Como senh .v¡/ > 0 para todos los valores de s^ # 0, las únicas raíces de esta ecuación son 


s 2 l = nir, n = 0 , 1 , 2 , ... 

Así, las ecuaciones (E.7) y (9.126) proporcionan las frecuencias naturales de vibración 

n 2 Pl 2 \ l / 2 


l ¿ 


pA 


tt ¿ E1 


(E.7) 


(E. 8 ) 


Como la fuerza axial P es de compresión, P es negativa. Además, de acuerdo con la resistencia de materiales, 
la siguiente ecuación presenta la carga de pandeo de Euler mínima para una viga simplemente apoyada [9.9] 


p = 

1 en 


ip-El 


(E.9) 


Por lo que la ecuación (E. 8 ) se puede escribir como 

7T 2 ÍEl\ 1 / 2 


í 2 \pA 


n 4 - n 2 - 


1/2 


(E.10) 
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Efectos 
de inercia 
rotatoria 
y deformación 
por cortante 


A raíz de este ejemplo se pueden hacer las siguientes observaciones: 

1. Si P — 0, la frecuencia natural será la misma que la de una viga simplemente apoyada como aparece en la 
figura 9.15. 

2. Si El = 0, la frecuencia natural (vea la ecuación (E.8)) se reduce a la de una cuerda tensa. 

3. Si P > 0, la frecuencia natural se incrementa a medida que la fuerza de tensión hace más rígida la viga. 

4. A medida que P —> P cú , la frecuencia natural tiende a cero para n = 1. 


Si las dimensiones de sección transversal no son tan pequeñas comparadas con la longitud de la viga, 
tenemos que considerar los efectos de inercia rotatoria y deformación por cortante. El procedimiento, 
presentado por Timoshenko [9.10] se conoce como teoría de vigas gruesas de Timoshenko. Analice 
el elemento de la viga que se muestra en la figura 9.19. Si se omite el efecto de la deformación por 
cortante, la tangente a la línea de centros deformada O'T coincide con la normal a la cara Q'R' (puesto 
que las secciones transversales normales a la línea de centros permanecen normales incluso después 
de la deformación). Debido a la deformación por cortante, la tangente a la línea de centros de¬ 
formada O'T no será perpendicular a la cara Q'R'. El ángulo y entre la tangente a la línea de centros 
deformada (O'T) y la normal a la cara (O'N) indica la deformación por cortante del elemento. Como 
el cortante positivo sobre la cara derecha Q'R' actúa hacia abajo, tenemos, por la figura 9.19, 

dw 

7 = ^ - — (9.128) 

óx 

donde cf> indica la pendiente la curva de deflexión producida sólo por la deformación de flexión. 
Observe que a causa del cortante solo, el elemento experimenta distorsión pero no rotación. 

El momento de flexión M y la fuerza cortante están relacionados con 4> y vv por las fórmulas 2 

dd> 

M = El — (9.129) 

dx 



Figura 9.19 Un elemento de viga de Timoshenko. 


2 La ecuación (9.129) es parecida a la (9.75). La ecuación (9.130) se obtiene de la manera siguiente: 

Fuerza cortante = Esfuerzo cortante X Área = Deformación por cortante X Módulo de cortante X Área 

o bien 

V= yGA 

Esta ecuación se modifica como V = kAGy al introducir un factor k en el lado derecho para que se haga cargo de la forma 
de la sección transversal. 
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y 


V = kAGy = kAG¡ó 



(9.130) 


donde G indica el módulo de rigidez del material de la viga y A: es una constante, también conocida 
como coeficiente de cortante de Timoshenko, la cual depende de la forma de la sección transversal. 
Para una sección rectangular el valor de k es 5/6; para una sección circular es 9/10 [9.11]. 

Las ecuaciones de movimiento para el elemento que se muestra en la figura 9.19 se derivan 
como sigue: 

1. Para traslación en la dirección z: 


— \V(x , t ) + dV(x, f)] + f{x, t) dx + V(x, t) 


= pA(x) dx — y~{x, t) 
dt 

= Inercia traslacional del elemento 

2. Para rotación con respecto a una línea que pasa por el punto D paralela al eje y: 

[M(x, t ) + dM(x, í)] + \V(x, t ) + dV(x, f)] dx 


+ f(x, t) dx 


dx 


M(x, t) 


(9.131) 


d 2 4> 

= pl(x) dx —— = Inercia rotatoria del elemento 

dt 2 


(9.132) 


Utilizando las relaciones 


dV 

dV = — dx 
dx 


dM 

dM = - dx 

dx 


junto con las ecuaciones (9.129) y (9.130), y omitiendo los términos que implican segundas poten¬ 
cias en dx , las ecuaciones (9.131) y (9.132) se expresan como 


d 2 w 


d<f 
dx dx 2 


d 2 4> 


dx 


dw 


El —y — kAG \ <f> - — \ = pl —y 


dx 


d 2 w 


pA l? 

(9.133) 

d 2 4> 


P 1 ^- 

dt 2 

(9.134) 


Resolviendo la ecuación (9.133) para dcf>/dx y restando el resultado en la ecuación (9.134), obtene¬ 
mos la ecuación de movimiento deseada para la vibración forzada de una viga uniforme: 


El 


_ d 4 w 
dx A 


+ pA 


d 2 w 

~d? 


~ Pl 1 + 


d 4 w 


kG ) dx 2 dt 2 


p 2 I d 4 w 
IcGlit 4 
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Ejemplo 9.10 


El d 2 f pl d 2 f 

IagJx 2 IagJí 2 


Para vibración libre, / = 0, y la ecuación (9.135) se reduce a 


El 


d 4 W d 2 W 

Z + pA y 
dx 4 dt 2 


Pl\ 1 + 


d 4 W 


kG J dx 2 dt 


p 2 I d 4 w 

+ Vrr—r = o 


2 =' 2 kG dt 4 


(9.135) 


(9.136) 


Se tienen que aplicar las siguientes condiciones límite en la solución de la ecuación (9.135) 
o(9.136): 


1. Extremo empotrado: 


cf> = w = 0 


2. Extremo simplemente apoyado: 


dd> 

El —= w = 0 
dx 


3. Extremo libre: 



d<f> 

= El — = 0 
dx 


Frecuencias naturales de una viga simplemente apoyada 

Determine los efectos de inercia rotatoria y deformación por cortante sobre las frecuencias naturales de una 
viga uniforme simplemente apoyada. 

Solución: Definiendo 


El_ 

pA 


r = — 
A 


La ecuación (9.136) se escribe como 


, d 4 W d ¿ W 


dx 4 


dt - 


- r ¿ 1 + 


3 4 w pr 2 d 4 w 

+ r = 0 


kG) dx 2 dt 2 kG dt 4 


Podemos expresar la solución de la ecuación (E.2) como 


mrx 

w(x, t) = C sen —-— eos co n t 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


la cual satisface las condiciones límite necesarias en x = 0 y x = /. En este caso, C es una constante y (o n es la 
frecuencia natural enésima. Sustituyendo la ecuación (E.3) en la ecuación (E.2), obtenemos la ecuación 
de frecuencia: 



«Vr 2 

1 + -+ 

/ 2 


n 2 TT 2 r 2 E \ 
Z 2 kG) 


+ 


a 2 n 4 TT 4 \ 

— 


(E.4) 
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Se puede ver que la ecuación (E.4) es una ecuación cuadrática en co 2 , y para cualquier n hay dos valores de 
w n que satisfacen la ecuación (E.4). El valor menor corresponde al modo de deformación por flexión, mientras 
que el valor mayor corresponde al modo de deformación por cortante. 

Los valores de la relación de a> n dada por la ecuación (E.4) a la frecuencia natural dada por la teoría clá¬ 
sica (en la figura 9.15) aparecen trazados para tres valores de ElkG en la figura 9.20 [9.22]. 3 
Observe los siguientes aspectos de inercia rotatoria y deformación por cortante: 

1. Si se considera el efecto de sólo la inercia rotatoria, la ecuación de movimiento resultante no contiene 
ningún término que implique el coeficiente de cortante k. Por consiguiente, obtenemos (por la ecuación 
(9.136)): 


El — + pA— - pl 
dx 4 dt 2 

En este caso la ecuación de frecuencia (E.4) se reduce a 


dx 2 dt 2 


= 0 


Z 4 1 + 


(E.5) 


(E.6) 


2. Si se considera el efecto de sólo la deformación por cortante, la ecuación de movimiento resultante no 
contiene los términos que se originan de pl{8 1 <¡>/dt) en la ecuación (9.134). Así obtenemos la ecuación de 
movimiento 


d 4 w d 2 w EIp d 4 w 

El — r + pA — - -rzr „ „ = 0 


dx a 


at z 


kG dx 2 dt 2 


y la ecuación de frecuencia correspondiente 


r 1 + 


nW E 

l^kG 


(E.7) 


(E.8) 



Figura 9.20 Variación de la frecuencia. 


3 La teoría para derivar la ecuación de movimiento (9.76), que omite los efectos de inercia rotatoria y deformación por 
cortante, se conoce como teoría clásica de Euler-Bernoulli o teoría de vigas delgadas. 
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3. Si se hace caso omiso de los efectos de la inercia rotatoria y la deformación por cortante, la ecuación 
(9.136) se reduce a la ecuación de movimiento clásica, ecuación (9.78), 


y la ecuación (E.4) a 


El— + pA— = 0 


dx* 


at ¿ 


2 4 4 
a n tt 


(E.9) 


(E.10) 


9 . 5.9 La vibración transversal de vigas ahusadas se presenta en las referencias [9.12, 9.14], Wang [9.15] 

analizó las frecuencias naturales de vigas continuas. La respuesta dinámica de vigas de descanso 
OtrOS efectos sobre bases elásticas se consideran en [8.16]. El efecto de la flexibilidad del apoyo en las frecuen¬ 
cias naturales de vigas se presenta en [9.18, 9.19]. En la referencia [9.20] se aborda el problema 
de frecuencias naturales de un sistema de vigas Timoshenko elásticamente conectadas. Hutchinson 
[9.30] compara las soluciones exactas y aproximadas de vigas vibratorias. La vibración de estado 
estable de vigas amortiguadas se considera en la referencia [9.21], 


9.6 Vibración de membranas 


Una membrana es una placa sometida a tensión cuya resistencia a la flexión es insignificante. Por 
lo tanto, una membrana guarda la misma relación con una placa que la que una cuerda guarda con 
una viga. Un ejemplo de membrana es la piel de un tambor. 


9 . 6.1 Para derivar la ecuación de movimiento de una membrana, considere que la membrana está limi- 

tada por una curva plana S en el plano xy, como se muestra en la figura 9.21. Sea/(x, y, t) la carga 
Ecuación de presión que actúa en la dirección z y P la intensidad de la tensión en un punto que es igual al 

de movimiento producto del esfuerzo de tensión por el espesor de la membrana. La magnitud de P suele ser cons¬ 
tante por toda la membrana, como en la piel de un tambor. Si consideramos un área elemental dx dy, 
las fuerzas de magnitud P dx y P dy actúan en las caras paralelas a los ejes y y x, respectivamente, 
como se muestra en la figura 9.21. Las fuerzas netas que actúan a lo largo de la dirección z debido 
a estas fuerzas son 




y 



La presión a lo largo de la dirección z es f(x,y, t) dx dy, y la fuerza de inercia es 


d~W 

p{x, y)—ydx dy 
dt 

donde p(x, y) es la masa por área unitaria. La ecuación de movimiento para la vibración transversal 
forzada de la membrana se obtiene como 


d 2 W d 2 w\ 
dx 2 dy 2 ) 


+ f 



P 


(9.137) 
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T 

) dy 

jL 


O 


dx->~ | 

Sección X±X 2 

Figura 9.21 Membrana sometida a tensión. 


Si la fuerza externa/(x, y, t ) = 0, la ecuación (9.137) proporciona la ecuación de vibración libre 

d 2 W d 2 w\ d 2 W 
K dx 2 + dy 2 ) dt 2 


donde 

íT 

Las ecuaciones (9.137) y (9.138) se expresan como 

PV 2 w + f = p 


d 2 w 

dt 2 


(9.138) 


(9.139) 


(9.140) 


c 2 V 2 w = 


d 2 w 

dt 2 


donde 


d 2 d 2 


V =-b 


dx 2 dy 2 


(9.141) 


(9.142) 


es el operador laplaciano. 
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9 . 6.2 Como la ecuación de movimiento, sean la ecuación (9.137) o la ecuación (9.138), implica derivadas 

parciales de segundo orden con respecto a cada una de las variables t, x y y, necesitamos especi- 
COndiCiOnGS ficar dos condiciones iniciales y cuatro condiciones límite para determinar una solución única del 

iniciales problema. Por lo común, el desplazamiento y la velocidad de la membrana en t = 0 se especifican 

y límite como wq(x, y) y Wq(x, y) De ahí que las condiciones iniciales estén dadas por 


w(x,y, 0) = w 0 (x,y) 

^~{x,y,0) = w 0 (x,y) (9.143) 

at 


Las condiciones límite presentan los siguientes tipos: 

1. Si la membrana está fija en un punto cualquiera (jcj, y,) de un segmento del límite, tenemos 

w ( x i, y\,t) = 0 , t> 0 (9.144) 

2. Si la membrana está libre para su deflexión de manera transversal (en la dirección z) en un punto 
diferente (x 2 , y 2 ) del límite, entonces el componente de fuerza en la dirección z debe ser cero. 
Por lo tanto 


P — (x 2 , y 2 , t) = 0, t > 0 (9.145) 

donde dw/dn representa la derivada de w con respecto a una dirección normal n al límite en el 
punto (x 2 , y 2 ). 

La solución de la ecuación de movimiento de la membrana vibratoria se presentó en las refe¬ 
rencias [9.23-9.25]. 


Ejemplo 9.11 Vibraciones libres de una membrana rectangular 


Encuentre la solución de vibración libre de una membrana rectangular de lados a y b a lo largo de los ejes x y 
y, respectivamente. 

Solución: Utilizando el método de separación de variables, se supone que w(x, y, t ) es 
w(x,y,t) = W(x,y) T(t) = X(x) L(y) T(t) 

Con las ecuaciones (E.l) y (9.138) obtenemos 

d 2 X(x) 


dx ¿ 
d 2 Y(y) 
dy 2 
d 2 T(t) 
dt 2 


+ a 2 X{x) = 0 
+ I3 2 Y( y) = 0 
+ co 2 T(t) = 0 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


donde a 2 y /3 2 son constantes relacionadas con (o 2 como sigue: 


/3 2 = — - a 2 
c 


(E.5) 
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Las soluciones de las ecuaciones (E.2) y (E.4) son 

X(x) = C] eos ax + C 2 sen ax (E. 6 ) 

Y {y) = C 3 eos fly + C 4 sen ¡3y (E.7) 

T(t) = A eos cot + B sen cot (E. 8 ) 

donde las constantes C¡ a C 4 , A, y B se determinan a partir de las condiciones límite e iniciales. 


9.7 Método de Rayleigh 


Se puede aplicar el método de Rayleigh para hallar la frecuencia natural fundamental de sistemas 
continuos; es inclusive mucho más sencillo que el análisis exacto para sistemas con distribuciones 
variables de masa y rigidez. Aunque el método es aplicable a todos los sistemas continuos, en esta 
sección se aplicará sólo a vigas. 4 Analice la viga que se muestra en la figura 9.14. Para aplicar el 
método de Rayleigh tenemos que derivar expresiones para las energías cinética y potencial máxi¬ 
mas, y el cociente de Rayleigh. La energía cinética de la viga se expresa como 


T = 



dm 



l 

w 2 pA(x) dx 


(9.146) 


La energía cinética máxima se determina suponiendo una variación armónica w(x, t) = W(x) eos cot: 



¡ 

pA(x)W 2 (x) dx 


(9.147) 


La energía potencial de la viga V es igual al trabajo realizado al deformar la viga. Omitiendo el 
trabajo realizado por las fuerzas cortantes, tenemos 

1 f‘ 

V = ~ M d6 (9.148) 

2 Jo 


donde M es el momento de flexión proporcionado por la ecuación (9.75) y 0 es la pendiente de la 

dw 

viga deformada resultado de 0 = —. Por consiguiente, la ecuación (9.148) se puede reescribir como 

dx 


V = 



d 2 w 

-y dx 

dx 2 



(9.149) 


Como el valor máximo de w(x, t) es W(x), el valor máximo de V está dado por 


1 f l (d 2 W{x)\ 2 

Knáx = 2j Q dx 2 I dx 


(9.150) 


4 Penny y Reed [9.26] presentan un método de ecuación integral para determinar la frecuencia fundamental de vigas 
vibratorias. 
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Ejemplo 9.12 


Igualando T máx a V máx , obtenemos el cociente de Rayleigh: 


R(co) = co 2 


El 


d 2 W(x)\ 2 
dx 2 


dx 


pA(W(x)) 2 dx 


(9.151) 


Por lo tanto, la frecuencia natural de la viga se puede determinar una vez que se conoce la deflexión 
W(x). Suele suceder que W(pc) no sea conocida y por tanto debe suponerse. Por lo general se supone 
la forma de equilibrio estático para W(x) para obtener la frecuencia fundamental. Es importante no¬ 
tar que, sin querer, la forma supuesta W(x) introduce una restricción en el sistema (la cual equivale 
a agregar más rigidez al sistema), y por lo tanto la frecuencia dada por la ecuación (9.151) es más 
alta que el valor exacto [9.27]. 

Para una viga escalonada, la ecuación (9.151) se puede escribir de una manera más útil como 
R(a>) = oí 2 


E\I\ 



dx + E 2 I 2 



dx + ■ ■ ■ 


rh rh 

pA\ / W 2 dx + pA 2 / W 2 dx + 

J 0 Jl¡ 


donde E¡, I¡, A¡ y l¡ corresponden al paso i-ésimo (i = 1, 2, ...). 


(9.152) 


Frecuencia fundamental de una viga ahusada 

Encuentre la frecuencia fundamental de vibración transversal de la viga en voladizo no uniforme que se mues¬ 
tra en la figura 9.22, utilizando la forma deformada W (x) = (1 — x/l) 2 . 

Solución: Se puede comprobar que la forma deformada que se proporciona satisface las condiciones límite de 
la viga. El área de sección transversal A y el momento de inercia I de la viga se expresan como 

. . hx , . 1 (hx Y 

i{x) - T' 'M-ütrJ (E1) 


z y 



Figura 9.22 Viga ahusada en voladizo. 
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El cociente de Rayleigh proporciona 


2^ 2 


a> 2 = 


o \nrj\i 


— dx 


ÍAt 


= 2.5 : 


Eh ¿ 


x y PT 

1 — y ] dx 


(tí = 1.5811 


El? y / 2 

p/ 4 


(E.2) 


En este caso se sabe que el valor exacto de la frecuencia [9.2] es 


(tí¡ = 1.5343 


Eh} Y /2 

pl 4 


(E.3) 


Así se ve que el valor de dado por el método de Rayleigh es 3.0503 por ciento más alto que el valor exacto. 


9.8 Método de Rayleigh-Ritz 


El método de Rayleigh-Ritz se considera como una extensión del método de Rayleigh. Se basa 
en la premisa de que se puede obtener una aproximación más cercana al modo natural exacto su¬ 
perponiendo varias funciones supuestas que con una sola función supuesta, como en el método de 
Rayleigh. Si las funciones supuestas se eligen adecuadamente, este método proporciona no sólo el 
valor aproximado de la frecuencia fundamental sino también los valores aproximados de las fre¬ 
cuencias naturales altas y los modos. Se puede utilizar una cantidad arbitraria de funciones, y las 
frecuencias que se pueden obtener equiparan la cantidad de funciones utilizadas. Una gran cantidad 
de funciones, aunque implica más trabajo de cálculo, conduce a resultados más precisos. 

En el caso de vibración transversal de vigas, si se escogen n funciones para aproximar la de¬ 
flexión W(x), podemos escribir 

W(x) = ciwi(x) + C 2 W 2 {x) + ■•• + c n w n (x) (9.153) 

donde iV|(jc), w 2 (x ),..., w n (x) son funciones linealmente independientes conocidas de la coordenada 
espacial x, las cuales satisfacen las condiciones límite del problema, y Cj, c 2 ,..., c n son coeficientes 
que se tienen que determinar. Hay que determinar los coeficientes c¡ de modo que funciones su¬ 
puestas w¡(x) den la mejor aproximación posible a los modos naturales. Para obtener tales aproxi¬ 
maciones, los coeficientes c¡ se ajustan y la frecuencia natural se hace estacionaria en los modos 
naturales. Para esto sustituimos la ecuación (9.153) en el cociente de Rayleigh, ecuación (9.151), 
y la expresión resultante se diferencia parcialmente con respecto a cada uno de los coeficientes c¡. 
Para que la frecuencia natural sea estacionaria, igualamos a cero cada una de las derivadas parciales 
y obtenemos 


dQ 2 ) 

dc¡ 


= 0, 


i = 1, 2, ..., n 


(9.154) 
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Ejemplo 9.13 


La ecuación (9.154) indica un conjunto de n ecuaciones algebraicas lineales en los coeficientes c¡, 
c 2 , ..., c n y también contiene la cantidad indeterminada a> 2 . Esto define un problema de valor eigen 
algebraico semejante a los que se presentaron en sistemas de varios grados de libertad. La solución 
de este problema de valor eigen suele proporcionar n frecuencias naturales cof, i = 1, 2,y n 
vectores eigen, y cada uno contiene un conjunto de números para Cj, c 2 ,..., c n . Por ejemplo, el vec¬ 
tor eigen z-ésimo correspondiente a a>¡ se puede expresar como 


CÍO = 



~(0 


(9.155) 


Cuando este vector (los valores de c[ l \ c^\ ..., c$) se sustituye en la ecuación (9.153), obtenemos 
la mejor aproximación posible al modo z-ésimo de la viga. Un método de reducir el tamaño del 
problema eigen en el método de Rayleigh-Ritz se presenta en la referencia [9.28]. En la referencia 
[9.29] se da un nuevo método, que combina las ventajas del análisis de Rayleigh-Ritz y el método 
de elemento finito. El procedimiento básico de Rayleigh-Ritz se ilustra con la ayuda del siguiente 
ejemplo. 


Primeras dos frecuencias de una viga ahusada 


Encuentre las frecuencias naturales de la viga ahusada en voladizo del ejemplo 9.12 siguiendo el método de 
Rayleigh-Ritz. 


Solución: Suponemos que las funciones de deflexión w¡(x) deben ser 


W Á X ) = ( 1 - y 


. . XI X 

W 2(X) = 7 1 


l\ 1 


(E.l) 


(E.2) 


2 / \ 2 
XI X ' 




Si utilizamos la aproximación de un término 


(E.3) 


W(x) = cj ( 1 - y 


(E.4) 


la frecuencia fundamental será la determinada en el ejemplo 9.12. Ahora utilizamos la aproximación de dos 
términos 


W(x) = ci ( 1 - y 



(E.5) 
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El cociente de Rayleigh está dado por 


R[W(x)] = co 2 = 




(E.6) 


donde 


r 1 íd 2 w( x)Y 

x= í E,w h? 


dx 


(E.7) 


Y = pA(x)[W(x)] 2 dx 


(E.8) 


Si se sustituye la ecuación (E.5), la ecuación (E.6) se transforma en una función de y c 2 . Las condiciones 
que hacen a cu 2 o R[W(x)\ estacionarios son 


dX dY 
Y -X — 


d(co ) dC\ 

dCi 

d((0 2 ) 


dX dY 

Y - X - 

dc 2 dc 2 


dc 2 


= 0 


= 0 


(E.9) 


(E.10) 


Estas ecuaciones se pueden reescribir como 


dX 

X dY 

dX 

dc¡ 

Ydc¡ 

dCi 

dX 

X dY 

dX 

dc 2 

’Y de2 

dc 2 


, dY_ 

dc'i 

,dY_ 

dc 2 


(E .11) 
(E. 12) 


Sustituyendo la ecuación (E.5) en la ecuación (E.7) y (E.8), obtenemos 


Eh 3 (c\ c 2 CjC 2 


X= , , 

3/3 V 4 10 

Y= phl 


c 2 \ c\ 2c t c 2 
30 + 280 + 105 


(E. 13) 


(E.14) 


Con la ayuda de las ecuaciones (E.13) y (E.14), las ecuaciones (E.ll) y (E. 12) se expresan como 


1 2 1 

- w - 

2 ~ 15 

1 7 2 

- ü> ¿ - 

5 ~ 105 


1 2 2 

5 _ ~ ’ 105 

1 2 1 A 

- (O - 

5 ~ 140/ 


(E. 15) 


donde 


3 co 2 pl 4 
Eh 2 


(E. 16) 
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Si igualamos a cero el determinante de la matriz en la ecuación (E. 15), obtenemos la ecuación de frecuencia 


- w 

8820 ~ 


13 2 

- (O 

1400 ~ 



(E.17) 


Las raíces de la ecuación (E. 17) son íuj = 2.6599 y io 2 = 8.6492. Por consiguiente, las frecuencias naturales 
de la viga ahusada son 


y 


"i 


1.5367 


fEfA '/ 2 

Vp/ 4 / 


(E.18) 


(02 


4.9936 


ÍEfA '/ 2 

\pl 4 ) 


(E.19) 


9.9 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 9.14 Trazo de la respuesta de vibración forzada de una viga 
simplemente apoyada 


Utilizando MATLAB, trace la respuesta de estado estable de la viga doblemente articulada considerada en el 
ejemplo 9.8, ecuación (E.7), para n = 1, 2 y 5. 


x = 20, n = 1 



t 
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Ejemplo 9.15 


Solución: El programa MATLAB para trazar la ecuación (E.7) del ejemplo 9.8 en x = 20 con n — 1, 2, y 5 
se da a continuación. 

%Ex8_14.m 
x = 20; 
fO = 100; 
a = 10; 

A = 1; 

1 = 40; 

ro = 0.283/386.4; 
w = 100; 
n = 1; 

wn = (n 2 ) * 360.393674; 
for i = 1: 1001 

t(i) = 3 * (i-D/1000; 

wl(i) = ( 2*f0/(ro*A*l) )*sin (n*pi*a/l)*sin (n*pi*x/l)*sin 
(w*t (i) ) / (wn 2 -w 2 ) ; 

end 
n = 2; 

for i = 1: 1001 

t (i) = 3 * (i-D/1000; 

w2(i) = ( 2*f0/(ro*A*l) )*( sin (pi*a/l)*sin (pi*x/l)*sin 
(w*t(i))/(360.393674 2 -w 2 )+sin (2*pi*a/l)*sin 
(2*pi*x/l)*sin (w*t(i))/((2*360.393674) 2 -w 2 ) ); 

end 

for i = 1: 1001 

t(i) = 3 * (i-D/1000; 

w3(i) = ( 2*f0/(ro*A*l) )*( sin (pi*a/l)*sin (pi*x/l)*sin 
(w*t(i))/(3 60.3 93 674^2-w^2)+sin (2*pi*a/l)+sin 
(2*pi*x/l)*sin (w*t(i))/((2*360.393674) 2 -w 2 )+sin 
(5*pi*a/l)*sin (5*pi*x/l)*sin (w*t(i))/ 

( (5*360.393674) 2 -w 2 ) ); 

end 

subplot ('311'); 

plot(t,wl); 

ylabel ( 'w (x, t) ') ; 

title('x = 20, n = l 7 ); 

subplot ('312'); 

plot(t,w2); 

ylabel('w(x,t)'); 

title('x = 20, n = 1, 2'); 

subplot('313'); 

plot(t,w3); 

xlabel('t'); 

ylabel ( 'w (x, t) ') ; 

title('x = 20, n = 1, 2, 5'); 


Solución de una ecuación de frecuencia 


Utilizando MATLAB, encuentre la raíz o raíces de la ecuación de frecuencia conespondiente a la viga empo¬ 
trada en un extremo y libre apoyada en el otro 

tan /?„/ — tanh j5J = 0 

con el valor de inicio de /3J = 3.0. 

Solución: 


>> x = fzero(inline('tan(y)-tanh(y)'), 3.0) 
x = 


3.92660231204792 
>> tan (x) - tanh (x) 
ans = 


-4.44 089209850062 6e-016 
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Ejemplo 9.16 


Programa para encontrar raíces de ecuaciones trascendentales y no 
lineales 


Desarrolle un programa general MATLAB, llamado Programl2 . m para determinar las raíces de ecuaciones 
no lineales y trascendentales. Úselo para determinar la raíz de la ecuación 

tan ¡31 — tanh ¡31 = 0 (E.l) 

Solución: Se desarrolla Programl2 .m para que acepte los siguientes datos de entrada: 

n = cantidad de raíces a determinar 

xs = suposición inicial de la primera raíz 

xinc = incremento inicial que se utilizará para buscar la raíz 

nint = máximo de subintervalos que es utilizará (valor usual: 50) 

iter = máximo de iteraciones permitido para encontrar una raíz (valor usual: 100) 

eps = requerimiento de convergencia (valor usual: 10 6 ) 

La ecuación no lineal dada se debe definir en un subprograma llamado function.m. El programa proporciona 
las raíces calculadas como datos de salida. 


>> programsl2 

Raíces de una ecuación no lineal 

Datos: 
n =5 

xs = 2.000000e+000 

xinc = 1.000000e-001 

nint = 50 

iter = 100 

eps = 1.000000e-006 

Raíces 

3.926602e + 000 
7.068583e+000 
1.021018e+001 
1.335177e+001 
1.649336e + 001 


Resumen del capítulo 

Hemos estudiado el método de derivar la ecuación de movimiento de sistemas continuos como cuerdas, barras, 
flechas, vigas y membranas. Presentamos los métodos de determinar las frecuencias naturales, modos y solución 
de vibración libre por medio de las condiciones iniciales y límite pertinentes. Describimos un método de ana¬ 
lizar la vibración forzada de vigas por medio del método de superposición de modos. Además, vimos los efec¬ 
tos de la fuerza axial, inercia rotatoria y deformación por cortante en la vibración de vigas. Estudiamos los 
métodos de Rayleigh y Rayleigh-Ritz para hallar las frecuencias naturales aproximadas de sistemas continuos. 
Por último, presentamos el uso de MATLAB para encontrar las soluciones de vibración forzada libre de sis¬ 
temas continuos. 

Ahora que ya ha concluido este capítulo, deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resolver 
los problemas que se presentan a continuación. 
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Preguntas de repaso 

9.1 Responda brevemente lo que se pide: 

1. ¿Cómo difiere un sistema continuo de un sistema discreto en la naturaleza de su ecuación 
de movimiento? 

2. ¿Cuántas frecuencias naturales tiene un sistema continuo? 

3. ¿Son importantes las condiciones límite en un sistema discreto? ¿Por qué? 

4. ¿Qué es una ecuación de onda? ¿Qué es una solución de onda viajera? 

5. ¿Cuál es la importancia de la velocidad de onda? 

6. Mencione las condiciones límite que se tienen que especificar en el extremo simplemente apo¬ 
yado de una viga si (a) se utiliza la teoría de vigas delgadas y (b) si se utiliza la teoría de vigas 
de Timoshenko. 

7. Mencione las condiciones límite posibles en los extremos de una cuerda. 

8. ¿Cuál es la diferencia principal en la naturaleza de las ecuaciones de frecuencia de un sistema 
discreto y un sistema continuo? 

9. ¿Cuál es el efecto de una fuerza de tensión en las frecuencias naturales de una viga? 

10. ¿En qué circunstancias la frecuencia de vibración de una viga sometida a una carga axial se vuelve 
cero? 

11. ¿Por qué la frecuencia natural de una viga se reduce si se consideran los efectos de deformación 
por cortante e inercia rotatoria? 

12. Presente dos ejemplos prácticos de la vibración de membranas. 

13. ¿Cuál es el principio básico que se utiliza en el método de Rayleigh? 

14. ¿Por qué siempre la frecuencia natural dada por el método de Rayleigh es mayor que el valor ver¬ 
dadero de cof! 

15. ¿Cuál es la diferencia entre el método de Rayleigh y el método de Rayleigh-Ritz? 

16. ¿Qué es el cociente de Rayleigh? 

9.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. Los sistemas continuos son los mismos que los sistemas distribuidos. 

2. Se puede considerar que los sistemas continuos tienen una infinitud de grados de libertad. 

3. La ecuación rectora de un sistema continuo es una ecuación diferencial común. 

4. Las ecuaciones de vibración libre correspondientes al movimiento transversal de una cuerda, el mo¬ 
vimiento longitudinal de una barra y el movimiento torsional de una flecha, tienen la misma forma. 
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5. Los modos normales de un sistema continuo son ortogonales. 

6. Una membrana tiene una resistencia a la flexión cero. 

7. El método de Rayleigh se puede considerar como un método de conservación de energía. 

8. El método de Rayleigh-Ritz asume que la solución es una serie de funciones que satisfacen 
las condiciones límite del problema. 

9. Para un sistema discreto, las condiciones límite se tienen que aplicar explícitamente. 

10. La teoría de vigas de Euler-Bernoulli es más precisa que la teoría de Timoshenko. 


9.3 Escriba en los siguientes espacios en blanco las palabras correctas: 


1 . 

2 . 


3. 


4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


La ecuación de vibración libre de una cuerda también se llama ecuación_. 

La ecuación de frecuencia también se conoce como ecuación_. 

El método de separación de variables se utiliza para expresar la solución de vibración libre de una 
cuerda como una_de funciones de x funciones de t. 


Tanto las condiciones límite como las condiciones 


. se tienen que especificar para deter¬ 


minar la solución de un sistema continuo vibratorio. 

En la solución de onda w(x, i) = w\{x — ct ) + w 2 (x + ct), el primer término representa la onda 
que se propaga en las direcciones_de x. 

Las cantidades El y GJ se llaman rigideces de_y_, respectivamente. 

La teoría de vigas delgadas también se conoce como teoría de_. 


La vibración lateral de una viga delgada está regida por una ecuación diferencial parcial de 
_orden en la variable espacial. 

Cuando una viga se somete a una fuerza axial (tensión),_la frecuencia natural. 

La teoría de vigas de Timoshenko se puede considerar como una teoría de vigas_. 

La piel de un tambor se puede considerar como una_. 

Una cuerda tiene la misma relación con una viga que una membrana con una_. 

El método de Rayleigh se puede utilizar para estimar la frecuencia natural_de un siste¬ 

ma continuo. 

El indica la_en una viga. 


dx ¿ 

Para un sistema discreto, las ecuaciones rectoras son ecuaciones diferenciales . 
Una carga de tensión axial incrementa la_flexión de una viga. 


La energía _ 


La energía _ 


. de una viga la indica 
. de una viga la indica 


P A 


( dw 


\ at 


El 


dx ¿ 


dx. 


dx. 


9.4 Seleccione la respuesta más adecuada de entre las opciones dadas: 

1. La ecuación de frecuencia de un sistema continuo es 

a. una ecuación polinomial 

b. una ecuación trascendental 

c. una ecuación diferencial 

2. La cantidad de frecuencias naturales de un sistema continuo es 

a. infinita b. una c. finita 

3. Cuando la fuerza axial tiende a la carga de pandeo de Euler, la frecuencia fundamental de la viga 
alcanza 

a. el infinito b. la frecuencia de una cuerda tensa c. cero 





















Preguntas de repaso 9-52 


4 . El valor del coeficiente de cortante de Timoshenko depende de lo siguiente: 

a. la forma de la sección transversal 

b. el tamaño de la sección transversal 

c. la longitud de la viga 

5. Un operador laplaciano está dado por 

d 2 

a. - 

dx dy 

a 2 a 2 a 2 

b- 2 H —2 + 2 jnr 

dx 2 dy 2 dx dy 

d 2 d 2 

dx 2 dy 2 


6. La condición límite correspondiente al extremo libre de una barra en vibración longitudinal es 

a. n(0, t) = 0 
du , 

b. — (0, r) = 0 

dx v ' 

c. AE— (0 ,t) - u(0,t) = 0 


7. La ortogonalidad de funciones normales de vibración longitudinal de una barra está dada por 

a. í Ui(x)U¡(x) dx = 0 
Jo 

b. / (u;Uj - UjU¡) dx = 0 
Jo 


c. 


( U¡(x ) + Uj(x)) dx = 0 


9.5 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes respecto a las condiciones límite para una 
viga delgada: 


1. Extremo libre 

2. Extremo articulado 

3. Extremo empotrado 

4 . Extremo elásticamente restringido 


a. Momento de flexión = 0; fuerza cortante igual a la 
fuerza de resorte. 

b. Deflexión = 0; pendiente = 0 

c. Deflexión = 0; momento de flexión = 0 

d. Momento de flexión = 0; fuerza cortante = 0. 


9.6 Correlacione los elementos en las dos columnas con respecto a una viga uniforme: 


1. IV = 0 

2 . W = 0 

3. W" = 0 


a. Momento de flexión cero 

b. Desplazamiento transversal cero 

c. Fuerza cortante cero 


4. W" = 0 


d. Pendiente cero 
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9.7 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes en relación con la ecuación de onda 

2 3 2 w d 2 W _ 
dx 2 dt 2 


1. c = 



2. c = 



3. c = 



a. Vibración longitudinal de una barra 


b. Vibración torsional de una flecha 


e. Vibración transversal de una cuerda 


Problemas 


Sección 9.2 Vibración transversal de una cuerda o cable 

9.1 Determine la velocidad de propagación de ondas en un cable de masa p = 5 kg/m cuando se estira por 
una tensión P = 4000 N. 

9.2 Un cable de acero de 2 mm de diámetro se fija entre dos puntos localizados a 2 m uno de otro. La fuerza 
de tensión en el cable es de 250 N. Determine (a) la frecuencia fundamental de vibración y (b) la velo¬ 
cidad de propagación de ondas en el cable. 

9.3 Un cable estirado de 2 m de longitud tiene una frecuencia fundamental de 3 000 Hz. Encuentre la fre¬ 
cuencia del tercer modo. ¿Cómo cambian las frecuencias fundamentales y el tercer modo si la tensión 
se incrementa 20 por ciento? 

9.4 Encuentre el tiempo que requiere una onda transversal para viajar a lo largo de una línea de transmisión 
de una torre a otra que está a 300 m. Suponga el componente horizontal de la tensión en el cable como 
30 000 N y la masa del cable como 2 kg/m de longitud. 

9.5 Un cable de longitud / y masa p por unidad de longitud se estira bajo una tensión P. Un extremo del 
cable está conectado a una masa m, la cual puede moverse en una ranura libre de fricción, y el otro 
extremo está sujeto a un resorte de rigidez k, como se muestra en la figura 9.23. Derive la ecuación de 
frecuencia para la vibración transversal del cable. 



Figura 9.23 
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9.6 La cuerda de un instrumento musical está fija por ambos extremos y tiene 2 m de longitud, 0.5 mm de 
diámetro y 7800 kg/m 3 de densidad. Encuentre la tensión requerida para tener una frecuencia funda¬ 
mental de (a) 1 Hz y (b) 5 Hz. 

9.7 Un cable de longitud / y masa p por unidad de longitud se estira bajo una tensión P. Un 
cable está fijo y el otro está conectado a un pasador, el cual puede moverse en una ranura 
Encuentre las frecuencias naturales de vibración del cable. 

9.8 Encuentre la solución de vibración libre de una cuerda fija por ambos extremos cuando sus 
iniciales son 

, . 3w , „ 2ax l 

w(jc, 0) = 0, — (x, 0) = - con 0 £ x £ — 

dt l 2 

y 

x\ l 

1- con — < x s / 

lj 2 

9.9 Demuestre que la constante a en las ecuaciones (9.18) y (9.19) es negativa con condiciones límite 
comunes. Sugerencia: Multiplique la ecuación (9.18) por W(x) e integre con respecto ardeOaí. 

9.10* El cable entre dos torres de transmisión de electricidad tiene una longitud de 2000 m. Está sujeto por 
los extremos bajo una tensión P (figura 9.24). La densidad del material del cable es de 8890 kg/m 3 . Si 
se requiere que las primeras frecuencias naturales queden entre 0 y 20 Hz, determine el área de sección 
transversal necesaria y la tensión inicial. 


dw 

— (jc, 0) = 2 a 
dt 


extremo del 
sin fricción. 


condiciones 



9.11 Si una cuerda de longitud /, fija por ambos extremos, experimenta un desplazamiento transversal inicial 
de h en.r = Z/3 y luego se suelta, determine su movimiento subsiguiente. Compare las deflexiones de la 
cuerda en los instantes t = 0, l (4c), Z/(3c), //(2c) y l/c considerando los primeros cuatro términos de 
la solución de la serie. 

9.12 Una cuerda de longitud I se pone a vibrar en un medio viscoso. Derive la ecuación de movimiento 
considerando la fuerza de amortiguamiento viscoso. 


El asterisco indica un problema sin respuesta única. 
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9.13 Determine la solución de vibración libre de una cuerda fija por ambos extremos en las condiciones 
iniciales w(x, 0 ) = w 0 sen {ttx/1) y (c hv/dt) {x, 0) = 0 . 

9.14 Las cuerdas de una guitarra (figura 9.25) son de alambre musical de 0.05 mm de diámetro, densidad de 
peso de 76.5 kN/m 3 y 207 GPade módulo de Young. Si las longitudes de dos de las cuerdas sonde 0.60 m 
y 0.65 m, determine las frecuencias naturales fundamentales de las cuerdas si la tensión en cada una es 
de 5 X 10 4 N. 



9.15 Las fuerzas verticales y horizontales (reacciones) en las juntas A y 6 de un cable normal del puente 
colgante que se muestra en la figura 9.26 son F x = 2.8 X 10 6 N y F y = 1.1 X 10 6 N. Los cables son de 
acero con densidad de peso de 76.5 kN/m 3 . Si el diámetro efectivo del cable es de 25 cm, encuentre las 
primeras dos frecuencias naturales de vibración del cable en la dirección vertical. Mencione las suposi¬ 
ciones implicadas en la solución. 



Sección 9.3 Vibración longitudinal de una barra o varilla 

9.16 Derive una ecuación para los modos principales de vibración longitudinal de una barra uniforme con 
ambos extremos libres. 

9.17 Derive la ecuación de frecuencia para la vibración longitudinal de los sistemas que se muestran en la 
figura 9.27. 
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(a) 

Figura 9.27 


(b) 


(c) 


9.18* Una barra delgada de longitud 1 y masa m tiene un extremo sujeto y el otro libre. ¿Qué masa M debe 
fijarse en el extremo libre para reducir 50 por ciento la frecuencia fundamental de vibración longitudinal 
con respecto a su valor en condiciones de extremo fijo y extremo libre? 

9.19 Demuestre que las funciones normales correspondientes a la vibración longitudinal de la barra que se 
muestra en la figura 9.28 son ortogonales. 



x = 0 x = l 


Figura 9.28 


9.20 Derive la ecuación de frecuencia para la vibración longitudinal de una barra escalonada que tiene dos 
áreas de sección transversal diferentes A 1 y A 2 a lo largo de las longitudes Z¡ y 1 2 , respectivamente. Su¬ 
ponga condiciones de extremo fijo y extremo libre. 

9.21 Una flecha de acero de diámetro d y longitud 1 tiene un extremo fijo y lleva una hélice de masa m y 
momento de inercia de masa J 0 en el otro (figura 9.29). Determine la frecuencia natural fundamental 
de vibración de la flecha en (a) vibración axial y (b) vibración torsional. Datos: d = 5 cm, l = 1 m, 
m = 100 kg, J 0 = 10 kg-m 2 . 


Hélice: masa m, momento 



Figura 9.29 
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Sección 9.4 Vibración torsional de una flecha o varilla 

9.22 Un sistema torsional se compone de una flecha con un disco de momento de inercia de masa I 0 montada 
en su centro. Si ambos extremos de la flecha están fijos, encuentre la respuesta del sistema en vibración 
torsional libre de la flecha. Suponga que el disco experimenta un desplazamiento angular inicial cero y 
una velocidad inicial de 8q. 

9.23 Halle las frecuencias naturales de vibración torsional de una flecha con sus dos extremos fijos. 

9.24 Una flecha uniforme de longitud / y rigidez torsional GJ está conectada por ambos extremos por medio 
de resortes torsionales, amortiguadores torsionales y discos con inercias, como se muestra en la figura 
9.30. Formule las condiciones límite. 



9.25 Resuelva el problema 9.23 si un extremo de la flecha está fijo y el otro libre. 

9.26 Derive la ecuación de frecuencia para la vibración torsional de una flecha uniforme con un rotor en cada 
extremo de momento de inercia de masa / 01 e 7 0 t. 

9.27 Se aplica un par de torsión externo M,(i) = eos cot en el extremo libre de una flecha uniforme con 
un extremo fijo y el otro libre. Encuentre la vibración de estado estable de la flecha. 

9.28 Encuentre la frecuencia fundamental de vibración torsional de una flecha de 2 m de longitud y 50 mm 
de diámetro cuando ambos extremos están fijos. La densidad del material es de 7800 kg/m 3 y el módulo de 
rigidez es de 0.8 X 10 11 N/m 2 . 

9.29 Una flecha uniforme, soportada en x = 0 que gira a una velocidad angular to, se detiene de repente en 
el extremo x = 0. Si el extremo x = l está libre, determine la respuesta de desplazamiento angular sub¬ 
siguiente de la flecha. 

Sección 9.5 Vibración lateral de vigas 

9.30 Calcule las tres primeras frecuencias naturales y los modos correspondientes de las vibraciones trans¬ 
versales de una viga uniforme de sección transversal rectangular (100 mm X 300 mm) con I = 2 m, 
E = 20.5 X 10 10 N/m 2 y p = 7.83 X 10 3 kg/m 3 en los siguientes casos: (a) cuando ambos extremos 
están simplemente apoyados; (b) cuando ambos extremos están empotrados; (c) cuando un extremo está 
empotrado y el otro libre, y (d) cuando ambos extremos están libres. Trace los modos. 
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9.31 Derive una expresión para las frecuencias naturales de vibración lateral de una viga uniforme con un 
extremo fijo y el otro libre. 

9.32 Demuestre que las funciones normales de una viga uniforme, cuyos extremos están conectados por 
resortes como se muestra en la figura 9.31, son ortogonales. 



9.33 Derive una expresión para las frecuencias naturales de vibración transversal de una viga uniforme con 
ambos extremos simplemente apoyados. 

9.34 Derive la expresión para las frecuencias naturales de vibración lateral de una viga uniforme suspendida 
como un péndulo, sin tomar en cuenta el efecto del peso muerto. 

9.35 Encuentre el área de sección transversal (A) y el momento de inercia de área (/) de una viga de acero 
simplemente apoyada de longitud / para la cual las tres primeras frecuencias naturales quedan en el 
rango de 1500-5000 Hz. 

9.36 Una viga uniforme, con ambos extremos simplemente apoyados, vibra en su primer modo con una 
amplitud de 10 mm en su centro. Si A = 120 mm 2 , l = 1000 mm 4 , E = 20.5 X 10 10 N/m 2 , p = 7.83 
X 10 3 kg/m 3 y / = 1 m, determine el momento de flexión máximo en la viga. 

9.37 Derive la ecuación de frecuencia para la vibración transversal de una viga uniforme con ambos ex¬ 
tremos apoyados en resortes, como se muestra en la figura 9.32. Los resortes sólo se pueden desviar 
verticalmente, y la viga es horizontal en la posición de equilibrio. 


p, E,A,I 



Figura 9.32 


9.38 Una viga uniforme simplemente apoyada de longitud l lleva una masa M en su centro. Suponiendo que 
M es una masa puntual, obtenga la ecuación de frecuencia del sistema. 
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9.39 Una viga uniforme con ambos extremos empotrados de longitud 21 está simplemente apoyada en su 
punto medio. Derive la ecuación de frecuencia para la vibración transversal de la viga. 

9.40 Una viga simplemente apoyada soporta en principio una carga uniformemente distribuida de intensidad 
f 0 . Encuentre la respuesta de vibración de la viga si la carga se retira de repente. 

9.41 Estime la frecuencia fundamental de una viga en voladizo cuya área de sección transversal y momento 
de inercia varían como 

J 

A {x) = A oj e I(x) = I - 
donde x se mide con respecto al extremo libre. 

9.42 (a) Derive una expresión general para la respuesta de una viga uniforme sometida a una fuerza arbitra¬ 
ria. (b) Use el resultado del inciso (a) para determinar la respuesta de una viga uniforme simplemente 
apoyada bajo la fuerza armónica F 0 sen wt aplicada en x = a. Suponga las condiciones iniciales como 
w(x, 0) = (dw/dt)(x, 0) = 0. 

9.43 Derive las ecuaciones (E.5) y (E.6) del ejemplo 9.10. 

9.44 Derive las ecuaciones (E.7) y (E.8) del ejemplo 9.10. 

9.45 Demuestre que la constante a en la ecuación (9.82) es positiva en condiciones límite comunes. Sugeren¬ 
cia: Multiplique la ecuación (9.83) por W(x) e integre con respecto a.rdeOaí. 

9.46 Encuentre la respuesta de una viga simplemente apoyada sujeta a una carga armónicamente variable 
distribuida. 

9.47 Una viga con ambos extremos empotrados sostiene un motor eléctrico de 100 kg de masa y velocidad 
operacional de 3000 rpm en su punto medio, como se muestra en la figura 9.33. Si el motor tiene un 
desbalance rotacional de 0.5 kg-m, determine la respuesta de estado estable de la viga. Suponga la lon¬ 
gitud de la viga como l — 2 m, la sección transversal como 10 cm X 10 cm y que el material es acero. 



]_ 

2 " 

-/ 


Figura 9.33 


9.48 Una viga en voladizo de acero de 2 cm de diámetro y 1 m de longitud se somete a una fuerza exponen¬ 
cialmente menguante de 100e~ 01í en el extremo libre, como se muestra en la figura 9.34. Determine 
la respuesta de estado estable de la viga. Suponga la densidad y módulo de Young como 7500 kg/m 3 y 
210 X 10 9 N/m 2 , respectivamente. 
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Figura 9.34 


9.49 Encuentre la respuesta de estado estable de una viga en voladizo que se somete a un momento de flexión 
escalonado repentinamente aplicado de magnitud M 0 en su extremo libre. 

9.50 Una viga en voladizo de longitud l, densidad p, módulo de Young E, área de sección transversal A y 
momento de inercia de área I soporta una masa concentrada M en su extremo libre. Derive la ecuación 
para la vibración transversal de la viga. 

9.51 Considere un carro de ferrocarril que se mueve sobre una vía como se muestra en la figura 9.35(a). 
La vía se puede modelar con una viga infinita apoyada sobre un cimiento elástico y el carro se puede 
idealizar como una carga móvil F 0 (x, t) (vea la figura 9.35b). Si la rigidez del suelo por unidad 
de longitud es k, y la velocidad constante del carro es v 0 , demuestre que la ecuación de movimiento de 
la viga se expresa como 

d 4 w(x, t) 3 2 w( x, t) 

El --— + pA - - -+ kw(x, t) = F 0 (x - v 0 í) 

dx 4 Sí- 




Indique un método para resolver la ecuación de movimiento si se supone que la carga móvil es de mag¬ 
nitud constante. 































9-61 Capítulo 9 Sistemas continuos 

9.52 Encuentre las dos primeras frecuencias naturales de vibración en la dirección vertical del piso del puen¬ 
te colgante que se muestra en la figura 9.26 conforme a las siguientes suposiciones: 

1. El piso se puede considerar como una viga uniforme con apoyos simples en ambos extremos 
Cy D. 

2. El piso tiene un ancho (w) de 12 m, espesor (í) de 0.75 m y peso, incluidas las vigas de soporte, de 
3000 N/m. 

3. El módulo de Young del piso es de 175 GPa. 

9.53 Una viga uniforme de longitud 21 tiene su extremo izquierdo empotrado, sostenido por un soporte 
simple a la mitad, y el extremo derecho libre como se muestra en la figura 9.36. Derive la ecuación de 
frecuencia para determinar las frecuencias naturales de vibración de la viga continua. 


/ 


'- 1 - 1 

/ 

A 



///// 


L- 7 - 


-7-►! 


Figura 9.36 


9.54 Una viga uniforme con ambos extremos empotrados de longitud 21 está apoyada en una junta de pasador 
en su punto medio como se muestra en la figura 9.37. Derive la ecuación de frecuencia para determinar 
las frecuencias naturales de vibración de la viga continua. 


< 1 ~< 

/ 

V/V/V 

> 

1 -- 7 — 


- 1 - >-1 


Figura 9.37 


9.55 El marco en forma de L que se muestra en la figura 9.38 tiene su extremo A empotrado y su extremo 
C libre. Los dos segmentos del marco AB y BC son del mismo material con secciones transversales 
cuadradas idénticas. Indique un procedimiento para determinar las frecuencias naturales de vibración 
en plano del marco tratando los dos segmentos como vigas. 

Sugerencia: Identifique las condiciones límite en A y C y las condiciones que se deben satisfacer en el 
punto B. 



Figura 9.38 
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Sección 9.6 Vibración de membranas 

9.56 Comenzando por lo básico, demuestre que la ecuación para la vibración lateral de una membrana circu¬ 
lar está dada por 


d 2 W 1 dw 1 d 2 W p d 2 W 

dr 2 + r dr + r 2 dd 2 P dt 2 


9.57 Considere una membrana rectangular de lados ay b soportada a lo largo de sus bordes, (a) Derive una 
expresión para la deflexión w{x, y, i) bajo una presión arbitraria/(.r, y, i), (b) Encuentre la respuesta 
cuando se aplica una presión uniformemente distribuida f 0 a una membrana que inicialmente está en 
reposo. 

9.58 Encuentre la solución de vibración libre y las frecuencias naturales de una membrana rectangular sujeta 
a lo largo de sus bordes. Las dimensiones de la membrana son a y b a lo largo de las direcciones x y y, 
respectivamente. 

9.59 Encuentre la respuesta de vibración libre de una membrana rectangular de lados ay b sujeta a las si¬ 
guientes condiciones iniciales: 

ttx iry 

w(x, y, 0 ) = wq sen— sen-^—, 0 < x ^ a, 0 < y < ¿ 

— {x, y, 0) = 0, 0 £ x < a, 0 < y < ¿ 

dt 

9.60 Encuentre la respuesta de vibración libre de una membrana rectangular de lados ay b sujeta a las si¬ 
guientes condiciones iniciales: 


w(x, y, 0) = 0 

dw . ttx 2t ry 

— (jc, y, 0) = w 0 sen— sen—— 


0 < x < a 
0 < y < b 


Suponga que los bordes de la membrana están fijos. 

9.61 Compare las frecuencias naturales fundamentales de vibración transversal de membranas de las formas 
siguientes: (a) cuadrada; (b) circular, y (c) rectangular con lados en la relación de 2:1. Suponga que to¬ 
das las membranas están sujetas alrededor de sus bordes y que tienen la misma área, material y tensión. 

9.62 Utilizando la ecuación de movimiento dada en el problema 9.56, encuentre las frecuencias naturales de 
una membrana circular de radio R sujeta alrededor del límite en r — R. 


Sección 9.7 Método de Rayleigh 

9.63 Encuentre la frecuencia natural fundamental de una viga doblemente empotrada por medio de la curva 
de deflexión estática 


W(x) 


CpX 

24 El 


(I 


x) 


2 


donde c 0 es una constante. 
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9.64 Resuelva el problema 9.63 con la siguiente deflexión W(x) = CqÍ 1 — eos - 1, donde c 0 es una 

constante. ^ ' 

9.65 Encuentre la frecuencia natural fundamental de vibración de una viga uniforme de longitud / con un 
extremo empotrado y el otro simplemente apoyado. Suponga que la deflexión de la viga es la misma 
que la curva de deflexión estática bajo su propio peso. Sugerencia: La deflexión estática de una viga 
uniforme bajo su propio peso está regida por 

d 4 W(x) 

EI , 4 = P8 a 

dx 

donde p es la densidad, g es la aceleración debida a la gravedad, y A es el área de la sección transversal 
de la viga. Esta ecuación se puede integrar con cualesquiera condiciones límite conocidas de la viga. 

9.66 Determine la frecuencia fundamental de una viga uniforme doblemente empotrada que soporta una 
masa M a la mitad de su longitud aplicando el método de Rayleigh. Use la curva de deflexión estática 
correspondiente a W{x). 

9.67 Aplicando el método de Rayleigh, determine la frecuencia fundamental de una viga en voladizo (empo¬ 
trada en x = /) cuya área de sección transversal A(x) y momento de inercia /( x) varía como A(x) = AqX/1 
e I(x) = Iqx/1. 

9.68 Utilizando el método de Rayleigh, halle la frecuencia fundamental para la vibración lateral de la viga 
que se muestra en la figura 9.39. La fuerza de restauración en el resorte k es proporcional a la deflexión, 
y el momento de restauración en el resorte k t es proporcional a la deflexión angular. 



9.69 Con el método de Rayleigh, estime la frecuencia fundamental para la vibración lateral de una viga uni¬ 
forme doblemente empotrada. Suponga que la curva de deflexión es 

W(x) = c\ 

9.70 Encuentre la frecuencia fundamental de vibración longitudinal de la barra ahusada que se muestra en la 
figura 9.40, aplicando el método de Rayleigh y el modo 



U(x) = C[ sen 
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La masa por unidad de longitud está dada por 


y la rigidez es 


m(x) = 2mo( 1 — 


EA(x) = 2 £A 0 1 - 


9.71 Aproxime la frecuencia fundamental de una membrana rectangular soportada a lo largo de todos los 
bordes utilizando el método de Rayleigh con 

W(x,y) = c\xy(x — a)(y — b). 

Sugerencia: 



9.72 Utilizando el método de Rayleigh determine la frecuencia natural fundamental del sistema que se mues¬ 
tra en la figura 9.41. 


Disco, momento de inercia de masa de 5 kg-m 2 



Figura 9.41 


Sección 9.8 Método de Rayleigh-Ritz 

9.73 Estime la frecuencia fundamental de una cuerda con ambos extremos fijos, suponiendo el modo (a) 
Wix) = c¡x(/ — x ) y (b) W(x) = c { x(l — x) + c 2 x 2 (l - x) 2 . 
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9.74 Estime la frecuencia fundamental para la vibración longitudinal de una barra uniforme empotrada en 
x = 0 y libre en x = l suponiendo los modos como (a) U(x) = c¡(x/Z) y (b) U(x) — c¡(x//) + c 2 (x/l) 2 . 


9.75 Una barra escalonada, empotrada en x — 0 y libre en x = l, tiene un área de sección transversal de 2A 
para 0^ x< 1 /3 y A para 1/3 £ x £ /. Suponiendo el modo 


ttx 3ttx 

U(x) = cj sen — + c 2 sen — 


estime las dos primeras frecuencias naturales de vibración longitudinal. 


9.76 Resuelva el problema 9.70 utilizando el método de Rayleigh-Ritz con el modo 


TTX 3tTX 

U(x) = c i sen-1- c? sen- 

v; 1 2 1 1 21 


9.77 Encuentre las dos primeras frecuencias naturales de una cuerda uniforme con ambos extremos fijos de 
densidad de masa p por unidad de longitud estirada entre x = 0 y x = l con una tensión inicial P. Su¬ 
ponga las funciones de deflexión 


w^x) = x(l — x) 
w 2 {x) = x 2 (l — x) 2 

Sección 9.9 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

9.78 Resuelva el ejemplo 9.4 utilizando Programl2 .m. 

9.79 Encuentre las primeras cinco frecuencias naturales de una viga delgada doblemente empotrada utilizan¬ 
do Programl2.m. 

9.80 Trace la respuesta dinámica de la cuerda percutida, ecuación (E.6) del ejemplo 9.1, utilizando MATLAB, 
en.r = 1/2. Datos: h = 0.1 m, / = 1.0 m, c = 100 m/s. 

9.81 Escriba un programa de computadora para hallar numéricamente los modos de vigas delgadas con 
un extremo fijo y el otro simplemente apoyado, utilizando los valores conocidos de las frecuencias 
naturales. 


Proyecto de diseño 

9.82 Un vehículo de peso F 0 que se desplaza a una velocidad constante sobre un puente (figura 
9.42(a)) se puede modelar con una carga concentrada que se desplaza sobre una viga sim¬ 
plemente apoyada como se muestra en la figura 9.42(b). La carga concentrada F 0 se puede 
considerar como una carga uniformemente distribuida a lo largo de una longitud infinitesimal 
de 2A y se puede expresar como una suma de términos seno utilizando la expansión de serie 
seno de Fourier (de la carga distribuida). Encuentre el desplazamiento transversal del puente 
como una suma de la respuesta de cada uno de los componentes de carga móviles. Suponga 
las condiciones iniciales del puente como w(x, 0) = dw/dt(x, 0) = 0. 



Proyecto de diseño 
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Figura 9.42 






























CAPÍTULO 10 

Medición de vibración y aplicaciones 



Físico alemán y amigo del famoso químico Robert Wilhelm Bunsen. Kirchhoff empe¬ 
zó dando clases en la Universidad de Berlín en 1848 y después se trasladó a Heidelberg 
para ocupar la cátedra de física. Ahí, en 1859, hizo su contribución más importante a la 
física, que consiste en el descubrimiento experimental y el análisis teórico de una ley 
fundamental de radiación electromagnética. Además, hizo contribuciones significati¬ 
vas a los circuitos eléctricos y a la teoría de la elasticidad. En 1850 publicó su impor¬ 
tante artículo sobre la teoría de placas, con el cual presentó por primera vez una teoría 
satisfactoria para la vibración de placas sometidas a flexión, junto con las condiciones 
límite correctas. Presentó además, un artículo sobre la vibración de barras de sección 
transversal. Se trasladó a la Universidad de Berlín en 1875 para ocupar la cátedra de 
física teórica, y publicó su famoso libro de mecánica en 1876. (Fotografía cortesía 
de Applied Mechanics Reviews). 


Gustav Robert Kirchhoff 

(1824-1887) 
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10.1 Introducción 10-2 


En algunas situaciones prácticas podría ser difícil desarrollar un modelo matemático del sistema y 
predecir sus características de vibración por medio de un estudio analítico. En tales casos podemos 
utilizar métodos experimentales para medir la respuesta de vibración del sistema ante una situación 
conocida. Esto ayuda a identificar el sistema en función de su masa, rigidez y amortiguamiento. Este 
capítulo presenta los diversos aspectos de la medición y aplicaciones de la vibración. Primero se de¬ 
linea el esquema básico de medición de vibración. También se describen los transductores, dispositi¬ 
vos que transforman variables físicas en señales eléctricas equivalentes, de igual modo los detectores 
de vibración y los instrumentos de medición de frecuencia que se utilizan para medir vibraciones. Se 
presentan los principios de trabajo de agitadores o excitadores mecánicos y electrodinámicos, que 
se utilizan para excitar una máquina o sistema a fin de estudiar sus características dinámicas. Se des¬ 
criben el análisis de señales, el cual determina la respuesta de un sistema sometido a una excitación 
conocida y los presenta de una forma cómoda junto con descripciones del analizador de espectros, 
el filtro pasa banda y analizadores de ancho de banda. El análisis modal experimental se ocupa de 
la determinación de frecuencias naturales, la relación de amortiguamiento y modos mediante pruebas 
de vibración. Se describen el equipamiento que se requiere, el procesamiento de señales digitales, 
el análisis de señales aleatorias, la determinación de datos modales a partir de picos observados y la 
gráfica de Nyquist, además de la determinación de modos. Se mencionan los criterios de severidad 
de vibración, las técnicas de mantenimiento de máquinas, de monitoreo de la condición de máquinas 
y los sistemas de instrumentación para el monitoreo y diagnóstico de la condición de máquinas. Con¬ 
cluimos con la presentación de programas MATLAB para trazar el círculo de Nyquist y la ecuación 
de aceleración. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Entender los diversos tipos de transductores, detectores de vibración e instrumentos de medi¬ 
ción de frecuencia. 

• Conocer los principios de trabajo de agitadores o excitadores mecánicos y electrodinámicos. 

• Aprender el proceso de análisis de señales. 

• Entender las técnicas de análisis modal experimentales para determinar las frecuencias natu¬ 
rales, la relación de amortiguamiento y los modos. 

• Conocer los diversos aspectos del monitoreo de la condición de una máquina. 

• Uso de MATLAB para trazar círculos de Nyquist e implementar los métodos de análisis 
estudiados. 


10.1 introducción 


En la práctica, la medición de vibración es una actividad necesaria por las siguientes razones: 

1. Las crecientes demandas de una mayor productividad y diseño económico conducen a velo¬ 
cidades de operación más altas de la maquinaria 1 y al uso eficiente de materiales mediante 
estructuras ligeras. Estas tendencias provocan la ocurrencia de condiciones resonantes más fre¬ 
cuentes durante la operación de la maquinaria y reducen la confiabilidad del sistema. De ahí que 


•De acuerdo con Eshleman, en la referencia [10.12], durante el periodo de 1940 a 1980 la velocidad promedio de las máqui¬ 
nas rotatorias se duplicó de 1800 a 3600 rpm. 
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la medición periódica de las características de vibración de maquinaria y estructuras llega a ser 
esencial para garantizar márgenes de seguridad adecuados. Cualquier cambio de las frecuencias 
naturales u otras características de vibración indicarán o una falla, o la necesidad de manteni¬ 
miento de la máquina. 

2. La medición de las frecuencias naturales de una estructura o máquina es útil al seleccionar las 
velocidades de operación de maquinaria cercana para evitar condiciones de resonancia. 

3. Las características de vibración teóricamente calculadas de una máquina o estructura pueden 
ser diferentes de los valores reales debido a las suposiciones hechas en el análisis. 

4. La medición de frecuencias de vibración y las fuerzas desarrolladas es necesaria en el diseño y 
operación de sistemas de aislamiento de vibración activos. 

5. En muchas aplicaciones se tiene que determinar la supervivencia de una estructura o máquina 
en un entorno de vibración especificado. Si la estructura o máquina es capaz de realizar la tarea 
esperada incluso después de completar una prueba en el entorno de vibración especificado, 
se espera que sobreviva a las condiciones especificadas. 

6. Por motivos de sencillez, los sistemas continuos se suelen representar de forma aproximada 
como sistemas de varios grados de libertad. Si las frecuencias naturales medidas y modos de un 
sistema continuo son comparables a las frecuencias naturales medidas y modos del modelo de 
varios grados de libertad, entonces la aproximación demostrará ser válida. 

7. La medición de las características de vibración de entrada y de salida resultantes de un sistema 
ayuda a identificar el sistema en función de su masa, rigidez y amortiguamiento. 

8. La información sobre vibraciones del suelo producidas por sismos, velocidades fluctuantes del 
viento en estructuras, variación aleatoria de olas oceánicas e irregularidades en carreteras, son 
importantes en el diseño de estructuras, máquinas, plataformas petroleras y sistemas de suspen¬ 
sión de vehículos. 

Esquema de medición de vibraciones. La figura 10.1 ilustra las características básicas de un 
esquema de medición de vibración. En esta figura, el movimiento (o fuerza dinámica) del cuerpo 
vibratorio se transforma en una señal eléctrica por medio de un transductor o detector de vibración. 
Por lo común, un transductor es un dispositivo que transforma los cambios de cantidades mecáni¬ 
cas (desplazamiento, velocidad, aceleración o fuerza) en cambios de cantidades eléctricas (voltaje 
o corriente). Como la señal de salida (voltaje o corriente) de un transductor es muy débil para ser 
registrada de forma directa, se utiliza un instrumento de conversión de señales para amplificar la 
señal al valor requerido. La salida del instrumento de conversión de señales se puede presentar en 
una pantalla de visualización para su inspección visual, capturar en una unidad de registro, o guar¬ 
dar en una computadora para usarla posteriormente. Los datos se pueden analizar entonces para 
determinar las características de vibración deseadas de la máquina o estructura. 

Dependiendo de la cantidad medida, un instrumento de medición de vibración se conoce como 
vibrómetro, medidor de velocidad, acelerómetro, medidor de fase o medidor de frecuencia. Si el 
instrumento está diseñado para registrar la cantidad medida, entonces el sufijo “metro” se tiene que 
reemplazar por “grafo” [10.1]. En algunas aplicaciones tenemos que hacer vibrar una máquina o 
estructura para determinar sus características de resonancia. Para esto se utilizan vibradores electro¬ 
dinámicos, vibradores electrohidráulicos y generadores de señales (osciladores). 



Figura 10.1 Esquema de medición de vibración básico. 
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Las siguientes consideraciones a menudo dictan el tipo de instrumentos de medición de vibra¬ 
ción que debe utilizarse en una prueba de vibración: (1) los rangos esperados de las frecuencias y 
amplitudes, (2) los tamaños de la máquina/estructura implicada, (3) las condiciones de operación de 
la máquina/equipo/estructura, y (4) el tipo de procesamiento de datos que se utilizó (visualización 
gráfica, registro gráfico o almacenamiento del registro en forma digital para procesamiento por 
computadora). 


10.2 Transductores 


Un transductor es un dispositivo que transforma valores de variables físicas en señales eléctricas 
equivalentes. Hay varios tipos de transductores disponibles; algunos de ellos son menos útiles que 
otros debido a su no linealidad o respuesta lenta. A continuación se analizan algunos de los trans¬ 
ductores que se utilizan comúnmente para medir la vibración. 


Transductores 
de resistencia 
variable 


En estos transductores, un movimiento mecánico cambia la resistencia eléctrica (de un reóstato, 
un medidor de deformación o un semiconductor), lo que a su vez cambia el voltaje o corriente de 
salida. En la figura 10.2 se muestra el diagrama de un medidor de deformación de resistencia eléc¬ 
trica, el cual se compone de un alambre fino cuya resistencia cambia cuando se somete a una de¬ 
formación mecánica. Cuando el medidor de deformación se adhiere a una estructura, experimenta 
el mismo movimiento (deformación) que la estructura y por consiguiente su cambio de resistencia 
proporciona la deformación experimentada por la estructura. El alambre se coloca entre dos hojas 
de papel delgado. El medidor de deformación se pega en la superficie donde se va a medir la de¬ 
formación. El material más común para el alambre es una aleación de cobre-níquel conocida como 
Advance. Cuando la superficie experimenta una deformación normal (e), el medidor de deforma¬ 
ción también experimenta la misma deformación y el cambio, y la siguiente ecuación presenta el 
cambio resultante de su resistencia [10.6] 


AL/L 


A r L 

1 + 2v +-— 

r AL 


1 + 2v 


( 10 . 1 ) 
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Figura 10.2 Medidor de deformación de resistencia eléctrica. 
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donde 


K = Factor de calibración del alambre 
R = Resistencia inicial 
A R = Cambio de resistencia 
L = Longitud inicial del alambre 
AL = Cambio de longitud del alambre 
v = Relación de Poisson del alambre 
r = Resistividad del alambre 

A/' = Cambio de resistividad del alambre ~ 0 para Advance 


El fabricante del medidor de deformación proporciona el valor del factor de calibración K, de ahí 
que el valor de e se puede determinar una vez que A R y R se miden como 


AL _ AR 
L ~ RK 


( 10 . 2 ) 


En un detector de vibración 2 el medidor de deformación se monta sobre un elemento elástico 
de un sistema de resorte-masa, como se muestra en la figura 10.3. La deformación en cualquier 
punto de la viga en voladizo (miembro elástico) es proporcional a la deflexión de la masa, x(t), que 
se ha de medir. Por consiguiente, la deformación indicada por el medidor de deformación se puede 
utilizar para hallar x(t). El cambio de resistencia del alambre A R se puede medir con un puente 
de Wheatstone, un circuito de potenciómetro, o un divisor de voltaje. La figura 10.4 muestra un 
puente de Wheatstone, que representa un circuito sensible a cambios mínimos de la resistencia. A 
través de los puntos a y c se aplica un voltaje V de c.d. El voltaje resultante a través de los puntos 
b y el está dado por [10.6]: 


E = 


R\Ri - R 2 R 4 
_(/?! + R 2 )(R 3 + R 4 ). 


V 


(10.3) 


Inicialmente, las resistencias están balanceadas (ajustadas) de modo que el voltaje de salida E es 
cero. Por lo tanto, para balance inicial, la ecuación (10.3) entrega 


R 1 R 3 = R 2 R 4 (10.4) 

Cuando las resistencias (R¡) cambian en pequeñas cantidades (A R¡), el cambio del voltaje de salida 
AE se expresa como 


donde 


AE 


Vr 0 


(AR¡ 

V R\ 


AR 2 A A' ¡ AA| \ 

R 2 r 3 R 4 J 


^1^2 

(R, + Ri ) 2 


R3R4 

(r 3 + r 4 ) 2 


(10.5) 


( 10 . 6 ) 


2 Cuando se utiliza un transductor junto con otros componentes que permiten el procesamiento y transmisión de la señal, el 
dispositivo se conoce como detector. 
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Figura 10.3 Medidor de deformación como detector de vibración. 



Si los cables del medidor de deformación se conectan entre los puntos a y b, R x = R g , AR { = A R„ 
y AR 2 = A/?, = AR 4 = 0, y la ecuación (10.5) entrega 


_ A E 

donde R g es la resistencia inicial del medidor. Las ecuaciones (10.2) y (10.7) producen 


(10.7) 


A Rg 
R„ 


= eK = 


A E 
Vro 


o 


A E = KVr 0 e (10.8) 

Como el voltaje de salida es proporcional a la deformación, se puede calibrar para que lea la defor¬ 
mación de forma directa. 
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10 . 2.2 Ciertos materiales naturales y fabricados como el cuarzo, la turmalina, el sulfato de litio y la sal de 

Rochelle, generan carga eléctrica cuando se someten a deformación o esfuerzo mecánico (vea la 
Transductores figura 10.5(a)). La carga eléctrica desaparece cuando se retira la carga mecánica. Tales materiales 
pieZOelÓCtriCOS reciben el nombre de piezoeléctricos y los transductores, los cuales aprovechan el efecto piezoeléc- 
trico, se conocen como transductores piezoeléctricos. La carga generada en el cristal por una fuerza 
F x está dada por 

Qx = kF x = kA Px (10.9) 

donde k se conoce como constante piezoeléctrica, A es el área sobre la cual actúa la fuerza F x , y p x 
es la presión ejercida por F x . El voltaje de salida del cristal está dado por 

E = vtp x (10.10) 

donde v es la sensibilidad al voltaje y t es el espesor del cristal. Los valores de constante piezoeléc¬ 
trica y la sensibilidad al voltaje para cuarzo son 2.25 X 10 12 C/N y 0.055 volt-metro/N, respecti¬ 
vamente [ 10.6]. Estos valores son válidos sólo cuando la perpendicular a la cara más grande está a 
lo largo del eje x del cristal. La carga eléctrica desarrollada y la salida de voltaje serán diferentes si 
el trozo de cristal se corta en una dirección diferente. 

En la figura 10.5(b) se muestra un transductor piezoeléctrico común. En esta figura, una pe¬ 
queña masa ejerce carga sobre un cristal piezoeléctrico por la acción de un resorte. Cuando la base 
vibra, la carga ejercida por la masa sobre el cristal cambia con la aceleración, de ahí que el voltaje de 
salida generado por el cristal será proporcional a la aceleración. La ventaja principal del acelerómetro 
piezoeléctrico incluye tamaño compacto, robustez, alta sensibilidad y alto rango de frecuencia [10.5, 
10 . 8 ]. 


Fx A Px 




(b) 


Figura 10.5 Acelerómetro piezoeléctrico. 
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Ejemplo 10.1 Voltaje de salida de un transductor píezoeléctrico 

Un cristal de cuarzo de 0.1 pulg de espesor se somete a una presión de 50 lb/pulg 2 . Determine el voltaje de 
salida si la sensibilidad al voltaje es de 0.055 V-m/N. 

Solución: Con t = 0.1 pulg = 0.00254 m, p x = 50 lb/pulg 2 = 344.738 N/m 2 yr = 0.055 V-m/N, la ecuación 
(10.10) resulta 

E = (0.055)(0.00254)(344.738) = 48.1599 volts 


10 . 2.3 Cuando un conductor eléctrico, en forma de bobina, se mueve en un campo magnético como se 

muestra en la figura 10.6, se genera un voltaje E en el conductor. El valor de E en volts es 

Transductores 

electrodiná- e = div (io.ii) 

micos 

donde D es la densidad de flujo magnético (teslas), / es la longitud del conductor (metros) y v es la 
velocidad del conductor con respecto al campo magnético (metros/segundo). El campo magnético 
puede ser producido por un imán permanente o un electroimán. En ocasiones la bobina se mantiene 
estacionaria y el imán es el que se mueve. Como el voltaje de salida de un transductor electro¬ 
magnético es proporcional a la velocidad relativa de la bobina, se suele utilizar en “detectores de 
velocidad”. La ecuación (10.11) se reescribe como 

E E 

DI = (10.12) 

v I 

donde F indica la fuerza (newtons) que actúa en la bobina mientras transporta una corriente (am¬ 
peres). La ecuación (10.12) muestra que el funcionamiento de un transductor electrodinámico se 
puede invertir. De hecho, la ecuación (10.12) constituye la base para el uso de un transductor elec¬ 
trodinámico como “excitador de vibración” (vea la sección 10.5.2). 



Figura 10.6 Idea básica que da origen a un transductor electrodinámico. 
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Transductor 

de 

transformador 
diferencial 
variable lineal 


En la figura 10.7 se muestra el diagrama de un transductor de transformador variable lineal (LVDT, 
por sus siglas en inglés). Se compone de una bobina primaria en el centro de dos bobinas secun¬ 
darias en los extremos y un núcleo magnético que se puede mover libremente en el interior de las 
bobinas en la dirección del eje (axial). Cuando se aplica un voltaje de entrada de c.a. a la bobina 
primaria, el voltaje de salida será igual a la diferencia de los voltajes inducidos en las bobinas secun¬ 
darias. Este voltaje de salida depende del acoplamiento magnético entre las bobinas y el núcleo, el 
que a su vez depende del desplazamiento axial del núcleo. Las bobinas secundarias están conectadas 
en oposición de fase de modo que cuando el núcleo magnético está en la posición media exacta, los 
voltajes en las dos bobinas serán iguales y con desfase de 180°. Esto hace que el voltaje de salida 
del LVDT sea cero. Cuando la bobina se mueve a uno u otro lado de la posición media (cero), el 
acoplamiento magnético se incrementará en una bobina secundaria y se reducirá en la otra bobina. 
La polaridad de salida depende de la dirección del movimiento del núcleo magnético. 

El rango de desplazamiento de muchos LVDT en el mercado es desde 0.0002 cm hasta 40 cm. 
Las ventajas de un LVDT sobre otros transductores de desplazamiento incluyen la insensibilidad a 
la temperatura y la alta salida. La masa del núcleo magnético restringe el uso del LVDT para apli¬ 
caciones de alta frecuencia [10.4], 

Siempre que el núcleo no se mueva muy lejos del centro de la bobina, el voltaje de salida varía 
linealmente con el desplazamiento del núcleo, como se muestra en la figura 10.8, de ahí el nombre 
de transformador diferencial variable lineal. 



Salida de voltaje 



Figura 10.8 Linealidad de voltaje con desplazamiento de núcleo. 
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Cuando un transformador se utiliza junto con otro dispositivo para medir vibraciones, se llama 
detector de vibración. Los detectores de vibración comúnmente utilizados se conocen como instru¬ 
mentos sísmicos. Un instrumento sísmico se compone de un sistema de masa-resorte-amortiguador 
montado en el cuerpo vibratorio, como se muestra en la figura 10.9. Entonces el movimiento vi¬ 
bratorio se mide determinando el desplazamiento de la masa con respecto a la base en la cual está 
montada. 

El instrumento se compone de una masa m, un resorte k y un amortiguador c dentro de una 
jaula, la que se sujeta al cuerpo vibratorio. Con esta disposición los extremos inferiores del resorte 
y el amortiguador hidráulico tendrán el mismo movimiento que la jaula (el cual se va a medir, y) y 
su vibración excita la masa suspendida y la pone en movimiento. Entonces el desplazamiento de la 
masa con respecto a la jaula z = x — y, donde x denota el desplazamiento vertical de la masa sus¬ 
pendida, se puede medir si fijamos una aguja en la masa y una escala en la jaula, como se muestra 
en la figura 10.9. 3 

Se supone que cuerpo vibratorio tiene movimiento armónico: 


y(t) = Y sen wf 


(10.13) 


La ecuación de movimiento de la masa m se escribe como 


mx + c(x ~ y) + k(x — y) = 0 


(10.14) 


Definiendo el desplazamiento relativo z como 


z = x - y 


(10.15) 


La ecuación (10.14) se escribe como 


m¿ + cz + kz = —m'y 


(10.16) 


Las ecuaciones (10.13) y (10.16) conducen a 


m¿ + cz + kz = mct) 2 Y sen a>t 


(10.17) 


x(t) 



m 




Figura 10.9 Instrumento sísmico. 


3 La salida del instrumento que se muestra en la figura 10.9 es el movimiento mecánico relativo de la masa, indicado por la 
aguja y la escala graduada en la jaula. Por conveniencia y para operación de alta velocidad, el transductor a veces convierte 
el movimiento en una señal eléctrica. 
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Vibrómetro 


Esta ecuación es idéntica a la ecuación (3.75); por consiguiente la solución de estado estable 
está dado por 


z(t) = Z sen (cot — (f) 

donde Z y (j> están dados por (vea las ecuaciones (3.76) y (3.77)): 


Z = 


Yo/ 


r 2 Y 


[(k ~ meo 2 ) 2 + cV ] 1 / 2 [(1 - r 2 ) 2 + (2¿» 2 ] X / 2 

eco \ _j I 2¿r 


<f> = tan 


-i 


= tan 


(10.18) 


(10.19) 


( 10 . 20 ) 


r = — (10.21) 

(O n 

y 

C = IT— ( 10 - 22 ) 

Zmco n 

Las variaciones de Z y cf> con respecto a r se muestran en las figuras 10.10 y 10.11. Como se verá 
más adelante, el rango útil de las frecuencias, indicado en la figura 10.10, determina el tipo de 
instrumento. 


Un vibrómetro o un sismógrafo son instrumentos que miden el desplazamiento de un cuerpo vi¬ 
bratorio. En la figura 10.10 se observa que Z/F ~ 1 cuando co/co n > 3 (rango II). Por lo tanto, el 
desplazamiento relativo entre la masa y la base (detectado por el transductor) es en esencia el mis¬ 
mo que el desplazamiento de la base. Para un análisis exacto, consideramos la ecuación (10.19). 
Observamos que 


z(t) — Y sen(wf — 4>) 


(10.23) 





Rango para -Rango para 

acelerómetro vibrómetro 


Figura 10.10 Respuesta de un instrumento de medición de vibración. 
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0 12 3 


-► Relación de frecuencia, r 


Figura 10.11 Variación de 4> con r. 


si 


[(1 - r 2 ) 2 + (2£r) 2 ] 1/2 


(10.24) 


Una comparación de la ecuación (10.23) con y(t ) = Y sen cot muestra que z(t) proporciona directa¬ 
mente el movimiento y(t) excepto el retraso de fase <b. Se ve que el retraso de fase es igual a 180° 
para £ = 0. Por lo tanto el desplazamiento registrado z(t) se retrasa con respecto al desplazamiento 
que se está midiendo y(t) por un instante t’ = <p/co. Este retraso no es importante si el desplaza¬ 
miento de la base y(t) consta de un solo componente armónico. 

Como r = a>/co n tiene que ser grande y el valor de a> es fijo, la frecuencia natural a> n = \'k /m 
del sistema de masa-resorte-amortiguador debe ser baja. Esto significa que la masa debe ser grande 
y el resorte debe tener una rigidez baja. Esto da por resultado un instrumento voluminoso, el cual no 
es deseable en muchas aplicaciones. En la práctica, quizás el vibrómetro no tenga un valor grande de 
r y por consiguiente es posible que el valor de Z no sea exactamente igual a Y. En tal caso, el valor 
verdadero de Y se puede calcular con la ecuación (10.19), como se indica en el siguiente ejemplo. 


Amplitud determinada con un vibrómetro 

Un vibrómetro con una frecuencia natural de 4 rad/s y £ = 0.2 se fija en una estructura que experimenta un 
movimiento armónico. Si la diferencia entre los valores máximo y mínimo registrados es de 8 mm, encuentre 
la amplitud de movimiento de la estructura vibratoria cuando su frecuencia es de 40 rad/s. 

Solución: La amplitud del movimiento registrado Z es de 4 mm. Para f = 0.2, a> = 40.0 rad/s y co n = 4 rad/s, 
r = 10.0, la ecuación (10.19) da 


F(10) 2 

[(1 - 10 2 ) 2 + ( 2 ( 0 . 2 )( 10)) 2 ] 1/2 


1.0093L 


Por lo tanto, la amplitud de vibración de la estructura es Y = Z/1.0093 = 3.9631 mm. 
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Acelerómetro 


Un acelerómetro es un instrumento que mide la aceleración de un cuerpo vibratorio (vea la figura 
10.12) Los acelerómetros se utilizan ampliamente para medir vibración [10.7] e incluso registrar 
sismos. A partir del registro del acelerómetro, la velocidad y los desplazamientos se obtienen por 
integración. Las ecuaciones (10.18) y (10.19) producen 

-ZÍíH = [(1 _ r 2 )2 + ( 2 £ r ) 2 ]1/2 { ~ Fw2 S6n(WÍ ~ ^ (10 - 25) 


Esto demuestra que si 


1 

[(1 - r 2 ) 2 + (2¿'r) 2 ] 1 / 2 


(10.26) 


la ecuación (10.25) se escribe como 

— z(f )&> 2 — — L<w 2 sen(wf — cp) (10.27) 

Comparando la ecuación (10.27) con y(t) = — Yw 2 sen a>t, vemos que el término z(f)co 2 da la 
aceleración y, excepto el retraso de fase cp. Por tanto, se puede hacer que el instrumento registre 
(proporcione) directamente el valor de y = — z(/)<w 2 i . El tiempo con el cual el registro se retrasa 
con respecto a la aceleración es t' = cp/oj. Si y consta de un solo componente, el retraso no será de 
importancia. 

El valor de la expresión del lado izquierdo de la ecuación (10.26) se muestra trazado en la 
figura 10.13. Se ve que el lado izquierdo de la ecuación (10.26) queda entre 0.96 y 1.04 en el ran¬ 
go 0 s r < 0.6, si el valor de £ queda entre 0.65 y 0.7. Como r es pequeña, la frecuencia natural 
del instrumento tiene que ser grande comparada con la frecuencia de vibración que se va a medir. 
Por la relación co n = Vk ¡m vemos que la masa tiene que ser pequeña y el resorte debe tener un 
valor grande de k (es decir, un resorte corto), de modo que el instrumento será de tamaño pequeño. 
Por su pequeño tamaño y alta sensibilidad, en mediciones de vibración se prefieren los acelerómetros. 



Anillo de Poste central 



Figura 10.12 Acelerómetros. (Cortesía de Bruel and 
Kjaer Instruments, Inc., Marlborough, MA.). 
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Ejemplo 10.3 



Figura 10.13 Variación del lado izquierdo 
de la ecuación (10.26) con r. 


En la práctica, es posible que la ecuación (10.26) no se satisfaga con exactitud; en tales casos se 
puede utilizar la cantidad 


_ 1 _ 

[(1 - r 2 ) 2 + (2¿'r) 2 ] 1 / 2 


para hallar el valor correcto de la aceleración medida, como se ilustra en el siguiente ejemplo. 


Diseño de un acelerómetro 


Un acelerómetro tiene una masa suspendida de 0.01 kg con frecuencia natural amortiguada de vibración de 
150 Hz. Cuando se monta en un motor que experimenta una aceleración de 1 g a una velocidad de operación 
de 6 000 rpm, el instrumento registra la aceleración como 9.5 m/s 2 . Encuentre la constante de amortiguamiento 
y la rigidez de resorte del acelerómetro. 

Solución: La relación de las aceleraciones medidas con la verdadera está dada por 


1 Valor medido 

[(1 - r 2 ) 2 + (2¿'r) 2 ] 1 / 2 Valor verdadero 


9.5 

9.81 


0.9684 


(E.l) 


la cual se escribe como 


[(1 - r 2 ) 2 + (2^r) 2 ] = (1/0.9684) 2 = 1.0663 (E.2) 

La velocidad de operación del motor resulta 

6000 (2tt) 

co = -= 628.32 rad/s 

60 

La frecuencia natural amortiguada de vibración del acelerómetro es 


~ \/1 ~~ C 2 ° J n 


150(2-77) = 942.48 rad/s 
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Por lo tanto 


(ú (O 

“d V1 - 



628.32 

942.48 


0.6667 


(E.3) 


La ecuación (E.3) da por resultado 


r = 0.6667V 1 “ £ 2 o r 2 = 0.4444(1 - £ 2 ) 


(E.4) 


La sustitución de la ecuación (E.4) en la ecuación (E.2) conduce a una ecuación cuadrática en £ 2 como 


1.5801£ 4 - 2.2714£ 2 + 0.7576 = 0 


(E.5) 


La solución de la ecuación (E.5) da 


£ 2 = 0.5260, 0.9115 


o 


£ = 0.7253, 0.9547 

Seleccionando £ = 0.7253 arbitrariamente, la frecuencia natural no amortiguada del acelerómetro se deter¬ 
mina como 

(o d 942.48 

w„ = = —= 1368.8889 rad/s 

\/l - £ 2 V 1 - 0.7253 2 


Como (o,, = \Zk/m , tenemos 


k = mtu 2 = (0.01)(1368.8889) 2 = 18738.5628 N/m 


La constante de amortiguamiento se determina a partir de 


c = 2 mw n £ = 2(0.01) (1368.8889) (0.7253) = 19.8571 N-s/m 


Velómetro 


Un velómetro mide la velocidad de un cuerpo vibratorio. La ecuación (10.13) proporciona la velo¬ 
cidad del cuerpo vibratorio 


y(t) = a>Y eos cot 


(10.28) 


y la ecuación (10.18) entrega 


¿(t) 


r 2 coY 

[(1 - r 2 ) 2 + (2 £r) 2 ] 1 ! 2 


cos(tof — <f >) 


(10.29) 
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Ejemplo 10.4 


Si 

r 2 

[(1 - r 2 ) 2 + (2¿fr) 2 ] 1 / 2 


entonces 


¿(f) — coY eos (a>t — (f>) 


(10.30) 


(10.31) 


Comparando las ecuaciones (10.28) y (10.31) se ve que, con excepción de la diferencia de fase <fr, 
z(t ) da directamente y(t), siempre que la ecuación (10.30) sea verdadera. Para satisfacer la ecua¬ 
ción (10.30), r debe ser muy grande. En caso de que la ecuación (10.30) no se satisfaga, entonces 
la velocidad del cuerpo vibratorio se puede calcular con la ecuación (10.29). 


Diseño de un velómetro 

Diseñe un velómetro si el error máximo se tiene que limitar a 1 por ciento de la velocidad verdadera. La fre¬ 
cuencia natural del velómetro tiene que ser de 80 Hz y la masa suspendida de 0.05 kg. 

Solución: La ecuación (10.29) proporciona la relación (R) de las velocidades registrada y verdadera: 

r 2 Velocidad registrada 

R — _ — ___ /jg j\ 

[(1 — r 2 ) 2 + (2fr) 2 ] 1 / 2 Velocidad verdadera 


El valor máximo de (E.l) ocurre cuando (vea la ecuación (3.82)) 

1 

r = r* = — (E.2) 

V 1 - 2 <r 2 


La sustitución de la ecuación (E.2) en la (E.l) resulta 



= R 


la cual se simplifica como 


xAf 2 - 4 ^ 4 


= R 


(E.3) 


Para un error de 1 por ciento, R = 1.01 o 0.99, y la ecuación (E.3) conduce a 


i 4 - C 2 + 0.245075 = 0 


(E.4) 


í 4 - í 2 + 0.255075 = 0 


(E.5) 
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De la ecuación (E.5) resultan raíces imaginarias y de la ecuación (E.4) 

f 2 = 0.570178, 0.429821 


o 

c = 0.755101,0.655607 


Seleccionamos el valor £ = 0.755101 arbitrariamente. La rigidez del resorte se puede encontrar como 


k = mwl = 0.05(502.656) 2 = 12633.1527 N/m 


dado que 


w„ = 80(2tt) = 502.656 rad/s 
La constante de amortiguamiento se determina a partir de 


c = 2 £(o n m = 2(0.755101)(502.656)(0.05) = 37.9556 N-s/m 


Distorsión 
de fase 


Como lo muestra la ecuación (10.18), todos los instrumentos de medición de vibración presentan 
retraso de fase. De este modo, la respuesta o salida del instrumento se retrasa con respecto al mo¬ 
vimiento o entrada que mide. El ángulo de fase dividido entre la frecuencia u> da el retraso. El retra¬ 
so no es importante si medimos un solo componente armónico. Pero, de vez en cuando, la vibración 
que se va a medir no es armónica, sino que se compone de la suma de dos o más componentes 
armónicos. En ese caso, la gráfica registrada no da una imagen precisa de la vibración porque los 
diferentes armónicos se pueden amplificar en diferentes cantidades y sus desplazamientos de fase 
también pueden ser diferentes. La distorsión de la forma de onda de la señal registrada se conoce 
como distorsión de fase o error de desplazamiento de fase. Para ilustrar la naturaleza del error 
de desplazamiento de fase, consideramos una señal de vibración de la forma que se muestra en la 
figura 10.14(a) [10.10]: 


y(t ) = aisenwí + a3sen3<wf (10.32) 

Sea el desplazamiento de fase de 90° para el primer armónico y de 180“ para el tercer armónico de la 
ecuación (10.32). Los retrasos correspondientes son t l = 0\/a> = 90° y t 2 = 0 2 /(3a>) = 180°/(3&>). 
La señal de salida se muestra en la figura 10.14(b). Se ve que la señal de salida es muy diferente de la 
señal de entrada debido a la distorsión de fase. 

Como un caso general, sea la onda compleja que se está midiendo la dada por la suma de varios 
armónicos como 


y(t ) = a\ sen tot + a 2 sen 2 cot + • ■ ■ (10.33) 

Si el desplazamiento se mide con un vibrómetro, una ecuación similar a la ecuación (10.18) da su 
respuesta a cada componente de la serie, de modo que la salida del vibrómetro es 


z(f) = a i sen(cot — cf>i) + a 2 sen(2wí — cf) 2 ) + • • • 


(10.34) 
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z(t) 



Figura 10.14 Error de desplazamiento de fase. 


donde 


tan 4 >j = 



j = 1,2, .. 


(10.35) 


Como cú/w n es grande para este instrumento, en la figura 10.11 vemos que 0-— ir,j = 1, 2,..., y la 
ecuación (10.34) se escribe como 

z{t) — — [ai sen cot + <22 sen 2 cot + • ■ ■ ] — —y(t) (10.36) 


Por lo tanto, el registro de salida será simplemente opuesto al movimiento que se está midiendo. 
Esto es importante y es fácil de corregir. 

Aplicando un razonamiento similar, podemos demostrar, en el caso de un velómetro, que 

¿(0 - -y(t) ( 10 . 37 ) 


para una señal de entrada compuesta de varios armónicos. A continuación consideramos la distorsión 
de fase para un acelerómetro. Sea la curva de aceleración que se va a medir, la cual será expresada 
utilizando la ecuación (10.33), como 


'y(t) = — a\w 2 sen cot — a 2 ( 2 a>) 2 sen 2wt — ••• 


(10.38) 
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La respuesta o salida del instrumento a cada componente se determina como en la ecuación (10.34), 
y por lo tanto 

z(t) = — a\u> 2 sen(cat — 4>\) — a 2 (2co) 2 sen(2caí — (f> 2 ) — (10.39) 


donde los retrasos de fase ój son diferentes con diferentes componentes de la serie en la ecuación 
(10.39). Como el retraso de fase ef> varía casi linealmente de 0° con r = 0 a 90° con r = 1 con 
£ = 0.7 (vea la figura 10.11), podemos expresar <t> como 


</> 


ar 


peo 


(10.40) 


donde a y ¡3 = a/a> n son constantes. El retraso es 


4> peo 

(O (O 


P 


(10.41) 


Esto demuestra que el retraso del acelerómetro es independiente de la frecuencia de cualquier 
componente siempre que la frecuencia quede en el intervalo 0¿r< 1. Como cada componente de 
la señal tiene el mismo periodo de retraso o retraso de fase, tenemos, de acuerdo con la ecuación 
(10.39), 


i o 2 z(t ) = — a\eo z sen(eot — cop) — a 2 {2eo) ¿ sen (2cot — 2u>p) 


= d\(o 2 sen (ot — a 2 (2a>) 2 sen2<wr 


(10.42) 


donde t = t — p. Observe que la ecuación (10.42) asume que 0 < r < 1, es decir, incluso la fre¬ 
cuencia más alta implicada, neo, es menor que co n . Esto puede no ser cierto en la práctica. Afortu¬ 
nadamente, no ocurre distorsión de fase significativa en la señal de salida, aun cuando algunas de 
las frecuencias más altas sean más grandes que w n . La razón es que, por lo común, únicamente los 
primeros componentes son importantes para representar incluso una forma de onda compleja; las 
amplitudes de los armónicos más altos son pequeñas y contribuyen muy poco a la forma de onda 
total. Por lo tanto, el registro de salida del acelerómetro representa una aceleración medida razona¬ 
blemente verdadera [10.7, 10.11], 


10.4 instrumentos de medición de frecuencia 


La mayoría de los instrumentos de medición de frecuencia son del tipo mecánico y se basan en el 
principio de resonancia. En los párrafos siguientes se analizan dos clases: el tacómetro de Fullarton 
y el tacómetro de Frahm. 

Instrumento de una sola lengüeta, o tacómetro de Fullarton. Este instrumento se compone de 
una lengüeta en voladizo de longitud variable con una masa unida a uno de sus extremos. El otro 
extremo de la lengüeta está sujeto, y su longitud libre se puede cambiar por medio de un mecanismo 
de tornillo (vea la figura 10.15(a)). Como cada longitud de la lengüeta corresponde a una diferen¬ 
te frecuencia natural, la lengüeta se marca a lo largo de su longitud en función de su frecuencia 
natural. En la práctica, el extremo sujeto de la lengüeta se presiona contra el cuerpo vibratorio, y 
se manipula el mecanismo de tornillo para modificar su longitud libre hasta que el extremo libre 
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muestra la amplitud más grande de vibración. En ese instante, la frecuencia de excitación es igual 
a la frecuencia natural de la lengüeta en voladizo; se puede leer directamente desde la lengüeta. 

Instrumento de múltiples lengüetas o tacómetro de Frahm. Este instrumento de compone de 
varias lengüetas en voladizo con pequeñas masas en sus extremos libres (vea la figura 10.15(b)). 
Cada lengüeta tiene una frecuencia natural diferente y está marcada como corresponde. Con varias 
lengüetas es posible cubrir un amplio rango de frecuencias. Cuando el instrumento se instala en un 
cuerpo vibratorio, la lengüeta cuya frecuencia natural se aproxima más a la frecuencia desconocida 
del cuerpo vibra con la amplitud más grande. La frecuencia del cuerpo vibratorio se determina 
a partir de la frecuencia conocida de la lengüeta vibratoria. 

Estroboscopio. Un estroboscopio es un instrumento que produce pulsos luminosos de forma in¬ 
termitente. La frecuencia a la cual se producen los pulsos luminosos se puede modificar y leer 
con el instrumento. Cuando se observa un punto específico de un objeto rotatorio (vibratorio) con 
el estroboscopio, parecerá estacionario sólo cuando la frecuencia de la luz pulsante se iguale a la 
velocidad del objeto rotatorio (vibratorio). La ventaja principal del estroboscopio es que no hace 
contacto con el cuerpo rotatorio (vibratorio). Debido a la persistencia de la visión, la frecuencia 
más baja que se puede medir con un estroboscopio es aproximadamente de 15 Hz. La figura 10.16 
muestra un estroboscopio común. 



© 


m 


• • 
• • 


Figura 10.16 Estroboscopio. (Cortesía de 
Bruel and Kjaer Instruments, Inc., Marlbo- 
rough, MA.). 
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10.5 Excitadores de vibración 


Los excitadores de vibración o agitadores se pueden utilizar en varias aplicaciones, como en la 
determinación de las características dinámicas de máquinas y estructuras y en pruebas de fatiga de 
materiales. Los excitadores de vibración pueden ser de tipo mecánico, electromagnético, electrodi¬ 
námico o hidráulico. En esta sección se describen los principios de funcionamiento de excitadores 
mecánicos y electromagnéticos. 


10 . 5.1 Como se indica en la sección 1.10 (figura 1.46), se puede utilizar un mecanismo de yugo escocés 

para producir vibraciones armónicas. La manivela del mecanismo puede ser accionada por un mo- 
Excitadores tor de velocidad constante, o por uno de velocidad variable. Cuando se requiere que una estructura 
ITIGCániCOS vibre, la fuerza armónica se puede aplicar bien como una fuerza de inercia, como se muestra en la 

figura 10.17(a), o como una fuerza de resorte elástico, como se muestra en la figura 10.17(b). Por 
lo común estos vibradores se utilizan para frecuencias menores que 30 Hz y cargas menores que 
700 N [10.1]. 




Figura 10.17 Vibración de una estructura por medio de (a) una fuerza de inercia; (b) una fuerza 
de resorte elástico. 
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Figura 10.18 Excitación producida por una fuerza desbalanceada. 


El desbalance creado por dos masas que giran a la misma velocidad en direcciones opuestas 
(vea la figura 10.18) se puede utilizar como un excitador mecánico. Este tipo de agitador se puede 
utilizar para generar cargas relativamente grandes entre 250 y 25 000 N. Si las dos masas, cada una 
de magnitud m, giran a una velocidad angular w en un radio R, la fuerza vertical F(t) generada es 
resultado de 


F(t) = 2mRar eos wt 


(10.43) 


Los componentes horizontales de las dos masas de cancelan, de ahí que la fuerza horizontal resul¬ 
tante sea cero. La fuerza F(t ) se aplicará a la estructura donde esté instalado el excitador. 


Agitador 

electrodiná¬ 

mico 


El diagrama de un agitador electrodinámico, también conocido como excitador electromagnético, 
se muestra en la figura 10.19(a). Como se indicó en la sección 10.2.3, el agitador electrodinámico se 
puede considerar como lo opuesto a un transductor electrodinámico. Cuando pasa corriente a través 
de una bobina colocada en un campo magnético, se produce una fuerza F (Newtons) proporcional 
a la corriente I (amperes) y la intensidad de flujo magnético (teslas), la cual acelera el componente 
colocado en la mesa agitadora: 

F = DIl (10.44) 


donde / es la longitud de la bobina (en metros). El campo magnético es producido por un imán 
permanente en agitadores pequeños en tanto que en agitadores grandes se utiliza un electroimán. La 
magnitud de la aceleración de la mesa o componente depende de la corriente máxima y las masas 
del componente y el elemento móvil del agitador. Si la corriente que fluye a través de la bobina va¬ 
ría armónicamente con el tiempo (corriente c.a.), la fuerza producida también varía armónicamente. 
Por otra parte, si se utiliza corriente directa para energizar la bobina, se genera una fuerza constante 
en la mesa excitadora. Se pueden utilizar excitadores electrodinámicos junto con una inercia o un 
resorte como en el caso de las figuras 10.17(a) y (b) para poner a vibrar la estructura. 
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F 



Aceleración Frecuencia natural Frecuencia natural 



Figura 10.19 (a) Agitador electrodinámico, (b) Características de resonancia 
típicas de un excitador electrodinámico. 


Como la bobina y el elemento móvil deben tener un movimiento lineal, se suspenden de un 
soporte flexible (de rigidez vertical muy pequeña) como se muestra en la figura 10.19(a). De este 
modo, el excitador electromagnético tiene dos frecuencias naturales: una que corresponde a la fre¬ 
cuencia natural del soporte flexible, y la otra que corresponde a la frecuencia natural del elemento 
móvil, la cual puede llegar a ser muy grande. Estas dos frecuencias resonantes se muestran en la 
figura 10.19(b). El rango de frecuencia de operación del excitador queda entra estas dos frecuencias 
resonantes, como se indica en la figura 10.19(b) [10.7], 

Los excitadores electromagnéticos se utilizan para generar fuerzas hasta de 30 000 N, despla¬ 
zamientos hasta de 25 mm y frecuencias en el rango de 5 a 20 kHz [10.1]. En la figura 10.20 se 
muestra un excitador electrodinámico práctico. 
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Figural0.20 Excitador con un cabezal de uso general. 
(Cortesía de Bruel and Kjaer Instruments, Inc., Marlbo- 
rough, MA.). 


10.6 Análisis de señales 


En el análisis de señales determinamos la respuesta de un sistema sometido a una excitación cono¬ 
cida y lo presentamos en una forma conveniente. Suele suceder que con el tiempo la respuesta de un 
sistema no proporcione mucha información útil. Sin embargo, la respuesta de frecuencia mostrará 
una o más frecuencias separadas en torno a las cuales se concentra la energía. Como por lo común 
se conocen las características dinámicas de los componentes individuales del sistema, podemos 
relacionar los distintos componentes de frecuencia (de la respuesta de frecuencia) con componentes 
específicos [10.3]. 

Por ejemplo, el cronograma de la aceleración de la estructura de una máquina sometida a una vi¬ 
bración excesiva podría ser como aparece en la figura 10.21(a). Esta figura no se puede utilizar para 
identificar la causa de la vibración. Si el cronograma de la aceleración se cambia al dominio de la 
frecuencia, el espectro de frecuencia resultante podría aparecer como se muestra en la figura 10.21 (b) 
donde, para ser más específicos, la energía se muestra concentrada alrededor de 25 Hz. Esta frecuen¬ 
cia se puede relacionar fácilmente con, por ejemplo, la velocidad de rotación de un motor particular. 
Por lo tanto, el espectro de aceleración muestra una fuerte evidencia de que el motor podría ser el 
causante de la vibración. Si el motor está provocando vibraciones excesivas, el cambio del motor 
o de su velocidad de funcionamiento podría evitar la resonancia y por consiguiente el problema de 
vibraciones excesivas. 


Analizadores 
de espectros 


Se pueden utilizar analizadores de espectro o de frecuencia para analizar señales. Estos dispositivos 
analizan una señal en el dominio de la frecuencia separando la energía de la señal en varias bandas 
de frecuencia. La separación de la energía de la señal en bandas de frecuencia se realiza por medio de 
un conjunto de filtros. Los analizadores se suelen clasificar según el tipo de filtro empleado. Por 
ejemplo, si se utiliza un filtro de banda octava, el analizador de espectro se conoce como analizador 
de banda octava. 
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Filtro 

pasabanda 


A cel eración 



A cel eración 



Frecuencia 


Recientemente los analizadores digitales se han hecho muy populares para el análisis de seña¬ 
les en tiempo real. En un análisis de frecuencia en tiempo real, la señal se analiza de forma continua 
en todas las bandas de frecuencia. De este modo, el proceso de cálculo no debe llevarse más tiempo 
que el de reunir los datos de las señales. Los analizadores en tiempo real son especialmente útiles 
para monitorear la salud de la maquinaria, puesto que se puede observar un cambio en el espectro 
de ruido o de vibración al mismo tiempo que ocurre un cambio en la máquina. Hay dos tipos de 
procedimientos de análisis de tiempo real: el método de filtración digital, y el método rápido de la 
transformada de Fourier (FFT, por sus siglas en inglés) [10.13]. 

El método de filtración digital es más adecuado para el análisis de ancho de banda de porcenta¬ 
je constante, el método FFT para el análisis de ancho de banda constante. Antes de que considere¬ 
mos la diferencia entre los dos métodos, primero analizamos el componente básico de un analizador 
de espectro, es decir, el filtro pasabanda. 


Un filtro pasabanda es un circuito que permite el paso de componentes de frecuencia de una señal 
dentro de una banda de frecuencia y rechaza todos los demás componentes de frecuencia de la 
señal. Un filtro se puede construir, por ejemplo, con resistores, inductores y capacitores. La figura 
10.22 ilustra las características de respuesta de un filtro cuyas frecuencias de corte baja y alta son 
f y /„, respectivamente. Un filtro práctico tendrá una característica de respuesta que se desvía del 
rectángulo ideal, como se muestra por medio de la línea continua en la figura 10.22. Para un buen 
filtro pasabanda, las fluctuaciones dentro de la banda serán mínimas y las pendientes de las faldas 
del filtro serán empinadas para mantener el ancho de banda cerca del valor ideal, B = f u — f). 
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Para un filtro práctico, las frecuencias/; y / a las cuales la respuesta ocurre a 3 dB 4 por debajo de 
su respuesta pasabanda media se conocen como frecuencias de corte. 

Hay dos tipos de filtros pasabanda que se utilizan en el análisis de señales: el filtro de ancho 
de banda de porcentaje constante y el filtro de ancho de banda constante. Para un filtro de ancho de 
banda de porcentaje constante la relación del ancho de banda a la frecuencia central (sintonizada) 
(f u — es una constante. Los filtros de una octava, 5 de media octava y de un tercio de octava, 
son ejemplos de filtros de ancho de banda de porcentaje constante. La tabla 10.1 muestra algunos 
de los límites de corte y frecuencias centrales de bandas de una octava que se usan en el análisis de 
señales. Para un filtro de ancho de banda constante, el ancho de banda, / — / es independiente 
de la frecuencia central (sintonizada),/.. 


Respuesta (dB) 



Tabla 10.1 


Límite de corte bajo (Hz) 

5.63 

11.2 

22.4 

44.7 

89.2 

178 

355 

709 

1410 

Frecuencia central (Hz) 

8.0 

16.0 

31.5 

63.0 

125 

250 

500 

1000 

2000 

Límite de corte alto (Hz) 

11.2 

22.4 

44.7 

89.2 

178 

355 

709 

1410 

2820 


4 Un decibel (dB) de una cantidad (como potencia, P) se define como 

( p 

Cantidad en dB = 10 logjol - 

V Pie f 

donde P es la potencia y P ref es un valor de referencia de la potencia. 

5 Una octava es el intervalo entre dos frecuencias cualesquiera (f 2 — /), cuya relación de frecuencia (///)), es 2. Se dice que 
dos frecuencias/ y f 2 están separadas por varias octavas /Vcuando 


— = 2 n o N (en octavas) = log 2 



donde N puede ser un entero o una fracción. Si N = 1, tenemos una octava; si N = 1/3 tenemos un tercio de octava, etcétera. 
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Analizadores 
de ancho de 
banda de 
porcentaje 
constante 
y de ancho 
de banda 
constante 


La diferencia principal entre los analizadores de ancho de banda de porcentaje constante y ancho 
de banda constante radica en el detalle proporcionado por los varios anchos de banda. Los filtros de 
una octava de banda, cuya frecuencia de corte alta es dos veces la frecuencia de corte baja, dan 
por resultado un análisis menos detallado (demasiado basto) para la vibración y ruido prácticos 
encontrados en máquinas. El filtro de media octava proporciona el doble de información pero re¬ 
quiere el doble de tiempo para obtener los datos. Se puede utilizar un analizador de espectros con 
un conjunto de filtros de una octava y un tercio de octava para analizar ruido (señal). Cada filtro 
se sintoniza a una frecuencia central diferente para abarcar todo el rango de frecuencia de interés. 
Como la frecuencia de corte baja de un filtro es igual a la frecuencia de corte alta del filtro anterior, 
la característica de filtro compuesto aparecerá como se muestra en la figura 10.23. La figura 10.24 
muestra un analizador de frecuencia digital de una octava y fracción de octava en tiempo real. Se 
utiliza un analizador de ancho de banda constante para obtener un análisis más detallado que en 
el caso de un analizador de ancho de banda de porcentaje constante, sobre todo en el rango de alta 
frecuencia de la señal. Cuando el filtro de ancho de banda constante se utiliza con una frecuencia 
central de variación continua, se conoce como analizador de onda o heterodino. Los analizadores 
heterodinos están disponibles con anchos de banda constantes que van de uno a varios cientos de 
hertz. En la figura 10.25 se muestra un analizador heterodino práctico. 


Respuesta (dB) 



Figura 10.23 Característica de respuesta de un conjunto típico de filtros de una octava. 



Figura 10.24 Analizador de frecuen¬ 
cia digital de una octava y fracción de 
octava. (Cortesía de Bruel and Kjaer 
Instruments, Inc., Marlborough, MA.). 
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Figura 10.25 Analizador heterodino (Cortesía de Bruel 
and Kjaer Instruments, Inc., Marlborough, MA.). 


10.7 Prueba dinámica de máquinas y estructuras 


La prueba dinámica de máquinas (estructuras) implica la determinación de su deformación a una 
frecuencia crítica. Esto se puede hacer aplicando los dos métodos siguientes [10.3]. 


Uso de las 
mediciones 
operacionales 
de deflexión 


En este método, la deflexión dinámica forzada se mide en la frecuencia de estado estable (opera¬ 
ción) del sistema. Para efectuar la medición se monta un acelerómetro en algún punto de la máquina 
(estructura) como referencia, y se coloca otro acelerómetro móvil en varios puntos y diferentes 
direcciones si es necesario. Luego se miden las magnitudes y las diferencias de fase entre los ace- 
lerómetros móviles y de referencia en todos los puntos en operación de estado estable del sistema. 
Trazando estas mediciones podemos hallar cómo se mueven las diversas partes de la máquina (es¬ 
tructura) una respecto de la otra, e incluso de manera absoluta. 

La deflexión medida es válida sólo para las fuerzas y/o frecuencia asociadas con las condi¬ 
ciones de operación; como tal, no podemos obtener información sobre otras deflexiones bajo otras 
fuerzas y/o frecuencias. Sin embargo, la deflexión medida puede ser bastante útil. Por ejemplo, si 
una parte o ubicación particular experimenta una deflexión excesiva, podemos reforzar dicha parte 
o ubicación. Esto, de hecho, incrementa la frecuencia natural más allá del rango de frecuencia ope- 
racional del sistema. 


1 ^ 

Uso de una 
prueba modal 


Como cualquier respuesta dinámica de una máquina (estructura) se puede obtener como una com¬ 
binación de sus modos, el conocimiento de los modos, las frecuencias modales y las relaciones de 
amortiguamiento modales constituyen una descripción dinámica completa de la máquina (estructu¬ 
ra). En la siguiente sección se describe el procedimiento de análisis modal experimental. 
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10.8 Análisis modal experimental 


10 . 8.1 El análisis modal experimental, también conocido como análisis modal o prueba modal, se refiere 

a la determinación de frecuencias naturales, relaciones de amortiguamiento y modos por medio de 
La idea básica una prueba de vibración. Hay dos ideas básicas implicadas: 

Cuando una estructura, máquina o cualquier sistema es excitado, su respuesta presenta un pico 
agudo en resonancia cuando la frecuencia forzada es igual a su frecuencia natural si el amorti¬ 
guamiento no es grande. 

La fase de la respuesta cambia 180° cuando la frecuencia forzada cruza la frecuencia natural de 
la estructura o máquina, y la fase será de 90° en resonancia. 

medición de vibración requiere el siguiente equipo: 

Un excitador o fuente de vibración para aplicar una fuerza de entrada conocida a la estructura o 
máquina. 

Un transductor para convertir el movimiento físico de la estructura o máquina en una señal 
eléctrica. 

Un amplificador de acondicionamiento de señal para hacer las características del transductor 
compatibles con la electrónica de entrada del sistema de adquisición de datos digital. 

Un analizador para realizar las tareas de procesamiento de señales y análisis modal mediante un 
programa de computadora apropiado. 

Excitador. El excitador puede ser un agitador electromagnético o un martillo de impacto. Como 
se explica en la sección 10.5.2, el agitador electromagnético es capaz de proporcionar grandes fuer¬ 
zas de entrada para que la respuesta sea fácil de medir. Además, la salida del agitador es fácil de 
controlar si es de tipo electromagnético. Por lo común, la señal de excitación es del tipo de barrido 
senoidal o aleatoria. En la entrada de barrido senoidal se aplica una fuerza armónica de magnitud 
F a varias frecuencias discretas a lo largo de un rango de frecuencia específico de interés. A cada 
frecuencia separada se hace que la estructura o máquina alcance un estado estable antes de que se 
midan la magnitud y fase de la respuesta. Si el agitador se fija en la estructura o máquina que se está 
probando, la masa del agitador influirá en respuesta medida (lo cual se conoce como efecto de car¬ 
ga de masa). Como tal, se tiene que tener cuidado para minimizar el efecto de la masa del agitador. 
Por lo general el agitador se fija en la estructura o máquina por medio de una varilla corta, llamada 
larguero, para aislarlo, reducir la masa agregada y aplicar la fuerza a la estructura o máquina a lo 
largo de la dirección axial del larguero. Esto permite controlar la dirección de la fuerza aplicada a 
la estructura o máquina. 

El martillo de impacto es un martillo con un transductor de fuerza incorporado en su cabeza 
como se indica en los ejemplos 4.7 y 4.8. El martillo de impacto se puede utilizar para golpear o 
impactar la estructura o máquina que se está probando para producir un amplio rango de frecuen¬ 
cias sin provocar el problema de carga de masa. La fuerza de impacto producida por el martillo de 
impacto, la cual es casi proporcional a la masa de la cabeza del martillo y la velocidad de impacto, 
se pueden determinar con el transductor de fuerza insertado en la cabeza del martillo. Como se 
muestra en la sección 6.15, la respuesta de la estructura o máquina a un impulso se compone de 
excitaciones a cada una de las frecuencias naturales de la estructura o máquina. 

Aun cuando el martillo de impacto es sencillo, portátil, económico y mucho más fácil de uti¬ 
lizar que un agitador, a menudo no es capaz de impartir suficiente energía para obtener señales de 
respuesta adecuadas en el rango de frecuencia de interés. También es difícil controlar la dirección 
de la fuerza aplicada con un martillo de impacto. En la figura 10.26 se muestra una respuesta de 
frecuencia típica de una estructura o máquina obtenida con un martillo de impacto. La forma 


1 . 


2 . 


1 (^¿ 

Equipo 

necesario 


La 
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3. 
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de la respuesta de frecuencia depende de la masa y rigidez tanto del martillo como de la estructura 
o máquina. El rango útil de excitación de frecuencia suele estar limitado por una frecuencia de corte 
a> c , lo cual implica que la estructura o máquina no recibió suficiente energía para excitar modos más 
allá de w c . El valor de u> c se suele considerar como la frecuencia donde la amplitud de la respuesta 
de frecuencia se reduce en 10 a 20 dB de su valor máximo. 

Transductor. Entre los transductores, los piezoeléctricos son los más populares (vea la sección 
10.2.2). Se puede diseñar un transductor piezoeléctrico para generar señales proporcionales a la 
fuerza o a la aceleración. En un acelerómetro, el material piezoeléctrico actúa como un resorte 
rígido que hace que el transductor tenga una frecuencia resonante o natural. Por lo común, la fre¬ 
cuencia máxima medible de un acelerómetro es una fracción de su frecuencia natural. También se 
pueden utilizar medidores de deformación para medir la respuesta de vibración de una estructura o 
máquina, como se vio en la sección 10.2.1. 

Acondicionador de señales. Como la impedancia de salida de un transductor no es adecuada para 
entrada directa al equipo de análisis de señales, se utilizan acondicionadores de señales, en forma de 
amplificadores de carga o voltaje, para igualar y amplificar las señales antes de analizarlas. 

Analizador. Después de acondicionar la señal de respuesta, se envía a un analizador para su pro¬ 
cesamiento. Un tipo que comúnmente se utiliza es el analizador de transformada rápida de Fourier 
(FFT, por sus siglas en inglés). Tal analizador recibe señales de voltaje analógicas (que repre¬ 
sentan desplazamiento, velocidad, aceleración, deformación o fuerza) desde un amplificador de 
acondicionamiento de señales, filtro, o digitalizador para realizar cálculos. Calcula los espectros 
de frecuencia discretos de señales individuales así como los espectros cruzados entre las señales de 
entrada y las diferentes señales de salida. Las señales analizadas se pueden utilizar para determinar 
las frecuencias naturales, relaciones de amortiguamiento y modos en forma numérica o gráfica. 



Figura 10.26 Respuesta de frecuencia de un impulso creado por un martillo de impacto. 
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Computadora (adquiere datos y guarda 
las funciones de respuesta de la frecuencia) 


Figura 10.27 Análisis modal experimental. 


El montaje general para el análisis modal experimental de un sistema estructural o mecánico 
se muestra en la figura 10.27. Observe que todo el equipo se tiene que calibrar antes de usarlo. Por 
ejemplo, en el análisis de esfuerzo experimental se utiliza con más frecuencia un martillo de impac¬ 
to por la sencilla razón de es que es más cómodo y rápido de utilizar que un agitador. Un martillo de 
impacto se compone de un transductor de fuerza o celda de carga incorporada en la cabeza (o punta) 
del martillo. El transductor de fuerza se tiene que calibrar dinámicamente siempre que se cambian 
la cabeza o la punta. Asimismo, los transductores, junto con los acondicionadores de señales, se 
deben calibrar con respecto a magnitud y fase a lo largo del rango de frecuencia de interés. 


Procesamiento 
de señales 
digitales 


El analizador convierte las señales analógicas en el dominio del tiempo, x(t), en datos digitales en 
el dominio de frecuencia por medio de relaciones de la serie de Fourier, dadas por las ecuaciones 
(1.97) a (1.99), para facilitar el cálculo digital. De este modo el analizador acepta las señales de sali¬ 
da analógicas de acelerómetros o transductores de fuerza, x(f), y calcula los coeficientes espectrales 
de estas señales a 0 , a n y b n utilizando las ecuaciones (1.97) a (1.99) en el dominio de frecuencia. 
El proceso de convertir señales analógicas en datos digitales se indica en la figura 10.28 para dos 
señales representativas. En la figura 10.28, x(t) denota la señal analógica y x¡ = x(t¡) representa el 
registro digital correspondiente, donde t¡ indica el valor de tiempo z'-ésimo discreto. Un convertidor 
analógico a digital (A/D) realiza este proceso, el cual es parte de un analizador digital. Si se reúnen 
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x(t) 


A A A n 

_1_^ o 

\y vy v t 

"1 




Figura 10.28 Representación de señales en diferentes formas: (a) Señales en el dominio del tiempo, 
(b) Señales en el dominio de la frecuencia, (c) Registros digitales dex(t). 


N muestras de x(t ) como valores de tiempo discretos, t¡, se pueden utilizar los datos [X|(f ¿ ), x 2 (t ¡),..., 
x ;V (f ( )J para obtener la forma discreta de la transformada de Fourier como 

fln n/2/ 2irit¡ 2irit¡ \ 

xj = x(tj) = — + 2 eos + b¡ sen j = 1,2, ...,N (10.45) 


donde las ecuaciones 10.46 a 10.48 proporcionan los coeficientes espectrales digitales a 0 , a¡ y ¿>, 
(vea las ecuaciones (1.97) a (1.99)). 


N 

2*7 


(10.46) 

7=1 

N 

'y'jXj eos 
7 = 1 

2iritj 

(10.47) 

N 

N 

2iritj 


2 ] x j sen 
7 = 1 

N 

(10.48) 


con la cantidad de muestras N igual a la misma potencia de 2 (como 256, 512 o 1024) el cual está 
fijo para un analizador dado. Las ecuaciones (10.46) a (10.48) indican N ecuaciones algebraicas 
para cada una de las N muestras. Las ecuaciones se pueden expresar en forma matricial como 

X = [A\d (10.49) 


donde X = {x¡, x n ■■•x N } T es el vector de las muestras, d = {a 0 , a { , a 0 ••• a N / 2 b\b-> ••• b N/2 } T es el 
vector de coeficientes espectrales y [A] es la matriz compuesta de los coeficientes eos y 
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Análisis 
de señales 
aleatorias 


z mu 

sen de las ecuaciones (10.46)-( 10.48). El contenido de frecuencia de la señal o respuesta del 
sistema se determina a partir de la solución 

d = [A] -1 ! (10.50) 


donde [A] -1 se calcula de forma eficiente si el analizador utiliza la transformada de Fourier (FFT). 
Fos datos de entrada y salida medidos por los transductores en general contienen algún compo¬ 
nente o ruido aleatorio que dificulta el análisis de los datos de una manera determinística. Incluso, 
en algunos casos se utiliza excitación aleatoria en pruebas de vibración. Por lo tanto, el análisis de 
señales aleatorias se hace necesario en pruebas de vibración. Si x(t) es una señal aleatoria, como se 
muestra en la figura 10.29, su promedio o media, indicados como x, se define como 6 

1 Í T 

x(t) = lím — / x(t) dt (10.51) 

W T^N Jo w 


la que, para una señal digital, se expresa como 


1 N 

x = lím — Vx(í,) (10.52) 

V^OC N pi w ' 

Correspondiente a cualquier señal aleatoria y(t), siempre podemos definir una nueva variable x(t) 
como x(t ) = y(t) — y(t), de modo que el valor medio de x(t) es cero. Por consiguiente, sin pérdida 

de generalidad, podemos suponer que la señal x(t) tenga una media de cero y definir el valor de la 

raíz cuadrada de la media de los cuadrados o varianza de x(t) indicada por x 2 (t), como 

x 2 (t) = lím — f x 2 (t ) dt (10.53) 

V->oo T J o 


la que, para una señal digital con N muestras de x(t) en t = t j, t 2 , ■■■, t N , se puede expresar como 


1 N 

x 2 — lím — '5'.x 2 (t¡) (10.54) 

n—oo N pi J 


x(t) 



6 En el capítulo 14 (en inglés) se analizan con detalle las señales aleatorias (procesos) y vibraciones aleatorias. 
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El valor de la raíz cuadrada de la media de los cuadrados (RCM) de x(t) es 

*rcm = (10.55) 

La función de autocorrelación de una señal aleatoria x(t), indicada como R{t), mide la velocidad con 
la cual la señal cambia en el dominio del tiempo y se define como 

1 Í T 

R(t) = x 2 = lím — / x(t)x(t + t) dT (10.56) 

r->°° T J o 

la cual, para una señal digital, se escribe como 

2 N-n 

R(n, Ai) = —- 2 XjXj +n (10.57) 

N~n jto 

donde N es la cantidad de muestras, A t es el intervalo de muestreo y n es un parámetro ajustable 
que controla cuántos puntos se utilizan en el cálculo. Se ve que R( 0) denota el valor de la media al 
cuadrado x 2 , de x(t). La función de autocorrelación se puede utilizar para identificar la presencia 
de componentes periódicos (ocultos) en una señal aleatoria. Si x{t) es puramente aleatoria, entonces 
R{t) —» 0 a medida que T —> oo,. Sin embargo, si x(t) es periódica o tiene un componente perió¬ 
dico, entonces R(t) también será periódica. 

La densidad espectral de potencia (DEP) de una señal aleatoria x(t), expresada como S(a>), 
mide la velocidad con la cual la señal cambia en el dominio de la frecuencia y se define como la 
transformada de Lourier de R(t)\ 


S(co) 


— / R(r)e 
2tt I—oo 


dr 


(10.58) 


la cual, en forma digital, se expresa como 


|x(cd )| 2 

S(Aío) = ; (10.59) 

v ' N At 

donde |x(íu)| 2 representa la magnitud de la transformada de Lourier de los datos muestreados de 
x(t). Las definiciones de autocorrelación y funciones de DEP se pueden ampliar para dos señales 
diferentes, como una señal de desplazamiento x(t) y una señal de fuerza aplicada/(f). Esto conduce 
a la función de correlación cruzada, R x f(t) y la DEP cruzada S^íoj): 

1 f T 

R xf(t) = lím - / x(r)f(T + t) dr (10.60) 

r_>0 ° 1 Jo 

S x f H = — dr (10.61) 

Las ecuaciones (10.60) y (10.61) permiten determinar las funciones de transferencia de la estruc¬ 
tura o máquina que se está probando. En la ecuación (10.60), si a f(r + t) la reemplaza x(t + t ), 
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Figura 10.30 Típica función de coherencia. 


obtenemos R^t), la cual al utilizarla en la ecuación (10.61) conduce a S xx (a>). La función de res¬ 
puesta de frecuencia, H(ico), está relacionada con las funciones DEP como sigue 


S xx (co) = \H{ico)\ 2 S ff (co) (10.62) 

S fx (cü) = H(itú)S ff ((o) (10.63) 

S xx (*>) = H(ia>)S xf (co) (10.64) 


con f(t) y x(t) que indican la entrada de fuerza aleatoria y la respuesta de salida resultante, respecti¬ 
vamente. La función S xx (oj), dada por la ecuación (10.62), contiene información sobre la magnitud 
de la función de transferencia del sistema (estructura o máquina), mientras que las funciones S x f(co) 
y S xx (m), dadas por las ecuaciones (10.63) y (10.64), contienen información tanto sobre magnitud 
como sobre fase. En pruebas de vibración, el analizador de espectro primero calcula las diferentes 
funciones de densidad espectrales a partir de los resultados de salida del transductor, y luego calcula 
la función de respuesta de frecuencia H(ico) del sistema con las ecuaciones (10.63) y (10.64). 

Función de coherencia. Una función, conocida como función de coherencia Q3 ), se define como 
una medida del ruido presente en las señales como 


/ Sf x (ü))\/ S xf ((x>) \ |S r y(ív)| 

S xx {(ú)S ff {u) 


Observe que si las lecturas de x y /son ruidos puros, entonces (3 = 0, y si las lecturas de x y /no 
están contaminadas en absoluto con ruido, entonces p = 1. La gráfica de una función de coherencia 
típica se muestra en la figura 10.30. Por lo general, p ~ 1 cerca de la frecuencia natural del sistema 
porque las señales son grandes y menos influenciadas por el ruido. 


Determinación 
de datos 
modales a 
partir de picos 
observados 


La función de respuesta de frecuencia, H(ico), calculada a partir de la ecuación (10.63) o (10.64), 
se puede utilizar para determinar las frecuencias naturales, las relaciones de amortiguamiento y 
los modos correspondientes a todos los picos resonantes observados en la gráfica de H(íoj). Sea 
la gráfica de la función de respuesta de frecuencia como se muestra en la figura 10.31, con sus cua¬ 
tro picos o resonancias que sugieren que el sistema que se está probando se puede modelar como 
un sistema de cuatro grados de libertad. En ocasiones se hace difícil asignar el número de grados 
de libertad al sistema, en especial cuando la separación entre los picos resonantes es mínima en la 
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Figura 10.31 Gráfica de la función de respuesta de frecuencia de una estructura o máquina, obtenida 
mediante la ecuación (10.63) o (10.64). 


gráfica de H(ica), la cual se puede trazar aplicando una fuerza armónica de frecuencia ajustable 
en un punto específico de la estructura o máquina, midiendo la respuesta (por ejemplo, desplaza¬ 
miento) en otro punto y hallando el valor de la función de respuesta de frecuencia con la ecuación 
(10.63) o (10.64). La gráfica de H(ico), semejante a la figura 10.31, se puede trazar si se hallan los 
valores de H(ica ) a varias frecuencias de la fuerza armónica aplicada. 

Un método simple de hallar los datos modales implica el uso de un método de un solo grado de 
libertad. En este método, la gráfica de H{iea) se divide en varios rangos de frecuencia, con un pico 
en cada rango, como se muestra en la figura 10.31. Cada rango de frecuencia dividido se considera 
entonces como la función de respuesta de frecuencia de un sistema de un solo grado de libertad. Esto 
implica que la función de respuesta de frecuencia en cada rango de frecuencia está dominada por 
ese modo específico único. Como se observó en la sección 3.4, un pico indica un punto de resonan¬ 
cia que corresponde a un ángulo de fase de 90°. Por lo tanto, las frecuencias resonantes se pueden 
identificar como los picos en la gráfica de Hijea), lo cual se puede confirmar de una observación 
de los valores del ángulo de fase de 90° en cada uno de los picos. La relación de amortiguamiento 
correspondiente al pico j, con frecuencia resonante cap en la figura 10.31 indica la relación de amor¬ 
tiguamiento modal £j. Esta relación se puede hallar utilizando la ecuación (3.45), como 


Cj 


,P) 


.O) 


2ca¡ 


( 10 . 66 ) 


donde ojj 1 y cap, conocidos como puntos de mediana potencia, quedan a ambos lados de la fre¬ 
cuencia resonante cap y satisfacen la relación 


\H(ia>j)\ 

~vr 




(10.67) 
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Ejemplo 10.5 


Observe que &>• en realidad representa la frecuencia natural amortiguada del sistema que se está 
probando. Sin embargo, cuando el amortiguamiento es pequeño, <w- se puede considerar aproxima¬ 
damente igual a la frecuencia natural no amortiguada del sistema. Cuando el sistema que se está 
probando se representa como un sistema de k grados de libertad (k = 4 para el sistema correspon¬ 
diente a la figura 10.31), cada pico observado en la gráfica de H(ico) se supone que es un sistema 
de un solo grado de libertad y las k frecuencias resonantes (picos) así como las relaciones de amor¬ 
tiguamiento correspondientes, se determinan repitiendo el procedimiento anterior (y aplicando la 
ecuación (10.66)) k veces. 


Determinación de la relación de amortiguamiento con el diagrama de Bode 


Las gráficas que muestran la variación de la magnitud de la respuesta y su ángulo de fase con la frecuencia 
de un sistema de un solo grado de libertad, como se indica en la figura 3.11, proporcionan la respuesta de 
frecuencia del sistema. En lugar de ocuparse directamente de las curvas de magnitud, si se utilizan los logarit¬ 
mos de las relaciones de magnitud (en decibeles), las curvas resultantes se conocen como diagramas de Bode. 
Encuentre la frecuencia natural y la relación de amortiguamiento de un sistema cuyo diagrama de Bode se 
muestra en la figura 10.32. 

Solución: La frecuencia natural, que corresponde aproximadamente a la respuesta pico del sistema es de 10 Hz 
y la respuesta pico es de — 35 bB. Los puntos de mediana potencia corresponden a las frecuencias co l y cu-,, donde 
la amplitud de la respuesta es igual a 0.707 veces la respuesta pico. Según la figura 10.32, los puntos de mediana 
potencia se pueden identificar como íu¡ = 9.6 Hz y co 2 = 10.5 Hz; por lo tanto la relación de amortiguamiento 
se determina aplicando la ecuación (10.66) como 


ít>2 ÍDj 
2(ú n 


10.5 - 9.6 

2 ( 10 . 0 ) 


0.045 



El procedimiento descrito en esta sección para hallar los parámetros modales es básicamente un método 
visual. En la siguiente sección se presenta un método más sistemático basado en la computadora que el anali¬ 
zador puede ejecutar mediante una programación adecuada. 
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Determinación 
de los datos 
modales con 
la gráfica de 
Nyquist 


De acuerdo con este método, también se supone que un modo único domina en las proximidades 
de su frecuencia natural en la función de respuesta de frecuencia. Cuando se trazan las partes real e 
imaginaria de la función de respuesta de frecuencia de un sistema de un solo grado de libertad (da¬ 
das por la ecuación (3.54)) a lo largo de los ejes horizontal y vertical de una gráfica para un rango 
de frecuencias, la gráfica resultante será un círculo, conocido como círculo de Nyquist o gráfica de 
Nyquist. La función de respuesta de frecuencia, dada por la ecuación (3.54), se escribe como 

1 

a(ia>) = -,,- = u + iv (10.68) 

1 — r ¿ + i2¿¡r 


donde 


i = Parte real de a(ico) = 


1 - r ¿ 


= Parte imaginaria de a(ia>) = 


(1 - r 2 ) 2 + 4 í 2 r 2 
~2 ir 


(1 - r 2 ) 2 + 4£ 2 r 2 


(10.69) 

(10.70) 


(10.71) 


Durante la prueba de vibración, el analizador tiene valores de la frecuencia de control co y los 
valores calculados correspondientes de u = Re (a) y v = Im(a) a partir de los datos medidos. La 
gráfica entre u y n se parece a un círculo con valores grandes de amortiguamiento (f ), mientras que 
cada vez más asume la forma de un círculo a medida que el amortiguamiento se hace más y más 
pequeño, como se muestra en la figura 10.33. 



(a) Relación de amortiguamiento grande (b) Relación de amortiguamiento pequeña 


Figura 10.33 Círculo de Nyquist. 
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Medición 
de modos 


Propiedades del círculo de Nyquist. Para identificar las propiedades del círculo de Nyquist, pri¬ 
mero observamos que los valores grandes de u y v ocurren cerca de la resonancia, r = 1. En esa 
región, podemos reemplazar 1 — r 2 en las ecuaciones (10.70) y (10.71) como 

1 - r 2 = (1 + r) (1 - r) ~ 2(1 - r) y 2£r « 2 £ 


de modo que 

u = Re (a) « - f - 5 - (10.72) 

V ' 2[(1 - r ) 2 + ¿- 2 ] 


v = Im (a) ~ ^(10.73) 

^ ' 2[(1 - r ) 2 + £ 2 ] 


Es fácil de verificar que u y v, dadas por las ecuaciones (10.72) y (10.73), satisfacen la relación 


“ 2 + (" + i f - (i J (10 - 74) 


la cual indica la ecuación de un círculo con su centro en (u = 0, v = — y radio 7-, Los puntos 
de mediana potencia ocurren en r = 1 ± lo cual corresponde a u = ± ^ y v = -E. Estos puntos se 

encuentran en los dos extremos del diámetro horizontal del círculo, donde el punto u alcanza su 
magnitud máxima. 

Estas observaciones se pueden utilizar para hallar a> (r = 1) y £. Una vez que los valores 
medidos de la función de respuesta de frecuencia H(u> ) están disponibles (con la magnitud de 
la fuerza aplicada fija) para un rango de frecuencias de control u>, en lugar de buscar el pico en la 
gráfica de H(ícú) contra u>, podemos construir la gráfica de Nyquist de Re ( H(iu> )) contra Im (If(ioj)) 
siguiendo el método de los mínimos cuadrados para ajustarse a un círculo. Este proceso también 
promedia los errores experimentales. La intersección del círculo con el eje imaginario negativo 
corresponderá entonces a H(ico n ). La diferencia de las frecuencias en los dos puntos diametrales 
horizontales proporciona el ancho de banda (cu® — oj ( í >), con el cual £ se puede hallar como 


/ u/ 2 ) — 

V 2cü n J 


Para determinar los modos con una prueba de vibración, tenemos que expresar las ecuaciones de 
movimiento del sistema de varios grados de libertad en coordenadas modales [10.18]. Para esto, 
primero consideramos un sistema no amortiguado. 

Sistema de varios grados de libertad no amortiguado. Las ecuaciones de movimiento de un sis¬ 
tema de varios grados de libertad no amortiguado en coordenadas físicas son 


[m]x + [k]x = f (10.75) 

Para vibración armónica libre, la ecuación (10.75)se escribe como 

[[*] - o#[m]]y¡ = 0 (10.76) 
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donde a>¡ es la frecuencia natural /-ésima y y¿ es el modo correspondiente. Las relaciones de orto- 
gonalidad para los modos se expresan como 

[Y] T [m][Y] = diag [M] m [ N M ÍN ] (10.77) 

[Y] T [k][Y] = diag[tf] - [ N K fN ] (10.78) 

donde [ K]es la matriz modal que contiene los modos y\,y 2 , ■ ■ ■ ,Yn como columnas (N indica los 
grados de libertad del sistema, que también son iguales a la cantidad de frecuencias naturales o 
picos medidos), M¡ y K { son los elementos de diag [M] y diag \K], también llamados masa modal y 
rigidez modal , respectivamente, correspondientes al modo i, por lo que 

wj = — (10.79) 

' M¡ 

Cuando las funciones forzadas son armónicas, f(t) = Fe ,cüt , con i = V— I, la ecuación (10.75) 
produce 

x (í) = Xe iu>, = [[£] - (o 2 [m]]~ l Fe iü>t = f a{o))]Fe ia,t (10.80) 


donde [a(w)] recibe el nombre defunción de respuesta de frecuencia o matriz de receptando del 
sistema. Utilizando las relaciones de ortogonalidad de las ecuaciones (10.77) y (10.78), [«(cu)] se 
expresa como 

[<*H] = [Y][[K] ~ co 2 [M]]~\y] t (10.81) 

Un elemento individual de la matriz [a(oj)] situado en la fila p y columna q indica la respuesta ar¬ 
mónica de una coordenada, X p , originada por una fuerza armónica aplicada en otra coordenada, F q 
(sin ningunas otras fuerzas), y se escribe como 

«/><?(» = [«MU = 




p q 

con Fj=0;j= 

N 


WpW? 

2 

i=t 

K¡ - w 2 M¡ 


..,N\j*q 


(10.82) 


donde ( y¡) j indica el componente /-ésimo del modo y,. Si la matriz modal [Y] se normaliza aún más 
(se reescala o normaliza en cuanto a masa) como 

m - pM ■••?*] = [: y}[m]~ 1 I 2 (io.83) 

la forma de los modos, <f> l , <f> 2 , ..., <}>^ no cambiará, pero la ecuación (10.82) se escribe como 


*pq 


N 

M = ¿ 

í=i 


(0i)p(^i)í 


2 2 
ü); ~ (ú 


(10.84) 
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Sistema de varios grados de libertad amortiguado. Las ecuaciones de movimiento de un siste¬ 
ma amortiguado de varios grados de libertad en coordenadas físicas son 

[mjx + [c]x + [£]x = / (10.85) 

Para simplificar, supongamos un amortiguamiento proporcional, de modo que la matriz de amorti¬ 
guamiento [c] se exprese como 


[c] = a[£] + b[m] 


( 10 . 86 ) 


donde a y b son constantes. Entonces los modos no amortiguados del sistema, y¡ y (f >¡, diagonalizan 
no sólo las matrices de masa y rigidez, como se indica en las ecuaciones (10.77) y (10.78), sino 
también la matriz de amortiguamiento: 

[Y] T [c][Y] = diag [C] = [ N C, N ] (10.87) 

Por lo tanto, los modos del sistema amortiguado no cambiarán como los del sistema no amorti¬ 
guado, pero las frecuencias naturales sí lo harán y por lo común se vuelven complejas. Cuando se 
supone que el vector f es armónico en la ecuación (10.85), la función de respuesta de frecuencia o 
receptancia se deriva como 




[“M ]pq 


4 * 

l, - - —~— 

'=1 K¡ — or M¡ + iwC¡ 


( 10 . 88 ) 


Cuando se utilizan modos normalizados en cuanto a masa (vea la ecuación 10.83), a (<w)se vuelve 


Pi 


N 

M = 2 


{4>i)p(4>i)q 


í= i cof — ar + 2 i¿¡i(ú¡a> 


(10.89) 


donde es la relación de amortiguamiento en el modo i. 

Como se indicó antes, el elemento de la matriz [«(&>)] en la fila p y columna q, a (w) = [a(o»)] , 
indica la función de transferencia entre el desplazamiento o respuesta en el punto p(X ) y la fuerza 
de entrada en el punto q(F ) del sistema que se está probando (con todas las demás fuerzas iguales 

X P 

a cero). Como esta función de transferencia indica la relación —, está dada por H pg {u>). Por lo tanto 


a pq{ M ) = H p q((ú) (10.90) 

Si los picos o frecuencias resonantes (naturales) del sistema están bien separados, entonces el tér¬ 
mino correspondiente al pico particular (pico í-ésimo) domina a los demás términos en la suma de 
ecuación (10.88) o (10.89). Sustituyendo co = u>¡ en la ecuación (10.89), obtenemos 


(i>j - (o¡ + i2£fiíj 


Otpqi^i) Hpq(ü)¿) 
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o 


\u pq ((0¡)\ 


\H pq {o>i)\ 


l(d , í)p( < ^/) 9 l 

2 {¡col 


O 


\($i)p($i) q \ = 2C i ayf\H pq (aj i )\ (10.91) 

Se ve que la ecuación (10.91) permite calcular el valor absoluto de [4>¡) p {<t>¡) q con los valores 
medidos de la frecuencia natural (u>¡), la relación de amortiguamiento (£,•) y la función de trans¬ 
ferencia \H pq {co¡)\ en el pico i. Para determinar el signo del elemento se puede utilizar 

la gráfica de fase H (a>¡). Como sólo hay N componentes independientes desconocidos de </>,■ en 
los N 2 elementos de la matriz [(<^¡) p (</>¡) ? ] = [<f>¡ 4>J\ pq , se requieren N mediciones de \H (w ; )| 
para determinar el modo <f>¡ que corresponde a la frecuencia modal u>¡. Esto se puede lograr midien¬ 
do el desplazamiento o respuesta del sistema en el punto q primero con entrada en el punto 1, luego 
en el punto 2,..., y por último en el punto N. 


10.9 Monitoreo y diagnóstico de la condición 
de una máquina 


La mayoría de las máquinas producen bajos niveles de vibración cuando están diseñadas apropiada¬ 
mente. Durante su operación, las máquinas se someten a fatiga, desgaste, deformación y asentamien¬ 
to de los cimientos. Estos efectos incrementan las holguras entre partes en contacto, desalineaciones 
en flechas, principio de grietas en sus piezas y desbalances en rotores, todo lo cual aumenta el nivel 
de vibración, con lo que se provocan cargas dinámicas adicionales en los rodamientos. Conforme 
pasa el tiempo, los niveles de vibración siguen aumentando y acaban provocando fallas o descom¬ 
posturas de la máquina. Los tipos comunes de fallas o condiciones de operación que conducen a 
niveles aumentados de vibración en máquinas incluyen flechas deflexionadas o excéntricas, com¬ 
ponentes desalineados o desbalanceados, rodamientos o engranes defectuosos, propulsores con 
aspas defectuosas, y partes mecánicas flojas. 


Criterios de 
severidad de 
vibración 


Las gráficas de severidad de vibración, dadas por estándares como ISO 2372, pueden servir de 
guía para determinar la condición de una máquina. En la mayoría de los casos, el valor de la raíz 
cuadrada de la media de los cuadrados (RCM) de la velocidad vibratoria de la máquina se compa¬ 
ra contra los criterios establecidos por los estándares. Aunque es muy sencillo implementar este 
procedimiento, la señal de velocidad total utilizada para comparación quizá no proporcione una 
advertencia suficiente del daño inminente de la máquina. 


Técnicas de 
mantenimiento 
de máquinas 


La duración de una máquina sigue la clásica curva de la tina de baño que se muestra en la figura 
10.34. Como la falla de una máquina en general se caracteriza por un incremento de la vibración 
y/o nivel de ruido, el nivel de vibración también sigue la forma de la misma curva de la tina de 
baño. El nivel de vibración se reduce durante el periodo inicial de aflojamiento, luego se incrementa 
muy lentamente durante el periodo normal de operación debido al desgaste normal, y al final se 
incrementa rápidamente debido al desgaste excesivo o descompostura en el periodo de desgaste. 

Se pueden utilizar tres tipos de esquemas de mantenimiento en la práctica: 
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Deterioro 
(probabilidad 
de falla) 



aflojamiento 

inicial) 

Figura 10.34 Curva de la tina de baño de la duración de una máquina. 


1. Mantenimiento por descompostura. Se permite que la máquina falle, momento en el cual 
la máquina descompuesta es reemplazada por una nueva. Esta estrategia se puede utilizar si la 
máquina no es cara de reemplazar y la descompostura no provoca otros daños. De lo contrario, 
el costo de la producción perdida, los riesgos de seguridad y el daño adicional provocado a otras 
máquinas hacen que este esquema sea inaceptable. 

2. Mantenimiento preventivo. El mantenimiento se realiza a intervalos fijos como cada 3 000 horas 
de operación, o una vez al año. Por lo común, los intervalos de mantenimiento se determinan 
estadísticamente por la experiencia pasada. Aunque este método reduce la probabilidad de des- 


Nivel de vibración 
(probabilidad de falla) 



Figura 10.35 Mantenimiento basado en la condición. 
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composturas inesperadas, se ha visto que no es económico. La detención para mantenimiento 
implica no sólo tiempo de producción perdido sino también un alto riesgo de introducir imper¬ 
fecciones debido a errores humanos. Además, la probabilidad de falla del componente de una 
máquina no se puede reducir reemplazándolo con uno nuevo durante el periodo de desgaste 
normal. 

3. Mantenimiento basado en la condición. Las reparaciones generales realizadas a intervalos fijos 
son reemplazadas por mantenimientos a intervalos fijos que permiten observar con regularidad 
los cambios de la condición de operación de la máquina. Por lo tanto, se puede detectar el inicio 
de las condiciones de falla y seguir de cerca sus desarrollos. Los niveles de vibración medidos 
se pueden extrapolar para predecir cuándo los niveles de vibración alcanzarán valores inacep¬ 
tables y cuándo se deberá dar servicio a la máquina. Por consiguiente, este esquema también se 
conoce como mantenimiento predictivo. En este método los costos de mantenimiento se redu¬ 
cen en gran medida debido a las pocas fallas catastróficas, a una mejor utilización de las partes 
de repuesto y a la eliminación del mantenimiento preventivo innecesario. El nivel de vibración 
(y por consiguiente la probabilidad de falla) de la máquina debido al mantenimiento basado en 
la condición sigue la forma indicada en la figura 10.35. 


Técnicas de 
monitoreo de 
la condición 
de máquinas 


Se pueden aplicar varios métodos para monitorear la condición de una máquina, como se indica en 
la figura 10.36. Los métodos auditivos y visuales son las formas básicas de técnicas de monitoreo 
en las cuales un técnico calificado, que conoce a fondo las máquinas, puede identificar una falla 
con sólo escuchar los sonidos u observar las grandes amplitudes de vibración producidas por una 
máquina averiada. En ocasiones se utiliza un micrófono o un estroboscopio para escuchar el ruido 
de la máquina. Incluso se utilizan dispositivos desde lupas hasta estroboscopios para monitorear 
visualmente la condición de una máquina. Se puede utilizar corriente y voltaje para el monitoreo de 
la condición de máquinas eléctricas como grandes generadores y motores. 

En el método de monitoreo de variables operativas, también conocido como monitoreo de des¬ 
empeño o de ciclo de trabajo, el desempeño de una máquina se observa con respecto a su funcio¬ 
namiento deseado. Cualquier desviación del desempeño deseado indica un mal funcionamiento de 
la máquina. El monitoreo de temperatura implica medir la temperatura operacional o superficial 
de una máquina. Este método se puede considerar como una clase de método de variables operativas. 
Un rápido incremento de la temperatura de un componente, que ocurre principalmente por desgaste, 
es una indicación de un mal funcionamiento, como un lubricante inadecuado en las chumaceras. El 
monitoreo de temperatura utiliza dispositivos como pirómetros, termopares, termografía y termóme¬ 
tros de resistencia. En algunos casos se utilizan colorantes penetrantes para identificar grietas que 
aparecen en la superficie de una máquina. Este procedimiento requiere utilizar pinturas sensibles al 
calor, conocidas como pinturas termográficas, para detectar grietas en superficies calientes. En tales 
casos se selecciona la pintura más adecuada para la temperatura superficial esperada. 

Se generan desechos de desgaste en superficies móviles relativas de elementos de máquina 
sometidos a carga. Las partículas de desgaste que se encuentren en los aceites lubricantes o en la 
grasa se pueden utilizar para evaluar el grado de daño. A medida que se incrementa el desgaste, 
las partículas del material utilizado para construir componentes de la máquina como rodamientos 


Técnicas de monitoreo de la condición de máquinas 


Auditivas Visual Variables Temperatura Restos Vibración 
operativas de desgaste 

Figura 10.36 Técnicas de monitoreo de la condición de máquinas. 
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Técnicas de monitoreo de vibración de máquinas 


Técnicas Técnicas Técnicas 

en el dominio en el dominio en el dominio 

del tiempo de la frecuencia de la cuefrencia 

(cepstrum) 

• Forma de onda 

• Órbitas de flecha 

• Análisis estadístico 

Figura 10.37 Técnicas de monitoreo de vibración de máquinas. 


y engranes se pueden hallar en concentraciones crecientes. Por lo tanto, la severidad del desgaste 
se puede evaluar observando la concentración (cantidad), tamaño, forma y color de las partículas. 
Observe que el color de las partículas indica qué tan calientes llegaron a estar. 

El análisis de vibración se utiliza más comúnmente para monitorear la condición de máqui¬ 
nas. La vibración en máquinas es provocada por fuerzas de excitación cíclicas que se originan por 
desbalances, desgaste o avería de las partes. Qué tipo de cambios ocurren en el nivel de vibración, 
cómo se pueden detectar estos cambios, y cómo se interpreta la condición de la máquina, ha sido 
el tema de diversos estudios de investigación en el pasado. Las técnicas de monitoreo de vibración 
disponibles se pueden clasificar como se muestra en la figura 10.37. Estas técnicas se describen en 
la siguiente sección. 


Técnicas de 
monitoreo 
de vibración 


Análisis en el dominio del tiempo 

Formas de onda en el dominio del tiempo. El análisis en el dominio del tiempo utiliza el historial 
de la señal (forma de onda). La señal se guarda en un osciloscopio o analizador en tiempo real y se 
registra cualquier impulso no estable o transitorio. Los daños individuales como dientes rotos en 
engranes y grietas en el anillo interno o externo de rodamientos se pueden identificar fácilmente a 
partir de la forma de onda de la caja de engranes. Como un ejemplo, la figura 10.38 muestra la señal 
de aceleración de una caja de engranes de una sola etapa. El piñón del par de engranes se acopla 
a un motor eléctrico de CA de 5.6 kW y 2865 rpm. Como la velocidad del piñón (flecha) es de 
2 865 rpm o 47.75 Hz, el periodo es de 20.9 ms. La forma de onda de la aceleración indica que los 
pulsos ocurren de manera temporal con un periodo de 20 ms. Observando que este periodo es el 
mismo que el periodo del piñón, el origen de los pulsos en la señal de aceleración se puede atribuir 
a un diente roto en el piñón. 



Figura 10.38 Forma de onda en el dominio del tiempo de una caja 
de engranes averiada [10.23]. 
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Indices. En algunos casos se utilizan índices como el nivel pico, el valor de la raíz cuadrada de la 
media de los cuadrados (RCM) y el factor de cresta para identificar daños en la máquina. Como 
el nivel pico ocurre sólo una vez, no es una cantidad estadística y por consiguiente no es un índice 
confiable para detectar averías en sistemas que operan de forma continua. Aun cuando el valor 
RCM es un mejor índice para detectar averías en aplicaciones de estado estable, puede no ser útil 
si la señal contiene información de más de un componente, como en el caso de vibración de una 
caja de engranes o de transmisión completa compuesta de varios engranes, flechas y rodamientos. 
El factor de cresta, definido como la relación del pico con el nivel RCM, incluye información tanto 
del pico como de los niveles RCM. Sin embargo, quizá tampoco sea capaz de identificar fallas en 
ciertos casos. Por ejemplo, si la falla ocurre de manera progresiva, el nivel RCM de la señal podría 
ir en aumento gradualmente, aunque el factor de cresta pudiera mostrar una tendencia decreciente. 

Órbitas. En ocasiones se pueden obtener ciertos patrones conocidos como figuras de Lissajous al 
desplegar en pantalla las formas de onda en el dominio del tiempo obtenidas con dos transductores 
con sus salidas desfasadas 90°. Cualquier cambio en el patrón de estas figuras u órbitas se puede 
utilizar para identificar fallas como desalineación, desbalance o roce de flechas, desgaste en chuma¬ 
ceras e inestabilidad hidrodinámica en rodamientos lubricados. La figura 10.39 ilustra un cambio 
de órbita a causa de un rodamiento desgastado. El diámetro agrandado de la órbita en la dirección 
vertical indica que el rodamiento se hizo más rígido en la dirección horizontal; es decir, su holgura 
es mayor en la dirección vertical. 

Métodos estadísticos 

Curva de densidad de probabilidad. Toda señal de vibración tendrá una curva de densidad de 
probabilidad característica. La densidad de probabilidad de una señal se puede definir como la 
probabilidad de hallar su amplitud instantánea dentro de un cierto rango, dividida entre el rango. 
Usualmente, la forma de onda correspondiente a componentes en buen estado tendrá una curva de 
densidad de probabilidad en forma de campana semejante a la distribución normal. Por lo tanto, 
cualquier desviación significativa de la forma acampanada se puede asociar con la falla de un 
componente. Como el uso de la curva de densidad de probabilidad implica la comparación de 
variaciones de forma en lugar de variaciones de amplitudes, es muy útil en el diagnóstico de fallas 
de máquinas. 

Momentos. En algunos casos, los momentos de la curva de densidad de probabilidad se pueden 
utilizar para monitorear la condición de una máquina. Los momentos de la curva son similares a 
los momentos mecánicos con respecto al eje centroidal del área. Los primeros cuatros momentos 
de una curva de densidad de probabilidad (con normalización apropiada) se conocen como la me¬ 
dia, la desviación estándar, la oblicuidad y la curtosis, respectivamente. Para señales prácticas, los 
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momentos impares por lo común se aproximan a cero y los momentos pares indican la impulsi- 
bilidad de la señal. El momento de cuarto orden, curtosis, se suele utilizar en el monitoreo de la 
condición de una máquina. La curtosis se define como 

1 í °° 

k = —r / (x — x) 4 f{x) dx (10.92) 

<T ,/-oo 

donde/(x) es la función de densidad de probabilidad de la amplitud instantánea, x(r) en el tiempo t, x 
es el valor medio, y cr es la desviación estándar de x(f). Las fallas como anillos de rodamiento agrie¬ 
tados y el astillamiento de rodillos y bolas en rodamientos, provocan pulsos relativamente grandes en 
la forma de onda en el dominio de tiempo de la señal, los que a su vez conducen a grandes valores de 
curtosis. Por lo tanto, un incremento del valor de curtosis se puede atribuir a la falla de un componente 
de una máquina. 

Análisis en el dominio de la frecuencia 

Espectro de frecuencia. La señal o espectro de frecuencia en el dominio de la frecuencia es una 
curva de la amplitud de la respuesta de vibración contra la frecuencia y se puede derivar por medio 
del análisis de Lourier digital rápido de la forma de onda en el dominio del tiempo. El espectro de 
frecuencia proporciona información valiosa con respecto a la condición de una máquina. La res¬ 
puesta de vibración de una máquina depende no sólo de sus componentes sino también por su 
ensamble, montaje e instalación. Por lo tanto, las características de vibración de cualquier máquina 
son un tanto únicas para esa máquina particular; de ahí que el espectro de vibración se considera 
como la firma de vibración de dicha máquina. En tanto las fuerzas de excitación sean constantes o 
varíen en pequeñas cantidades, el nivel de vibración medido de la máquina también permanecerá 
constante o variará en pequeñas cantidades. Sin embargo, a medida que la máquina comienza a 
desarrollar fallas, su nivel de vibración, y por consiguiente la forma del espectro de frecuencia, 
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cambia. Comparando el espectro de frecuencia de la máquina dañada con el espectro de frecuencia de 
referencia correspondiente a la máquina en buenas condiciones, se puede detectar la naturaleza y 
ubicación de la falla. Otra importante característica de un espectro es que cada elemento rotatorio 
en una máquina genera una frecuencia identificable, como se ilustra en la figura 10.40; por lo tanto, 
los cambios del espectro a una frecuencia dada se pueden atribuir directamente a un componente 
de la máquina. Como tales cambios pueden ser más fáciles de detectar en comparación con los 
cambios de los niveles de vibración globales, esta característica será muy valiosa en la práctica. 

Dado que los picos en el espectro se relacionan con varios componentes de la máquina, es 
necesario ser capaz de calcular las frecuencias fallidas. Se pueden derivar varias fórmulas para 
determinar las frecuencias fallidas de componentes estándar como rodamientos, cajas de engranes, 
bombas, ventiladores y poleas. Asimismo, ciertas condiciones se pueden describir para fallas están¬ 
dar por ejemplo desbalance, desalineación, aflojamiento, remolineo de aceite y resonancia. 

Análisis en el dominio de la cuefrencia. La cuefrencia sirve como la abscisa (eje x) para un 
parámetro conocido como cepstrum, parecido a la frecuencia, que sirve como la abscisa para 
el parámetro espectro. En la literatura hay varias definiciones disponibles para el término cepstrum. 
Originalmente, cepstrum se definía como el espectro de potencia del logaritmo del espectro de 
potencia. Si x(t) indica una señal de tiempo, su espectro de potencia, S x (a>), está dado por 


S x (co) = |F{x(í)}| 2 

donde F {} indica la transformada de Fourier de {}: 


F{x(í)}= ^ í t x(t)e ,(út dt 
2 


(10.93) 


(10.94) 


Por lo tanto, el cepstrum, c(t) se convierte en 

c(t) = |F{logS x M}| 2 (10.95) 

Más adelante, el cepstrum se definió como la transformada de Fourier inversa del logaritmo del 
espectro de potencia, de modo que c(r) se vuelve 

c(t) = F-^logSxH} (10.96) 


La palabra cepstrum se deriva del reacomodo de las letras en la palabra spectrum. La razón de este 
vínculo es que el cepstrum es básicamente el espectro de un espectro. De hecho, muchos de los 
términos utilizados en el análisis de espectros se han modificado para usarse en el análisis de ceps¬ 
trum. A continuación se dan algunos ejemplos: 

Cuefrencia—Frecuencia 
Ramónicos—Armónicos 
Gamnitud—Magnitud 
Safe—Fase 

Por esto, es lógico ver por qué la cuefrencia sirve como la abscisa del cepstrum. 

En la práctica, la opción de la definición de cepstrum no es crítica, puesto que ambas defini¬ 
ciones, ecuaciones (10.95) a (10.96), muestran picos distintos en el mismo lugar si hay una fuerte 
periodicidad en el espectro (logarítmico). El cepstmm es útil en el monitoreo y diagnóstico de la 
condición de una máquina, ya que puede detectar cualquier periodicidad en el espectro provocada 
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por la falla de componentes como un aspa en una turbina y un diente de engrane en una caja de 
velocidades. Como un ejemplo, en las figuras 10.41 (a) a (d) se muestran los espectros y cepstros 
de dos cajas de transmisión de camión, una en buenas condiciones y la otra en malas, funcionando en 
un banco de prueba en primera velocidad. Observe que en la figura 10.41 (a) la caja de velocidades 
en buenas condiciones no muestra una periodicidad marcada en su espectro, en tanto que la caja de 
velocidades en malas condiciones muestra una gran cantidad de bandas laterales con una separa¬ 
ción aproximada de 10 Hz en su espectro (figura 10.41(b)). Esta separación no se puede determinar 
con precisión en la figura 10.41 (b). Del mismo modo, el cepstrum de la caja en buenas condiciones 
no indica cuefrencias de forma prominente (figura 10.41 (d)). Sin embargo, el cepstrum de la caja 
en malas condiciones (figura 10.41(c) indica tres cuefrencias prominentes en 28.1 ms (35.6 Hz), 



(a) Espectro de una caja de velocidades en malas condiciones 


100 



(b) Espectro de una caja de velocidades en buenas condiciones 


95.9 ms 
(10.4 Hz) 



(c) Cepstrum de una caja de velocidades en malas condiciones 



(d) Cepstrum de una caja de velocidades en buenas condiciones 


Figura 10.41 Espectro y cepstrum de una caja de velocidades [10.24]. 
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95.9 ms (10.4 Hz), y 191.0 ms (5.2 Hz). Se ha identificado que la primera serie de ramónicos 
correspondiente a 35.6 Hz corresponde a la velocidad de entrada de la caja de velocidades. La ve¬ 
locidad de salida teórica es de 5.4 Hz. Por lo tanto, no se espera que los ramónicos correspondientes 
a 10.4 Hz sean los mismos que el segundo armónico de la velocidad de salida, la cual sería de 10.8 
Hz. Un examen cuidadoso revela que los ramónicos correspondientes a la frecuencia de 10.4 Hz 
son los mismos que la velocidad de la segunda velocidad. Esto indica que la segunda velocidad 
estaba averiada aunque la primera siguiera funcionando. 

Basados en sus grados de complejidad, se pueden utilizar tres tipos de sistemas de instrumentación 
para monitorear la condición de máquinas, el sistema básico, el sistema portátil y el sistema basado 
en computadora. El primer tipo, el cual puede ser etiquetado como el sistema básico, se compone 
de un simple medidor de vibración tamaño bolsillo, un estroboscopio y un par de auriculares. El 
medidor de vibración mide los niveles de vibración totales (valores RMS o pico de aceleración o 
velocidad) dentro de rangos de frecuencia adecuados; el estroboscopio indica la velocidad de la 
máquina, y los auriculares sirven para escuchar la vibración de la máquina. Las lecturas de veloci¬ 
dad RCM totales se pueden comparar con gráficas de severidad publicadas para ver si se requiere 
mantenimiento a partir de la condición. Los niveles de vibración totales también se pueden trazar 
contra el tiempo para encontrar con qué rapidez cambia la condición de la máquina. El medidor 
de vibración también se puede utilizar junto una computadora de bolsillo para reunir y guardar las 
mediciones. En ocasiones, un operador experimentado puede escuchar la vibración (sonido) de una 
máquina durante un tiempo y determinar su condición. En algunos casos, fallas como desalinea¬ 
ción, desbalance o aflojamiento de piezas se pueden observar visualmente. 

Los sistemas de monitoreo de la condición de máquinas se compone de un analizador de vibra¬ 
ción de transformada de Fourier (FFT) portátil de baterías. Este analizador de vibración se puede 
utilizar para detectar fallas registrando y guardando los espectros de vibración de cada uno de los 
puntos de medición. Cada espectro registrado se puede comparar con un espectro de referencia que 
fue registrado en ese punto de medición particular cuando se sabía que la máquina estaba en buenas 
condiciones. Cualquier incremento significativo de las amplitudes en el nuevo espectro indica una 
falla que se tiene que investigar más a fondo. El analizador de vibración también tiene cierta capa¬ 
cidad de diagnóstico para identificar problemas como bandas propulsoras y cajas de velocidades 
defectuosas y rodamientos flojos. Cuando la falla diagnosticada requiere un reemplazo de piezas, el 
operador puede hacerlo. Si un rotor requiere balanceo, se puede utilizar el analizador de vibración 
para determinar las ubicaciones y magnitudes de las masas correctivas para volver a balancear el 
rotor. 

El sistema de monitoreo de la condición de máquina basado en computadora es útil y econó¬ 
mico cuando se incrementan la cantidad de máquinas, los puntos de monitoreo y la complejidad de 
la detección de fallas. Se compone de un analizador de vibración FFT acoplado a una computadora 
para mantener una base de datos centralizada que también tiene capacidades de diagnóstico. Los 
datos se guardan en un disco, lo que permite utilizarlos para comparar los espectros o para trazar 
gráficas tridimensionales (vea la figura 10.42). Determinados sistemas basados en la computadora 
utilizan grabadoras de cinta para registrar señales de vibración de cada máquina en todos los puntos 
de medición. Estas mediciones se pueden volver a reproducir en la computadora para su almace¬ 
namiento y posterior procesamiento. 

Comúnmente se utilizan acelerómetros piezoeléctricos para medir la vibración de máquinas. Se 
prefieren por su reducido tamaño, frecuencia superior y rango dinámico, confiabilidad durante 
largos periodos y robustez. Cuando se utiliza un acelerómetro como detector de vibración, la ve¬ 
locidad y desplazamientos se pueden obtener de los integradores interconstruidos en el analizador. 
Por lo tanto, el usuario puede seleccionar entre aceleración, velocidad y desplazamiento como 
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parámetro de monitoreo. Aunque cualquiera de estos tres espectros se puede utilizar para monito- 
rear la condición de una máquina, por lo común el espectro de velocidad será el más plano (lo que 
indica que el rango de amplitudes de velocidad es el más pequeño). Como el cambio de la amplitud 
de la velocidad es fácil de observar en un espectro muy plano, se suele utilizar la velocidad como 
parámetro para monitorear la condición de máquinas. 
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Ejemplo 10.6 Trazo del círculo de Nyquist 


Utilizando MATLAB, trace el círculo de Nyquist para los siguientes datos: 


a. ( = 0.75 

b. i = 0.75 


Solución: Las ecuaciones (10.70) y (10.71) se trazan a lo largo de los ejes horizontal y vertical. A continua¬ 
ción se presenta el programa MATLAB para trazar el círculo de Nyquist. 


%ExlO_6.m 
zeta = 0.05; 
for i = 1: 10001 

r (i) = 50 * (i-1) / 10000; 

Reí (i) = ( l-r(i) A 2 )/( (l-r(i) A 2) A 2 + 4*zeta"2*r(i) A 2 ); 

Iml(i) = -2*zeta*r(i)/( (l-r(i) A 2) A 2 + 4*zeta^2*r(i) A 2 ); 

end 

zeta = 0.75; 
for i = 1: 10001 

r (i) = 50 * (i —1) / 10000; 

Re2 (i) = ( 1-r(i) A 2 )/( (l-r(i) A 2) A 2 + 4*zeta"2*r(i) A 2 ); 

Im2(i) = -2*zeta*r(i)/( (l-r(i) A 2) A 2 + 4*zeta A 2*r(i) A 2 ); 
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end 

plot(Reí, Iml); 

title('Curva de Nyquist: zeta = 0.05'); 
ylabel('Eje imaginario'); 
xlabel('Eje real'); 
pause; 

plot(Re2, Im2); 

title('Curva de Nyquist: zeta = 0.75'); 
ylabel('Eje imaginario'); 
xlabel('Eje real'); 


Curva de Nyquist: zeta 0.05 
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Ejemplo 10.7 

Trazo de la ecuación del acelerómetro 


Utilizando MATLAB, trace la relación de las aceleraciones medidas a verdaderas, dadas por 

/(r) " {(1 - r 2 ) 2 + (2£r) 2 }'/2 (EJ) 

para f = 0.0, 0.25, 0.5, 0.75 y 1.0. 

Solución: El programa MATLAB para trazar la ecuación (E. 1) en el rango 0 £ r £ 1 se enuncia a continuación. 

%Exl0 7.m 
zeta = 0.0; 
for i = 1: 101 

r (i) = (i-D/100; 

fl(i) = 1/sqrt ( (1-r(i) A 2) A 2 + (2*zeta*r(i) ) A 2 ); 

end 

zeta = 0.25; 
for i = 1: 101 

r (i) = (i-D/100; 

f2(i) = l/sqrt( (l-r(i) A 2) A 2 + (2*zeta*r(i) ) A 2 ); 

end 

zeta = 0.5; 
for i = 1: 101 

r (i) = (i-D/100; 

f3(i) = l/sqrt( (l-r(i) A 2) A 2 + (2*zeta*r(i) ) A 2 ); 

end 

zeta = 0.75; 
for i = 1: 101 

r (i) = (i-D/100; 

f4(i) = l/sqrt( (l-r(i) A 2) A 2 + (2*zeta*r(i) ) A 2 ); 

end 

zeta = 1.0; 
for i = 1: 101 

r (i) = (i-D/100; 

f-(i) = l/sqrt( (l-r(i) A 2) A 2 + (2*zeta*r(i) ) A 2 ); 

end 

plot(r,f1) ; 

axis ( [0 1 0 5] ); 

gtext ( 1 zeta = 0.00'); 

hold on; 

plot(r,f2 ); 

gtext ( 1 zeta = 0.25'); 

hold on; 

plot(r,f3 ); 

gtext ( 1 zeta = 0.50'); 

hold on; 

plot(r, f 4 ); 

gtext ( 1 zeta = 0.75'); 

hold on; 

plot(r,f5) ; 

gtext ( 1 zeta = 1.00'); 

xlabel ( 1 r 1 ); 

ylabel (' f(r) 1 ); 
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Resumen del capítulo 

En algunas aplicaciones prácticas podría ser difícil desarrollar un modelo matemático, derivar las ecuaciones 
rectoras y realizar un análisis para predecir las características de vibración del sistema. En tales casos podemos 
medir las características de vibración del sistema sometido a condiciones de entrada conocidas y desarrollar un 
modelo matemático del sistema. Presentamos los diversos aspectos de medición de vibración y aplicaciones. 
Analizamos los varios tipos de transductores, detectores de vibración, instrumentos de medición de frecuencia 
y agitadores (excitadores) disponibles para medir vibración. Describimos el análisis de señales y el análisis 
modal experimental y la determinación de frecuencias naturales, la relación de amortiguamiento y modos. 
Presentamos las técnicas de monitoreo y diagnóstico de la condición de máquinas. Por último, presentamos 
soluciones obtenidas con MATLAB de problemas de análisis relacionados con medición de vibraciones. 

Ahora que ya terminó este capítulo, usted deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resol¬ 
ver los problemas dados a continuación. 
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Preguntas de repaso 

10.1 Responda brevemente las preguntas siguientes: 

1. ¿Cuál es la importancia de la medición de vibración? 

2. ¿Cuál es la diferencia entre un vibrómetro y un vibrógrafo? 

3. ¿Qué es un transductor? 

4. Analice el principio básico sobre el cual funciona un medidor de deformación. 

5. Defina el factor de calibración de un medidor de deformación. 

6. ¿Cuál es la diferencia entre transductor y detector? 

7. ¿Qué es un material piezoeléctrico? Presente dos ejemplos de tal material. 

8. ¿Cuál es el principio de trabajo de un transductor electrodinámico? 
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9. ¿Qué es un LVDT? ¿Cómo funciona? 

10. ¿Qué es un instrumento sísmico? 

11. ¿Cuál es el rango de frecuencia de un sismómetro? 

12. ¿Qué es un acelerómetro? 

13. ¿Qué es un error de desplazamiento de fase? ¿Cuándo llega a ser importante? 

14. Proporcione dos ejemplos de un excitador de vibración mecánico. 

15. ¿Qué es un agitador electromagnético? 

16. Analice la ventaja de utilizar la medición de deflexión operacional. 

17. ¿Cuál es el propósito del análisis modal experimental? 

18. Describa el uso de la función de respuesta de frecuencia en el análisis modal. 

19. Mencione dos instrumentos de medición de frecuencia. 

20. Proponga tres métodos de representar los datos de respuesta de frecuencia. 

21. ¿Cómo se utilizan las gráficas de Bode? 

22. ¿Cómo se construye un diagrama de Nyquist? 

23. ¿Cuál es el principio de superposición de modos? ¿Cuál es su uso en el análisis modal? 

24. Establezca los tres tipos de esquemas de mantenimiento utilizados para maquinaria. 

25. ¿Cómo se utilizan las órbitas en el diagnóstico de máquinas? 

26. Defina los términos curtosis y cepstrum. 

10.2 Indique si cada uno de los enunciados siguientes es verdadero o falso: 

1. Un medidor de deformación es un transductor de resistencia variable. 

2. El fabricante da el valor del factor de calibración de un medidor de deformación. 

3. La salida de voltaje de un transductor electromagnético es proporcional a la velocidad relativa de 
la bobina. 

4. El principio del transductor electrodinámico se puede utilizar en excitadores de vibración. 

5. Un sismómetro también se conoce como vibrómetro. 

6. Todos los instrumentos de medición de vibración presentan retraso de fase. 

7. El retraso es importante cuando se mide el movimiento armónico de frecuencia w. 

8. El mecanismo de yugo escocés se puede utilizar como agitador mecánico. 

9. La respuesta en el dominio del tiempo da una mejor información sobre la distribución de la energía 
que la de la respuesta en el dominio de la frecuencia. 

10. Un analizador de espectro es un dispositivo que analiza una señal en el dominio de la frecuencia. 

11. La respuesta dinámica completa de una máquina se puede determinar mediante una prueba modal. 

12. La relación de amortiguamiento de un sistema vibratorio se puede determinar a partir del diagrama 
de Bode. 

13. Los análisis de espectro también se conocen como analizadores de transformada de Fourier (FFT). 

14. En el mantenimiento por descompostura, la máquina funciona hasta que falle. 

15. Las formas de onda en el dominio del tiempo se pueden utilizar para detectar daños aislados de 
maquinaria. 

10.3 Escriba en los espacios en blanco la palabra correcta: 

1. Un dispositivo que transforma valores de variables físicas en una señal eléctrica equivalente se 

llama_. 

2. Los transductores piezoeléctricos generan_eléctricos cuando se someten a esfuerzo 

mecánico. 

3. Un instrumento sísmico se compone de un sistema_montado en el cuerpo vibratorio. 

4. El instrumento que mide la aceleración de un cuerpo vibratorio se llama_. 

5. Un_se puede utilizar para medir sismos. 

6. El instrumento que mide la velocidad de un cuerpo vibratorio se llama_. 

7. La mayoría de los instrumentos de medición de frecuencia mecánicos están basados en el principio 

de_. 

8. El tacómetro de Frahm es un dispositivo compuesto de varias_con masas en sus extre¬ 

mos libres. 
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9. La ventaja principal de un estroboscopio es que puede medir la velocidad sin_con el 

cuerpo rotatorio. 

10 En el análisis de frecuencia en tiempo real, la señal se analiza de forma continua en todas las ban¬ 
das _. 

11. Los analizadores en tiempo real son útiles para monitorear la_de maquinaria, puesto 

que un cambio en el espectro de ruido o vibración se puede observar de inmediato. 

12. Un_es el intervalo entre dos frecuencias cualesquiera (/ 2 — /¡), cuya relación de fre- 

cu “ ci *(f)' s2 ' 

13. La prueba dinámica de una máquina implica determinar la_de la máquina a una frecuen¬ 

cia crítica. 

14. Para pruebas de vibración, se apoya la máquina para simular una condición_del sistema 

de modo que también se puedan observar los modos de cuerpo rígido. 

15. La fuerza de excitación se mide por una celda_. 

16. La respuesta de un sistema en general se mide por medio de_. 

17. La respuesta de frecuencia de un sistema se puede medir por medio de analizadores_. 

18. La condición de una máquina se puede determinar por medio de gráficas de severidad de_. 

19. La duración de una máquina sigue la curva de_clásica. 

20. La_observada en figuras de Lissajous se puede utilizar para identificar fallas en maquinaria. 

21. El cepstrum se puede definir como el espectro de potencia del logaritmo de la_. 

10.4 Seleccione la respuesta apropiada de entre las opciones dadas. 

1. Cuando se utiliza un transductor junto con otro dispositivo para medir vibración, se llama 

a. sensor de vibración b. detector de vibración c. actuador de vibración 

2. El instrumento que mide el desplazamiento de un cuerpo vibratorio se llama 

a. sismómetro b. transductor c. acelerómetro 

3. El circuito que permite el paso de componentes de frecuencia de una señal en una banda de fre¬ 
cuencia y rechaza todos los demás componentes de frecuencia se llama 

a. filtro pasabanda b. filtro de frecuencia c. filtro espectral 

4. Un decibel (dB) es una cantidad, como potencia (P), definida en función del valor de referencia 

(Pref) como 

a. 10 log 10 (-j—j b. log 10 (-^-) c. ^-logio(P) 

VPref/ \Pref/ Uef 

5. La siguiente función desempeña un rol importante en el análisis modal experimental 

a. función de respuesta de tiempo b. función de respuesta modal c. función de respuesta 

de frecuencia 

6. El método de someter un sistema a una fuerza conocida como una condición inicial y que luego se 
retira se conoce como 

a. relajación gradual b. excitación producida por un c. impactador 

agitador electromagnético 

7. El proceso de utilizar una señal eléctrica, generalizada por un analizador de espectro, para aplicar 
una fuerza mecánica en un sistema se conoce como 

a. relajación gradual b. excitación producida por un c. impactador 

agitador electromagnético 

8. El procedimiento de utilizar un martillo con una celda de carga integrada para aplicar carga en 
puntos diferentes de un sistema se conoce como 

a. relajación gradual b. excitación producida por un c. impactador 

agitador electromagnético 

9. Durante el periodo inicial de aflojamiento, el deterioro de una máquina 

a. se reduce b. se incrementa c. permanece constante 
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10. Durante el periodo normal de operación, el deterioro de una máquina 

a. se reduce b. se incrementa c. permanece constante 

11. Durante el periodo de envejecimiento o desgaste, el deterioro de una máquina 

a. se reduce b. se incrementa c. permanece constante 


10.5 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes: 


1. Acelerómetro piezoeléctrico 

2. Transductor electrodinámico 

3. Transductor LVDT 

4. Tacómetro de Fullarton 

5. Estroboscopio 


a. produce pulsos luminosos intermitentes 

b. tiene una alta salida y es insensible a la temperatura 

c. se utiliza frecuentemente en detectores de velocidad 

d. tiene una alta sensibilidad y rango de frecuencia 

e. voladizo de longitud variable con una masa en su extremo 
libre 


Problemas 

Sección 10.2 Transductores 

10.1 Un cristal de sal de Rochelle, con sensibilidad al voltaje de 0.098 V-m/N y espesor de 2 mm produjo un 
voltaje de salida de 200 volts sometido a presión. Determine la presión aplicada al cristal. 

Sección 10.3 Detectores de vibración 

10.2 Un sistema de resorte-masa con m — 0.5 kg y k = 10000 N/m, con amortiguamiento insignificante, 
se utiliza como detector de vibración. Cuando se monta en una estructura vibratoria con una amplitud 
de 4 mm, se observa que el desplazamiento total de la masa del detector es de 12 mm. Encuentre la 
frecuencia de la estructura vibratoria. 

10.3 El movimiento vertical de una máquina se mide por medio del montaje que se muestra en la figura 
10.43. El movimiento de la masa m con respecto al cuerpo de la máquina se registra en un tambor. Si 
la constante de amortiguamiento es igual a c cr /V2, y la vibración vertical del cuerpo de la máquina es 
y (í) = Y sen &)?, determine la amplitud del movimiento registrado en el tambor. 



Figura 10.43 


10.4 Se propone que la vibración de la base de un motor de combustión intema se mida en un rango de 
velocidad de 500 rpm a 1500 rpm con un vibrómetro. La vibración se compone de dos armónicos, el 
primero provocado por las fuerzas de inercia primarias y el segundo por las fuerzas de inercia secun¬ 
darias en el motor. Determine la frecuencia natural máxima del vibrómetro para tener una distorsión 
con amplitud menor que 2 por ciento. 
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10.5 Determine el porcentaje de error máximo de un vibrómetro en el rango de relación de frecuencia 4 £ 
r < oo con una relación de amortiguamiento de £ = 0 . 

10.6 Resuelva el problema 10.5 con una relación de amortiguamiento de £ = 0.67. 

10.7 Se utiliza un vibrómetro para medir la vibración de un motor cuyo rango de velocidad de operación es de 
500 a 2000 rpm. La vibración se compone de dos armónicos. La distorsión de la amplitud debe ser menor 
que 3 por ciento. Determine la frecuencia natural del vibrómetro si (a) el amortiguamiento es insignifi¬ 
cante y (b) la relación de amortiguamiento es 0 . 6 . 

10.8 Un sistema de resorte-masa con deflexión estática de 10 mm y amortiguamiento insignificante se 
utiliza como vibrómetro. Cuando se monta en una máquina que opera a 4000 rpm, la amplitud relativa 
registrada es de 1 mm. Encuentre los valores máximos de desplazamiento, velocidad y aceleración de 
la máquina. 

10.9 Un detector de vibración tiene una frecuencia natural de 5 Hz y una relación de amortiguamiento de 
£ = 0.5. Determine la frecuencia más baja que se puede medir con un error de 1 por ciento. 

10.10 Un detector de vibración se diseñó para que opere sobre un nivel de frecuencia de 100 Hz sin que exce¬ 
da un error de 2 por ciento. Cuando se monta en una estructura que vibra a una frecuencia de 100 Hz, 
se ve que la amplitud relativa de la masa es de 1 mm. Determine la masa suspendida del detector si la 
rigidez del resorte es de 4000 N/m y el amortiguamiento es insignificante. 

10.11 Un vibrómetro tiene una frecuencia natural no amortiguada de 10 Hz y una frecuencia natural amortigua¬ 
da de 8 Hz. Encuentre la frecuencia más baja en el rango hasta infinito a la cual la amplitud se pueda leer 
directamente con el vibrómetro con menos de 2 por ciento de error. 

10.12 Determine el porcentaje de error máximo de un acelerómetro en el rango de relación de frecuencia 
0 < r £ 0.65 con una relación de amortiguamiento de f = 0. 

10.13 Resuelva el problema 10.12 con una relación de amortiguamiento de 0.75. 

10.14 Determine la rigidez necesaria y la constante de amortiguamiento de un acelerómetro si el error máxi¬ 
mo se tiene que limitar a un 3 por ciento para mediciones en el rango de frecuencia de 0 a 100 Hz. 
Suponga que la masa suspendida es de 0.05 kg. 

10.15 Se construye un acelerómetro suspendiendo una masa de 0.1 kg de un resorte con rigidez de 10000 
N/m y amortiguamiento insignificante. Cuando se monta en la base de un motor, el desplazamiento 
pico a pico de la masa del acelerómetro es de 10 mm a una velocidad del motor de 1000 rpm. Deter¬ 
mine el desplazamiento máximo, la velocidad máxima y la aceleración máxima de la base. 

10.16 Un sistema de resorte-masa-amortiguador, que tiene una frecuencia natural no amortiguada de 100 Hz 
y una constante de amortiguamiento de 20 N-s/m, se utiliza como acelerómetro para medir la vibra¬ 
ción de una máquina que opera a una velocidad de 3 000 rpm. Si la aceleración real es de 10 m/s 2 y la 
aceleración registrada es de 9 m/s 2 , determine la masa y la constante de resorte del acelerómetro. 

10.17 El piso de un taller se somete a la siguiente vibración producida por motores eléctricos que operan a 
diferentes velocidades: 

x(t) = 20 sen 47 rí + 10 sen 877 / + 5 sen 127rr mm 

Si se utiliza un vibrómetro con frecuencia natural no amortiguada de 0.5 Hz, y una frecuencia natural de 
0.48 Hz para registrar la vibración del piso del taller, ¿cuál será la precisión de la vibración registrada? 

10.18 Una máquina se somete a la vibración 


x(t) = 20sen50f + 5senl50fmm (tenseg) 
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Se monta un acelerómetro que tiene una frecuencia natural amortiguada de 80 rad/s y una frecuencia 
natural no amortiguada de 100 rad/s en la máquina para leer la aceleración directamente en mm/s 2 . 
Examine la precisión de la aceleración registrada. 

Sección 10.4 Instrumentos de medición de frecuencia 

10.19 Para medir la frecuencia de vibración se utiliza una viga en voladizo de longitud variable de sección 
rectangular de ^ pulg X 1 pulg, de acero para resorte. La longitud de la viga en voladizo se puede 
variar entre 2 pulg y 10 pulg. Halle el rango de frecuencias que se pueden medir con este dispositivo. 

Sección 10.8 Análisis modal experimental 

10.20 Demuestre que el componente real de la respuesta armónica de un sistema de un solo grado de libertad 
viscosamente amortiguado (de X en la ecuación 3.54) alcanza un valor máximo en 

/?!= — = Vi - 2f 

w n 

y un valor mínimo en 

r 2 = — = Vi + 2£ 

(o„ 

10.21 Encuentre el valor de la frecuencia a la cual el componente imaginario de la respuesta armónica de un 
sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado (de X en la ecuación 3.54) alcanza un 
mínimo. 

10.22 Construya el diagrama de Nyquist para un sistema de un solo grado de libertad con amortiguamiento 
histerético. 

10.23 En la figura 10.44 se muestra la gráfica de Bode de vibración de la flecha de una turbina obtenida 
durante funcionamiento por inercia. Determine la relación de amortiguamiento del sistema cuando la 
deflexión estática de la flecha sea igual a 0.05 mil. 



Velocidad de la flecha (rpm) Figura 10.44 


10.24 La respuesta vibratoria en el rodamiento de un motor de combustión interna se muestra en la figura 
10.45. Determine la relación de amortiguamiento viscoso equivalente del sistema. 

10.25 Sugiera un método del uso de la gráfica de Bode del ángulo de fase contra frecuencia (figura 3.11 (b)) 
para identificar la frecuencia natural de la relación de amortiguamiento del sistema. 
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Velocidad 
de vibración (pulg/seg) 



Tiempo (miliseg) 


Figura 10.45 Respuesta en el dominio 
del tiempo. 


Sección 10.9 Monitoreo y diagnóstico de la condición de una máquina 

10.26. Dos rodamientos de bolas, cada una con 16 bolas, se utilizan para soportar la flecha de un ventilador 
que gira a 750 rpm. Determine las frecuencias, en hertz, que correspondan a los siguientes defectos:* 
jaula, anillo de rodamiento interno, anillo de rodamiento externo y bola. Suponga que d = 15 mm, 
D = 100 mm y a = 30°. 

10.27. Determine la frecuencia de los defectos en hertz* correspondiente a defectos en los rodillos, anillo de 
rodamiento interno, anillo de rodamiento externo y jaula para un rodamiento de rodillos con 18 rodi¬ 
llos cuando se instala en una máquina que funciona a una velocidad de 1 000 rpm. Suponga que d = 2 
cm, D = 15 cm y a = 20°. 

10.28 Un rodamiento de empuje de contacto angular, se compone de 18 bolas, cada una de 10 mm de diá¬ 
metro, y está montada en una flecha que gira a 1500 rpm. Si el ángulo de contacto del rodamiento es 
de 40° con diámetro de paso de 80 mm, determine las frecuencias correspondientes a fallas en la jaula, 
bolas, anillo de rodamiento interno y anillo de rodamiento externo.* 

10.29 Encuentre el valor de curtosis para una señal de vibración uniformemente distribuida en el rango de 
1-5 mm. 

, N 1 

f(x) = —; 1 < x < 5 mm 


* Cada tipo de falla en rodamientos de bolas y rodillos genera frecuencia de vibración (velocidad de impacto por minuto) 
como sigue. Defecto en el anillo de rodamiento interno: / = inN( 1 + c); defecto en el anillo de rodamiento externo: 
/ = jlV(l — c); defecto en las bolas o rodillos: / = c(2 — c); defecto en la jaula: / = \nN (I — c), donde d = diá¬ 

metro de bola o rodillo, D = diámetro de paso, a = ángulo de contacto, n = cantidad de bolas o rodillos, N = velocidad 
(rpm) yc = j eos a. 










Problemas 10-62 


10.30 Encuentre el valor de curtosis para una amplitud de vibración que se puede representar como una 
variable aleatoria discreta con la siguiente función de probabilidad de masa: 


x (mm) 

m 


i 

i 

32 


2 

3 

32 


3 

3 

16 


4 

_ 6 _ 

16 


5 6 7 

_3_ _3_ J_ 

16 32 32 


Sección 10.10 Problemas resueltos utilizando MATLAB 

10.31 La figura 10.46 muestra la función de transferencia de una estructura experimental. Determine los 
valores aproximados de w¡ y £¡ 



Figura 10.46 



Figura 10.47 


10.32 En la figura 10.47 se muestra el círculo experimental de Nyquist de una estructura. Estime la relación 
de amortiguamiento modal correspondiente a este círculo. 
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Proyectos de diseño 


10.33 Diseñe un excitador de vibración que satisfaga los siguientes requerimientos: 

a. Peso máximo de la muestra de prueba = 10 N. 

b. Rango de frecuencia de operación = 10 a 50 Hz. 

c. Nivel de aceleración máxima = 20 g. 

d. Amplitud de vibración máxima = 0.5 cm pico a pico. 

10.34 Los tacómetros de Frahm son particularmente útiles para medir velocidades de motores cuyas flechas 
giratorias son inaccesibles. Cuando el tacómetro se coloca en la estructura de un motor en funciona¬ 
miento, la vibración generada por el motor hará que una de las lengüetas vibre notablemente cuando 
la velocidad del motor corresponda a la frecuencia resonante de la lengüeta. Diseñe un tacómetro de 
Frahm ligero y compacto con 12 lengüetas para medir velocidades de motor en el rango de 300-600 
rpm. 

10.35 En la azotea de un edificio de varios pisos se fija una viga en voladizo con una masa m en el extremo 
libre, para medir la aceleración inducida en la azotea durante cargas de viento y sísmicas (vea la figura 
10.48). Diseñe la viga (es decir, determine el material, las dimensiones de la sección transversal y la 
longitud de la viga) de modo que el esfuerzo inducido en la viga no exceda el esfuerzo de cedencia del 
material ante una aceleración de 0.2 g en la azotea del edificio. Suponga que la masa m es igual a la 
mitad de la masa de la viga. 



y(t) Y sen iot 


'/// '/// V// '/// V// 


Figura 10.48 













CAPÍTULO 11 


Métodos de integración numérica 
en el análisis de vibración 


§ Ingeniero estadounidense. Fue profesor de ingeniería civil en la Universidad de Illinois 

en Urbana, Champaign. Su investigación en estructuras resistentes a sismos y dinámi¬ 
ca estructural es ampliamente conocida. El método numérico que presentó en 1959 
para calcular la respuesta dinámica de sistemas lineales y no lineales se conoce como 
método ¡3 de Newmark. (Cortesía de la Universidad de Illinois, Urbana, Champaign). 


Nathan Newmark 

(1910-1981) 
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11.1 Introducción 11-2 


Cuando la ecuación diferencial que rige la vibración libre y forzada de un sistema no se puede in¬ 
tegrar en forma cerrada, se tiene que utilizar un método numérico para el análisis de vibración. Se 
presenta el método de diferencia finita, el cual está basado en la aproximación de las derivadas que 
aparecen en la ecuación de movimiento y las condiciones límite. Específicamente, se describe el 
método de diferencia central tanto para sistemas de un solo grado de libertad como para sistemas de 
varios grados de libertad mediante el método de diferencia central. La solución de vibración libre 
de sistemas continuos también se considera utilizando el método de diferencia finita en el contexto de 
vibración longitudinal y barras y vibración transversal de vigas con diferentes condiciones límite. 
Se analiza el método de Runge-Kutta de cuarto orden para la solución de las ecuaciones diferencia¬ 
les que rigen la vibración de sistemas de un solo grado de libertad y varios grados de libertad. Para 
la solución de sistemas de varios grados de libertad se presentan los métodos de Houbolt, Wilson 
y Newmark. Terminamos utilizando programas matlab para la solución de sistemas de varios 
grados de libertad con varios ejemplos numéricos. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá de ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Utilizar el método de diferencia finita para la solución de problemas de vibración de varios 
grados de libertad. 

• Resolver los problemas de vibración de sistemas continuos por medio del método de diferen¬ 
cia finita. 

• Resolver las ecuaciones diferenciales asociadas con sistemas (de varios grados de libertad) 
discretos por medio de los métodos de Runge-Kutta, Houbolt, Wilson y Newmark de cuarto 
orden. 

• Utilizar funciones MATLAB para resolver problemas de vibración discretos y continuos. 


11.1 Introducción 


Cuando la ecuación diferencial de movimiento de un sistema vibratorio no se puede integrar en 
forma cerrada, se debe utilizar un método numérico. Hay varios métodos numéricos disponibles 
para la solución de problemas de vibración [1 1.1-11.3]. 1 Los métodos de integración numérica 
tienen dos características fundamentales. En primer lugar, no tienen por objeto satisfacer la o las 
ecuaciones diferenciales reguladoras en todo momento sino sólo en intervalos de tiempo discretos 
con una separación A t entre ellos. En segundo lugar, se supone un tipo adecuado de variación del 
desplazamiento x, velocidad x y aceleración x dentro de cada intervalo de tiempo A t. Se pueden 
obtener métodos de integración numérica diferentes, dependiendo del tipo de variación supuesta 
para el desplazamiento, velocidad y aceleración, dentro de cada intervalo de tiempo Ai. Supondre¬ 
mos que los valores de x y x son x 0 y x 0 , respectivamente, en el tiempo 1 = 0 y que la solución del 
problema se requiere deí = 0ar=T. A continuación, subdividimos la duración de tiempo T en n 
intervalos iguales A t de modo que Af = Tin y buscamos la solución en t 0 = 0, t l = Ai, t = 2 Ai,..., 
t n = n At = T. Derivaremos fórmulas para hallar la solución en t¡ = A t¡ a partir de la solución cono¬ 
cida en t¡_ 1 = (i — l)Aí de acuerdo con cinco esquemas de integración numérica: (1) el método de 


1 En la sección 4.9 se presentó un procedimiento numérico utilizando diferentes tipos de funciones de interpolación para 
aproximar la función forzada F(t). 
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diferencia finita; (2) el método de Runge-Kutta; (3) el método de Houbolt; (4) el método de Wilson, y 
(5) el método de Newmark. En los métodos de diferencia finita y de Runge-Kutta, el desplazamiento 
actual (solución) se expresa en función de los valores previamente determinados de desplazamien¬ 
to, velocidad y aceleración, y se resuelven las ecuaciones resultantes para determinar el despla¬ 
zamiento actual. Estos métodos caen bajo la categoría de métodos de integración explícitos. En los 
métodos de Houbolt, Wilson y Newmark, las ecuaciones de diferencia temporal se combinan con las 
ecuaciones actuales de movimiento y se resuelven las ecuaciones resultantes para determinar el 
desplazamiento actual. Estos métodos pertenecen a la categoría de métodos de integración implícitos. 


11.2 Método de diferencia finita 


La idea principal en el método de diferencia finita es utilizar aproximaciones a derivadas. Por lo tanto, la 
ecuación diferencial que rige el movimiento y las condiciones límite asociadas, si es aplicable, es reem¬ 
plazada por las ecuaciones de diferencia finita correspondientes. Se pueden utilizar tres tipos de fórmu¬ 
las : de diferencia directa, inversa y central, para derivar las ecuaciones de diferencia finita [11.4-11.6]. 
En este capítulo consideraremos sólo las fórmulas de diferencia central, puesto que son más precisas. 

En el método de diferencia finita reemplazamos el dominio de la solución (en el cual se re¬ 
quiere la solución de la ecuación diferencial dada) con la cantidad finita de puntos, conocidos 
como puntos de malla o cuadrícula, y buscamos determinar los valores de la solución deseada en 
estos puntos. Los puntos de cuadrícula se suelen considerar equidistantes entre sí a lo largo de cada 
una de las coordenadas independientes (vea la figura 11.1). Utilizando la expansión de la serie de 
Taylor, x i+1 y x¡_ , se pueden expresar con respecto al punto de cuadrícula i como 

. h 2 .. Ir ... 

x ¡+1 = x¡ + hx¡ + —+ — x¡ + • ■ ■ (11.1) 


x¡-\ = x¡ — hx¡ H- x¡ - 'x¡ + •■■ (11.2) 


donde x i = x(t = f¡) y h = t¡ + ] — t¡ = Ai. Tomando sólo dos términos y restando la ecuación (11.2) de la 
ecuación (11.1), obtenemos la aproximación de diferencia central a la primera derivada de r = en t = t¡. 


x¡ = 


dx 

dt 


= —(x 
2h ' ' 


i+i 


Xi- 1 ) 


(11.3) 


x(t) x(t) 



A t = h 


Figura 11.1 Puntos de cuadrícula. 
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Tomando términos hasta la segunda derivada y sumando las ecuaciones (11.1) y (11.2), obtenemos 
la fórmula de la diferencia central para la segunda derivada: 


x¡ 


d 2 x 
dt 2 t 


\_ 

~h 2 


(*/+1 


2x¡ + x¡-i) 


(11.4) 


11.3 Método de diferencia central para sistemas 
_de un solo grado de libertad_ 


La ecuación rectora de un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado es 

d 2 x dx , . 

m —„ + c -b kx = F(t ) (11.5) 

dt 2 dt v 

Divídase la duración en la cual se requiere la solución de la ecuación (11.5) en n partes iguales 
cada una de intervalo h = A t. Para obtener una solución satisfactoria, debemos seleccionar un 
intervalo de tiempo Ai menor que un intervalo de tiempo crítico Af cri . 2 Sean las condiciones ini¬ 
ciales x(t = 0) = x 0 y Mt¡ = 0) = jí 0 . 

Reemplazando las derivadas por las diferencias centrales y escribiendo la ecuación (11.5) en 
el punto de cuadrícula i se obtiene 


(a ty 


Xi+Í - 2 Xj + X,-| I I X i+ 1 - X ( '_! 

rn \ -—^ } + c \} + kx¡ = F¡ 


2 Ai 


donde x¡ = x(t¡) y F¡ = F(t¡). La solución de la ecuación (11.6) con x ¡+1 produce 


( 11 . 6 ) 


k (Ai) 2 + 2 Ai 

+ {ú-, - + F ] 1117 > 

Esta se conoce como fórmula de recurrencia. Nos permite calcular el desplazamiento de la masa 
( x i+ i ) si conocemos el historial previo de los desplazamientos en t ¿ y así como de la fuerza 



2 Se dice que los métodos numéricos que requieren el uso de un intervalo de tiempo (A/) menor que un intervalo crítico 
(Aí cri ) son condicionalmente estables [11.7]. Si A t se considera mayor que A t cri , el método se vuelve inestable. Esto significa 
que el truncamiento de los términos de alto orden en la derivación de las ecuaciones (11.3) y (11.4) (o redondeo en la com¬ 
putadora) provoca errores que crecen y que en la mayoría de los casos hacen que los cálculos de la respuesta sean inútiles. 
El intervalo de tiempo crítico es Aí cri = r n / 7r, donde r n es el periodo natural del sistema o el menor en el caso de un sistema 
de varios grados de libertad [11.8]. Naturalmente, la precisión de la solución siempre depende del tamaño del intervalo de 
tiempo. Si seguimos un método incondicionalmente estable, podemos escoger el intervalo de tiempo sólo con respecto a la 
precisión, no con respecto a la estabilidad. Por lo común, esto permite utilizar un intervalo de tiempo mucho más grande 
para cualquier precisión dada. 
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Ejemplo ll.l 


externa presente F¡. La aplicación repetida de la ecuación (11.7) proporciona el historial completo 
del comportamiento del sistema. Observe que la solución de x ;+1 se basa en el uso de la ecuación de 
equilibrio en el tiempo t¡, es decir, la ecuación (11.6). Por tal razón, este procedimiento de integra¬ 
ción se conoce como método de integración explícito. Se tiene que tener cierto cuidado al aplicar 
la ecuación (11.7) cuando i = 0. Como tanto x 0 como x_ l se requieren para hallar el valor de x¡, 
y las condiciones iniciales sólo proporcionan los valores de x 0 y i (l , tenemos que hallar el valor de 
x_ l . Por tanto el método no se autoinicia. No obstante, podemos generar el valor de x_ 1 con las 
ecuaciones (11.3) y (11.4) como sigue. Sustituyendo los valores conocidos de x 0 y j), en la ecuación 
(11.5), j¿o, se puede determinar como sigue 

x 0 = — [F(t = 0) — CXn — kx 0 ] (11.8) 

m 

La aplicación de las ecuaciones (11.3) y (11.4) en i = 0 proporciona el valor de 

(A r ) 2 

x-i = x 0 - A tx Q H--—x 0 (11.9) 


Respuesta de un sistema de un solo grado de libertad 

Encuentre la respuesta de un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amortiguado sometido a una fuerza 

F(0=F 0 ( 1 - sen^) 

con los siguientes datos: F 0 = 1, t 0 = ir, m = 1, c = 0.2 y k = 1. Suponga que los valores del desplazamiento 
y velocidad de la masa en el instante t = 0 son cero. 

Solución: La ecuación diferencial que rige es 


mx + ex + kx = F(t) = Fq 



(E.l) 


La ecuación (11.7) da la solución de diferencia finita de la ecuación (E.l). Como las condiciones iniciales son 
Xq = xq — 0, la ecuación (1 1 . 8 ) produce xo = 1; de ahí que la ecuación ( 11 . 9 ) resulte X-¡ = ( Af) 2 /2. Por lo 
tanto la solución de la ecuación (E.l) se obtiene a partir de la relación de recurrencia. 


*¡+i 


1 


m c 

.(Ai) 2 2 Ai. 


2 m 

(AO 2 



x¡ 


+ 




Xi -1 + 



i = 0,1, 2, ... 


(E.2) 


con x 0 = 0, x_j = (At) 2 /2, x¡ — x(t¡) = x(i Af), y 


Fi = F(t¡) 


F o 


1 — sen 


¿77 Ai 

2t 0 
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La frecuencia natural no amortiguada y el periodo natural del sistema son 



(E.3) 


y 


T„ = — = 277 (E.4) 

( 0,1 

Por lo tanto el intervalo A t debe ser menor que r„/ tt = 2.0. Debemos hallar la solución de ecuación (E. 1) uti¬ 
lizando los intervalos de tiempo A t = r„/40, r n ¡20 y t„/ 2. El intervalo de tiempo At = t„/ 2 > Af cri se utiliza 
para ilustrar el comportamiento inestable (divergente) de la solución. En la tabla 11.1 se muestran los valores 
de la respuesta x¡ obtenidos en diferentes instantes de tiempo t¡. 

Este ejemplo es idéntico al ejemplo 4.17. Los resultados obtenidos por medio de la idealización 4 (in¬ 
terpolación tipo lineal por partes) del ejemplo 4.17 se muestran en la tabla 11.1 hasta el instante t¡ = tt en la 
última columna de la tabla. Se observa que el método de diferencia finita entrega resultados razonablemente 
precisos con los intervalos de tiempo Af = r n /40 y r n /20 (los cuales son menores que Aí cri ) pero presenta 
resultados divergentes con Ar = t„/2 (el cual es mayor que A? cri ). 


TABLA 11.1 Comparación de las soluciones del ejemplo 11.1 

Valores de x¡ = x(t¡) obtenidos con 


Tiempo (t¡) 

11 

*>* 

<1 

Ai = — 

20 

t-1« 

II 

-*«1 

<1 

Valor de x¡ dado por la idealización 
4 del ejemplo 4.31 

0 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

0.00000 

17/10 

0.04638 

0.04935 

— 

0.04541 

277/10 

0.16569 

0.17169 

— 

0.16377 

377/10 

0.32767 

0.33627 

— 

0.32499 

477/10 

0.50056 

0.51089 

— 

0.49746 

577/10 

0.65456 

0.66543 

— 

0.65151 

Ó77/10 

0.76485 

0.77491 

— 

0.76238 

777/10 

0.81395 

0.82185 

— 

0.81255 

877/10 

0.79314 

0.79771 

— 

0.79323 

977/10 

0.70297 

0.70340 

— 

0.70482 

7 T 

0.55275 

0.54869 

4.9348 

0.55647 

2tt 

0.19208 

0.19898 

-29.551 

— 

377 

2.7750 

2.7679 

181.90 

— 

477 

0.83299 

0.83852 

-1058.8 

— 

577 

-0.05926 

-0.06431 

6253.1 

_ 







11-7 Capítulo 11 Métodos de integración numérica en el análisis de vibración 


11.4 Método de Runge-Kutta para sistemas 
_de un solo grado de libertad_ 


En el método de Runge-Kutta, se hace que la fórmula aproximada utilizada para obtener x¡ + x a 
partir de x¿ coincida con la expansión de la serie de Taylor de x en x ¡+1 hasta los términos de orden 
(A t) n . La expansión de la serie de Taylor de x(t) en t + Ai es resultado de 

..(A t) 2 ...(Ai) 3 

x(t + Ai) = x(t) + x Ai + x ——-b x ——— 

....(A?) 4 

+ x-+ •■■ (11.10) 

4! ’ 

En contraste con la ecuación (11.10), la cual requiere derivadas de mayor orden, el método de 
Runge-Kutta no requiere derivadas explícitamente más allá del primer orden [11.9-11.11]. Para la 
solución de una ecuación diferencial de segundo orden, primero la reducimos a dos ecuaciones de 
primer orden. Por ejemplo, la ecuación (11.5) se puede volver a escribir como 

x = — \F(t) — ex — kx] = f(x,x,t ) (11.11) 

m 

Definiendo x 1 = x y x 2 = x, la ecuación (11.11) se puede escribir como dos ecuaciones de primer 
orden: 


x¡ = x 2 

*2 = f(xi,x 2 ,t) (11-12) 

Definiendo 

y {/<,,!.)} 

se utiliza la siguiente fórmula de recurrencia para hallar los valores de X( t ) en diferentes puntos de 
cuadrícula t¡ de acuerdo con el método de Runge-Kutta de cuarto orden 

Xi+i = X¡ + \[K X + 2K 2 + 2K 3 + K 4 \ (11.13) 


Ki 

= hF( X¡, t¡) 

(11-14) 

k 2 

= hF(X¡ + \K h ti + \h) 

(11.15) 

k 3 

= hF( X¡ + \1 2 , ti + \h) 

(11.16) 

k 4 

= hF(X¡ + K 3 , t i+l ) 

(11.17) 


donde 
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El método es estable y de inicio automático; es decir, sólo se requieren los valores de la función en 
un solo punto previo para encontrar el valor de la función en el punto actual. 


Ejemplo 11.2 


Respuesta de un sistema de un solo grado de libertad 


Encuentre la solución del ejemplo 11.1 aplicando el método de Runge-Kutta. 
Solución: Utilizamos un intervalo A t = 0.3142 y definimos 


*(0 = 


*i(0 
*2 (0 


x(t) 

x{t) 


F(t) = 


X2 

f Ol, X 2 , t) 


x(t) 


En 1 — sen- 


7rí 
2 ir. 


— cx(t) — kx(t ) 


Por las condiciones iniciales conocidas, tenemos 



Los valores de X¡ + i, i = 0, 1, 2, ..., obtenidos según la ecuación (11.13) aparecen en la tabla 11.2. 


Tabla 11.2 

Intervalo i 

Tiempo t¡ 

X\ = X 

X2 = X 

1 

0.3142 

0.045406 

0.275591 

2 

0.6283 

0.163726 

0.461502 

3 

0.9425 

0.324850 

0.547296 


19 

5.9690 

-0.086558 

0.765737 

20 

6.2832 

0.189886 

0.985565 


11.5 Método de diferencia central para sistemas 
de varios grados de libertad 


La ecuación de movimiento de un sistema de varios grados de libertad viscosamente amortiguado 
(vea la ecuación (6.119)) se expresa como 

[m]x + [c]x + [k]x = F 


(11.18) 
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donde [m], [c] y [£] son las matrices de masa, amortiguamiento, y rigidez x es el vector de despla¬ 
zamiento y F es el vector de fuerza. El procedimiento indicado para el caso de un sistema de un 
solo grado de libertad se puede extender directamente a este caso [11.12, 11.13], Las fórmulas de 
diferencia central para los vectores de velocidad y aceleración en el tiempo t¡ = i A t(x¡ y x¡) son 


X: = — —(Xj+i — X,_i) 

¡ 2 Af 


X; = 


1 (Af) : 


{x¡+\ ~ + x¡- j) 


(11.19) 

( 11 . 20 ) 


las cuales son semejantes a las ecuaciones (11.3) y (11.4). Por lo tanto la ecuación de movimiento, 
ecuación (11.18), en el tiempo t¡ se escribe como 

[m] , \t (xí+\ - 2x¡ + x¡- 1 ) + [c]-^-( x i+l - x¡-i) + [k]x¡ = F¡ (11.21) 
(Ai) 2 Ai 

donde X;+i = x{t = í /+1 ), x) = x(t = t¡), x¡_i = x(i = í,_i), F¡ = F{t = t¡), y t¡ = / Ai. 
La ecuación (11.21) se reacomoda para obtener 

((¿p 1 ”' 1 + rí/Mp'* 1 + + [tl )'' 


(- ñ \ m 1 3-. fcl ) x ¡+1 = F ¡ — ( \k] - ~\m 1 ) X: 

V(Aí) 2L J 2 Aí L V ,+1 V L (Ai) 21 V 

Por lo tanto la ecuación (11.22) aporta el vector de solución x¡ + ¡ una vez que se conocen x¡ y x¡- j. 
Como se tiene que utilizar la ecuación (11.22) con i = 1,2,..., n, la evaluación de xj requiere xq y 


x_i. Por lo tanto se requiere un procedimiento de inicio especial para obtener x_j 
Para esto, se evalúan las ecuaciones (11.18) a (11.20) en i = 0 para obtener 

II 

wí 

***• 

II 

1 

> 

[m]x 0 + [c]x 0 + [k]x 0 = F 0 = F(t = 0) 

(11.23) 

, 

xo ~ 2 Ai ( X| x ~i > 

(11.24) 


*0 ~ , a M 2x 0 + *-l ) 

(Ai) 

(11.25) 
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La ecuación (11.23) proporciona el vector de aceleración inicial como 

x o = [m] _1 (Fo - [c ]* 0 - [*]xo ) 

y la ecuación (11.24) aporta el vector de desplazamiento en /, como 

x i = x _] + 2 Al?o 

Sustituyendo la ecuación (11.27) para x¡, la ecuación (11.25) produce 

~ 2 —* —* 

x 0 = 7~TV2^ AtX 0 ~ X 0 + X_!] 
(Ai) 

O 

- - A - o. 

X -1 = X 0 - Atx 0 H-— x 0 


(11.26) 


(11.27) 


(11.28) 


donde la ecuación (11.26) entrega x 0 . Por lo tanto la ecuación (11.28) da el valor de x_i requerido 
para aplicar la ecuación (11.22) en i = l.A continuación se describe el procedimiento de cálculo. 


1. A partir de las condiciones iniciales conocidas x(r = 0) = Xq y x(r = 0) = Xq, , calcule 
x(r = 0) = xq utilizando la ecuación (11.26). 

2. Seleccione un intervalo de tiempo Ar de modo que Ai < Ar cri . 

3. Calcule x_¡ utilizando la ecuación (11.28). 

4. Encuentre x,-+i = x(t = r (+1 ), empezando con i = 0, a partir de la ecuación (11.22), como 


x i+ i 


l-i 


d m 1 + attW 


(Aí) 2L '" j 2 Ar 1 


F¡ - [*]-y[ 

¡ ' L J (A/) 2L 


“ TTlM ) x i -1 


(Ar) 


2 Ar 1 


(11.29) 


donde 


Fi = (t = ti ) 


(11.30) 


Si se requiere, evalúe las aceleraciones y velocidades en t¡: 


(Ar)- 


[ x i+ i - 2x¡ + x,_i] 


(11.31) 


y 


X, = [ x ¿+1 - %-x] (11.32) 

Repita el paso 4 hasta que se determine x„+ ¡ (con i = n). La estabilidad del esquema de diferencia 
finita para resolver ecuaciones matriciales se expone en la referencia [11.14]. 
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Ejemplo 11.3 


Método de diferencia central para un sistema de dos grados de libertad 

Encuentre la respuesta del sistema de dos grados de libertad que se muestra en la figura 11.2 cuando las fun¬ 
ciones forzadas están dadas por -F¡(f) = 0 y F 2 (t ) = 10. Suponga el valor de c como cero y las condiciones 
iniciales como x (t = 0) = x(t = 0) = 0. 

Solución: 

Método: Use Ai = t/ 10, donde t es el periodo de tiempo más pequeño en el método de diferencia central. 

La ecuación (E.l) proporciona las ecuaciones de movimiento 


donde 


y 


[m]jt(í) + [c]x{t) + [fe] jc (í) = F (t) 


[m] 


YYl\ 

0 


1 

0 ' 

0 

m 2 _ 


0 

2 . 


M 


[k] 


c — c 


0 

0 



— c c_ 


0 

0. 



ki 4- k 

-k 



6 

-2 

— k k + &2. 


— 2 

8. 



o 

10 


x(t) 


íriWl 
U (0/ 


(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


Las frecuencias naturales no amortiguadas y los modos del sistema se pueden obtener resolviendo el problema 
de valor eigen 


9 

i 

0' 


— or 



+ 


0 

2. 





(E.7) 


r 


Xi(t) 


-™ k = 2 
m ?—|'»i = iM® v ' 


r 


^2(0 


/J ^1 — ^ 




*20 

^2=2|—^ 


'))///?///. c “° 7?77ZVZ, 


Figura 11.2 Sistema de dos grados de libertad. 
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La solución de la ecuación (E.7) está dada por 


co¡ = 1.807747, jfW = 


1.0000 

1.3661 


(E.8) 


to 2 = 2.594620, X^ = 


1.0000 
- 0.3661 


(E.9) 


Por lo tanto los periodos naturales del sistema son 

2tt 

ti = — = 3.4757 

"i 


277 

y t 2 = — = 2.4216 

ü) 2 


Seleccionaremos el intervalo de tiempo (Ai) como t 2 /10 = 0.24216. El valor inicial de x se puede obtener 
como sigue: 


x o = [m] '{ F - [L]7 0 } 


1 °n ° i 

o 2J I10J 


\_ 

2 


2 

o 



y el valor de x _¡ como sigue: 


x _i = x o — A tx 0 + 


(Ai ) 2 


x 0 = 


0 

0.1466 


(E.10) 


(E.l 1) 


Ahora se puede aplicar la ecuación (11.29) de manera recursiva para obtener x ¡, x 2 , ... Los resultados se 
muestran en la tabla 11.3. 


11.6 Método de diferencia finita para sistemas continuos 


11 . 6.1 


Vibración 
longitudinal 
de barras 


Ecuación de movimiento. La ecuación de movimiento que rige la vibración longitudinal libre de 
una barra uniforme (vea las ecuaciones (8.49) y (8.20)) se expresa como 


d 2 U 

dx 2 


+ a 2 U = 0 


(11.33) 


a 


2 



2 


pa> 


E 


donde 


(11.34) 
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Tabla 11.3 


Tiempo (t¡ = i Ai) 

x¡ = x(t = tj) 


h 


h 


U 

*5 


f 6 


h 


í 9 


ho 




t \2 


í° ) 

10.1466 J 
f 0.01721 
\ 0.5520 J 


í 0.09311 
\ 1.1222 J 


í 0.26781 
i 1.7278 J 


í 0.55101 
\ 2.2370 J 
í 0.90271 
12.5470 J 


í 1.23541 
12.6057 J 
í 1.43911 
\ 2.4189 / 
í 1.42021 
12.0422 J 


í 1.14101 
11.5630 J 
í 0.64371 
11.0773 J 


í 0.04631 
\ 0.6698 J 


Para obtener la aproximación de diferencia finita de la ecuación (11.33), primero dividimos la barra 
de longitud / en n — 1 partes iguales cada una de longitud h = l/{n — 1) e indicamos los puntos de 
malla como 1, 2, 3, ..., i, ..., n, como se muestra en la figura 11.3. Luego, indicando el valor de U 
en el punto de malla i como U¡ y utilizando una fórmula para la segunda derivada semejante a la 
ecuación (11.4), se escribe la ecuación (11.33) para el punto de malla i como 

' 2 - 2 U¡ + Vi- 1) + oí 2 U¡ = 0 


o 


U i+l - (2 - X)U¡ + U¡-i = 0 


(11.35) 


U\ — u 2 = u 3 = 

U(xi) U(x 2 ) U(x 3 ) 

U, = 

U{x¡) 

u n = 

U(x n ) 

♦ • 

• • 

• • 

• + 

1 2 

3 

i 

n 

Xl *2 

x 3 

x¡ 

1 - 

x„ 


Figura 11.3 División de una barra para aproximación 
de diferencia finita. 
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donde A = h 2 a 2 . La aplicación de la ecuación (11.35) en los puntos de malla i 
conduce a las ecuaciones 


U 3 ~ (2 - A )U 2 + Ui = 0 
U 4 - (2 - A )U 3 + U 2 = 0 


2, 3, n — 1 


(11.36) 


U n - (2 - A)[/„_! + U n — 2 = 0 
las cuales se pueden expresar en forma matricial como 


-1 

0 

0 


(2 - A) -1 
-1 (2 - A) 


0 


-1 


0 

-1 

(2 - A) 


0 

0 

-1 


0 

o 

o 


o 

o 

o 


0 0 o 


M 


'o' 

U 2 


0 

u 3 


0 

. 

> = < 

. 

k Un J 


V 

• o 
_✓ 


o o 


-1 (2 - A) -1 


(11.37) 


Condiciones límite 


Extremo fijo. La deflexión es cero en un extremo fijo. Suponiendo que la barra está fija en x = 0 y 
x = l, formulamos U l = U n = 0 en la ecuación (11.37) y obtenemos la ecuación 


donde 


[[A] - A[/]] U = 0 


2 

-1 

0 

0 

... 0 

0 

0 “ 

-1 

2 

-1 

0 

... 0 

0 

0 

0 

-1 

2 

-1 

... 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

... 0 

-1 

2 _ 


' U 2 

u 3 


u = 





(11.38) 


(11.39) 


(11.40) 


U n -1 


e [/] es la matriz identidad de orden n — 2. 
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Observe que el problema de valor eigen de la ecuación (11.38) es fácil de resolver, puesto que 
la matriz [A] es una matriz de tres diagonales [ 11.15-11.17]. 

Extremo libre. El esfuerzo es cero en el extremo libre, de modo que (dU)/(dx) = 0. Podemos 
utilizar una fórmula para la primera derivada semejante a la ecuación (11.3). Para ilustrar el proce¬ 
dimiento, consideremos que la barra está libre en x = 0 y fija en x = l. Las condiciones límite se 
pueden expresar entonces como 


dU 

dx 


Ui - U -1 

2 h 


= 0 


[/_, = u 2 


(11.41) 


U n = 0 (11.42) 

A fin de aplicar la ecuación (11.41), tenemos que imaginar que la función U(x) es continua más allá 
de la longitud de la barra y crear un punto de malla ficticio — 1 de modo que U_ l se convierta en 
el desplazamiento ficticio del punto x_¡. La aplicación de la ecuación (11.35) en el punto de malla 
i = 1 produce 


U 2 ~ (2 —A) U\ + U- X = 0 


(11.43) 


Incorporando la condición U_ { = U 2 (ecuación 11.41), la ecuación (11.43) se escribe como 

(2 — A) C/j — 2U 2 = 0 (11.44) 


Sumando las ecuaciones (11.44) y (11.37), obtenemos las ecuaciones finales: 


donde 


y 


[[A] - A[/]]t/ = 0 


2-200 
-1 2-1 0 
0-1 2-1 


[A] = 


0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


-1 2 -1 

0-1 2 


u 2 


u = 




u n -1 


(11.45) 


(11.46) 


(11.47) 
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Vibración 
transversal 
de vigas 


Ecuación de movimiento. La ecuación (8.83) proporciona la ecuación diferencial que rige la vi¬ 
bración transversal de una viga uniforme: 

d 4 W , 

~ ¡i 4 W = 0 (11.48) 

dx 


donde 


/3 4 = 


pAco 2 

El 


(11.49) 


Utilizando la fórmula de diferencia central para la cuarta derivada, 3 la ecuación (11.48) se escribe 
en cualquier punto de malla i como 

W i+2 ~ 4W ¡+1 + (6 - A )W¡ - 4 Wj-i + Wj—2 = 0 (11.50) 


donde 


A = /i 4 /3 4 


(11.51) 


Divídase la viga en n — 1 partes iguales con n puntos de malla y h = l/(n — 1). La aplicación 
de la ecuación (11.50) en los puntos de malla i = 3, 4,..., n —2 conduce a las ecuaciones 


1 -4 (6 - A) -4 1 0 0 ••• 0 0 0 

0 1 -4 (6 - A) -4 1 0 0 0 0 

0 0 1 -4 (6 - A) -4 1 ••• 0 0 0 


0 0 
0 0 
0 0 


0 0 0 0 


0 0 0 ••• 1 -4 (6 - A) -4 1 


vr 


V 



0 



0 

• 

> = < 

■ 



.0, 


3 La fórmula de diferencia central para la cuarta derivada (vea el problema 11.3) está dada por 


A 

dx 4 ¡ 


L(/í+ 2 - 4/ m + 6 f¡ - 4f¡_i + fi_ 2 ) 
n 
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Condiciones límite 

Extremo fijo. La deflexión W y la pendiente (dW)l(dx) son cero en un extremo fijo. Si el extremo 
x = 0 está fijo, introducimos un nodo ficticio — 1 en el lado izquierdo de la viga, como se muestra 
en la figura 11.4, y formulamos las condiciones límite, utilizando la fórmula de diferencia central 
para (dW)/{dx), como 


Wj = 0 


dW 

dx 


2 h 


(W 2 - W- 1) = 0 


o 


W -! = W 2 


(11.53) 


donde W¡ indica el valor de W en el nodo i. Si el extremo x = l está fijo, introducimos el nodo 
ficticio n + 1 en el lado derecho de la viga, como se muestra la figura 11.4 y formulamos las con¬ 
diciones límite como 


W n = 0 


dW 

dx 


= zr(W„+i - W n . i) = 0 
2 h 


W n+ 1 = w n - 


n— 1 


(11.54) 


Extremo simplemente apoyado. Si el extremo x = 0 está simplemente apoyado (vea la figura 11.5), 
tenemos 


Wi = 0 


= — (W 2 - 2W { + W_ x ) = 0 o VK_j = -W 2 (11.55) 

i /r 

Se pueden escribir ecuaciones parecidas si el extremo x = l está simplemente apoyado. 


d L W 

dx 2 


W(x) 

t 


Números 



-*\^-h -*j -*-li -*j -*-h -*-j 


Línea de centros 
deformada de la viga 


x = l 




n —3 n 2 n —1 n 




// n+1 


X 


Figura 11.4 Viga con extremos fijos. 


W(x) 

t 


h 


■i i- 


Línea de centros 
deformada de la viga 


x = l 

n + 1 

V 


-V —•— 

4 n —3 n—2 n—1 n 


'-h > -|- * h h 




Figura 11.5 Viga con extremos simplemente 
apoyados. 
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W(x) 


t 



-2 -1 1 


Línea de centros 


deformada de la viga 



2 3 4 n —3 n—2 n —1 n n +1 n+2 


\*h* 


*h A¡*h *^*h »-|-*h *-| |-*/i »j</i »-| -*h * 


x 


Figura 11.6 Viga con extremos libres. 


Extremo libre. Como el momento de flexión y la fuerza cortante son cero en un extremo libre, 
introducimos dos nodos ficticios afuera de la viga, como se muestra en la figura 11.6, y utilizamos 
fórmulas de diferencia central para aproximar la segunda y tercera derivadas de la deflexión W. Por 
ejemplo, si el extremo x = 0 está libre, tenemos 


d 2 W 
dx 2 i 


~h 2 


(W 2 - 2Wi + WCi) = 0 


d 3 W 
dx 3 i 


1 

2 h 3 


( W 3 - 2W 2 + 2 W-i - W- 2 ) = 0 


(11.56) 


Ejemplo 11.4 


Viga con un extremo articulado y el otro fijo 


Encuentre las frecuencias naturales de la viga simplemente apoyada que se muestra en la figura 11.7. Suponga 
que la sección transversal de la viga es constante a todo lo largo de ella. 


Solución: Dividiremos la viga en cuatro segmentos y expresaremos la ecuación que rige 

d 4 W 


dx 4 


- p 4 w = 0 


(E.l) 


en forma de diferencia finita en cada uno de los puntos de malla interiores. Esto produce las ecuaciones 

W Q - 4W\ + (6 - A )W 2 - 4W 3 + W 4 = 0 (E.2) 

Wi - 41V 2 + (6 - \)W 3 - 4W 4 + W 5 = 0 (E.3) 

W 2 ~ 4W 3 + (6 - A )W 4 - 4W 5 + W 6 = 0 (E.4) 



Figura 11.7 Viga con un extremo fijo o empotrado 
y el otro simplemente apoyado. 
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donde W 0 y W 6 indican los valores de W en los nodos ficticios Oyó, respectivamente, y 


A = h 4 /3 4 = 


h 4 pAur 

El 


Las condiciones límite en el extremo simplemente apoyado (punto de malla 1) son 

Wj = 0 
W 0 = —W 2 


En el extremo fijo (punto de malla 5) las condiciones límite son 

W 5 = 0 
W 6 = W 4 


Con ayuda de las ecuaciones (E.6) y (E.7), las ecuaciones (E.2) a (E.4) se reducen a 


(5 - \)W 2 - 4W 3 + W 4 = 0 
-4 W 2 + (6 - A)W 3 - 4W 4 = 0 
W 2 - 4 W 3 + (7 - A)W 4 = 0 


Las ecuaciones (E.8) a (E.10) se escriben en forma matricial como 


(5 - A) -4 1 

-4 (6 - A) -4 

1 -4 (7 - A) 


W 2 ] 
IV 3 > 
W 4 J 



(E.5) 


(E.6) 


(E.7) 


(E.8) 

(E.9) 

(E.10) 


(E. 11) 


La solución del problema de valor eigen (ecuación (E. 11)) presenta los siguientes resultados: 


A, 


0.7135, 


_ 0.8447 [ET 

h 2 V pA 



{ 0.5880 1 
0.7215 > 
0.3656 J 


(E. 12) 


A 2 — 5.0322, co 2 — 


2.2433 




m. \ 

í w 2 ) 

l (2) J 

í 0.67231 

w 3 \ 

= 

-0.1846 > 

1 pA ] 

[w 4 \ 

1 

[ -0.7169 J 


(E. 13) 


3.5006 ÍEl 

h 2 V pA' 


W2] (3) 

W 3 > 


W 4 


{ 0.44981 
- 0.6673 > 
0.5936 J 


(E.14) 


A 3 = 12.2543, w 3 = 
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11.7 Método de Runge-Kutta para sistemas 
_de varios grados de libertad_ 


En el método de Runge-Kutta, las ecuaciones matriciales de movimiento, ecuación (11.18), se uti¬ 
lizan para expresar el vector de aceleración como 


x{t) = [i m ] (F(t) - [c]x{t) - [fc]*(r)) 


(11.57) 


Tratando los desplazamientos y también las velocidades como incógnitas, un nuevo vector X (f), 
x{t) 


se define como X (t) = A f de modo que 
. x v) 


X = 


{*} {[m]~\F- 

La ecuación (11.58) se reordena para obtener 

m = 


[c]x — [A]x)J 


es decir. 


donde 


[0] [/] 1Í5(0\,/ 0^ 1 

~[m] '[A:] ~[m] 1 [c]Jlx(í)J \[m] l F(t)f 


X(t) = f(X,t ) 

7 (X,t) = [A]Z(í) +F(t) 
r Al = [ [°] « 


(11.58) 


(11.59) 

(11.60) 
(11.61) 


m 


(11.62) 


Con esto, la fórmula de recurrencia para evaluar X(t) en puntos de cuadrícula diferentes t¡ de acuer¬ 
do con el método de Runge-Kutta de cuarto orden se escribe como [11.10] 


X i+l =X i + ¡[K l + 21 2 + 2 K 3 + K 4 ] 


(11.63) 


K, = hf(X hti ) 

K 2 = hf(X¡ + \K x ,ti + \h) 
K 3 = hf{X¡ + \K 2 ,ti + \h) 
K 4 = hf(X¡ + K 3 ,t i+1 ) 


(11.64) 

(11.65) 

( 11 . 66 ) 

(11.67) 


donde 
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Ejemplo 11.5 


Método de Runge-Kutta para un sistema de dos grados de libertad 


Encuentre la respuesta del sistema de dos grados de libertad que se vio en el ejemplo 11.3 utilizando el método 
de Runge-Kutta. 

Solución: Use el método de Runge-Kutta con A t = 0.24216. 

Utilizando las condiciones iniciales, x(t = 0) = x(t = 0) = 0, la ecuación (11.63) se aplica en secuen¬ 
cia con A? = 0.24216 para obtener los resultados que se muestran en la tabla 11.4. 


Tabla 11.4 


Tiempo (t¡ = i A t) 

x¡ = x(t = t¡) 


f 0.00141 
1 0.1437 J 

í 0.02151 
10.5418 J 


h 


U 


h 


h 


h 


f 9 


f 10 


hl 


f 12 


í 0.09781 
\ 1.1041 J 

í 0.26681 

\ 1.7059 J 

í 0.53791 
\ 2.2187 / 


í 0.87561 
1 2.5401 J 


f 1.20081 

12.6153 J 


í 1.41091 
12.4452 J 

í 1.41561 
12.0805 J 


í 1.17271 
11.6050 J 


í 0.71231 
\ 1.1141 J 


í 0.13651 
\ 0.6948 J 
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Consideraremos el método de Houbolt con referencia a un sistema de varios grados de libertad. En 
este método se emplean las siguientes expansiones de diferencia finita: 



( 11 . 68 ) 



(11.69) 


Para derivar las ecuaciones (11.68) y (11.69) consideramos la función jc(í). Sean los valores de x en 
los puntos de cuadrícula equidistantes t¡_ 2 = t¡ — 2 Ai, t i _ l = t¡ — Ai, t¡ y i í+1 = t¡ + Ai los dados 
por x¡_ 2 , x¡_ i, x¡ y x i+x , respectivamente, como se muestra en la figura 11.8 [11.18]. La expansión 
de la serie de Taylor, con intervalo hacia atrás, presenta varias posibilidades. 

• Con intervalo = Ai: 


x(t) = x(t + Ai) — Ai i(í + Ai) -I -—— 3c(í + Ai)-——3c(f + Ai) 


(Ai) 2 .. (Ai) 3 


O 


= x i+l - Ai x¡ + i + 


(Ai) 2 (Ai) 3 

-; x¡ + 1-7 x. 


Xi+l + ■■■ 


(11.70) 


• Con intervalo = 2 Ai: 


jc(í — Ai) = x(t + Ai) — (2Aí)x(í + Ai) 

(2 Ai) 2 (2 Ai) 3 

-f-—— x(t + Ai)-—— x\t + Ai) + ••• 


o 


X¡- 1 = X i+1 - 2Atx i+ i + 2(Aí) 2 3c', + 1 - |(Aí) 3 x, +1 + ••• (11.71) 



X; 



Figura 11.8 Puntos de cuadrícula equidistantes. 
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• Con intervalo = 3 A t: 

x(t — 2A t) = x(f + A f) — (3 Aí)x(f + Ai) 

(3 Ai) 2 (3 Ai) 3 

+ ——— x(t + Ai)-—— x(t + Ai) + ••• 


O 


x¡- 2 = x i+ i - 3A tx i+ i + 2 (Ai ) 2 X/+ i - |(Aí) 3 3c' í+1 + ■■• (11.72) 

Considerando términos sólo hasta (Ai) 3 , las ecuaciones (11.70) a (11.72) se resuelven para expresar 
x¡+i, x¡+ 1 , y x ¡+1 en función de x ; _ 2 , x¿, y x i+1 . De este modo se obtiene x¡+i y x ;+ [ como 

en [11.18]: 


1 


•*;+i 


x¡+\ 


6( Ai) 

1 

(Ai) 


(llx ;+ [ — 18x, + 9x,_i — 2x,_ 2 ) 
2 (2JC/+1 - 5x, + 4x,_, - x,_ 2 ) 


(11.73) 


(11.74) 


Las ecuaciones (11.68) y (11.69) representan la forma vectorial de estas ecuaciones. 

Para hallar la solución en el intervalo i + l(x (+ i), consideramos la ecuación (11.18) en í ¡+1 
de modo que 


[m]x i+ 1 + [c]x ¡+1 + [k]x i+ i = F i+1 = F(t = í ¡+1 ) (11.75) 


Sustituyendo las ecuaciones (11.68) y (11.69) en la ecuación (11.75), obtenemos 


2 11 

— 2 L^J + + v k \ l x ¡+1 


(Ai) 

= F ¡+1 + 

4 


6 Ai 
5 


(Aí) 2L "' j ' Ai 


[ m ] + ttH ) x í 


3[c] ■ 

- x\m] H-— )x,-_i + 

(Ai) 2 2 Ai ' ' 1 


(Ai)' 


;[m] + 


3 Ai 


X¡-2 


(11.76) 


Observe que la ecuación de equilibrio en el tiempo í í+1 , ecuación (11.75), se utiliza para determi¬ 
nar la solución X j+ i por medio de la ecuación (11.76). Esto también es cierto para los métodos de 
Wilson y Newmark, por lo que se les llama métodos de integración implícita. 

De la ecuación (11.76) se desprende que se requiere tener conocimiento de x¡, x,_|, y x,_ 2 
para encontrar la solución x,+i.. Por lo tanto se tienen que hallar los valores de x_i y x_ 2 antes de 
tratar de encontrar el vector xj aplicando la ecuación (11.76). Dado que no hay un método directo 
para hallar x_j y x_ 2 , no podemos utilizarla ecuación (11.76) para encontrar áq y x 2 . Esto ocasiona 
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Ejemplo 11.6 


que el método no sea de inicio automático. Para iniciarlo, podemos utilizar el método de diferencia 
central descrito en la sección 11.5 para hallar xj y x 2 . Una vez conocido x 0 a partir de las condicio¬ 
nes iniciales dadas del problema y x¡ y x 2 conocidos a partir del método de diferencia central, las 
subsiguientes soluciones X 3 , X 4 , ... se pueden encontrar aplicando la ecuación (11.76). 

A continuación, el procedimiento paso a paso que se debe seguir en el método de Houbolt: 

1. A partir de las condiciones iniciales x(f = 0) = xo y x(t = 0) = x 0 , obténgalo = = 0) 

utilizando la ecuación (11.26). 

2. Seleccione un intervalo de tiempo Ai adecuado. 

3. Determine x_¡ aprovechando la ecuación (11.28). 

4. Encuentre xj y x 2 utilizando la ecuación de diferencia central (11.29). 

5. Calcule x¡+i, comenzando con i = 2 y utilizando la ecuación (11.76): 


x ¡+1 


2 r -1 11 r , _ 

-v [m] + 7 — c + \k 

(A t) 2Í J 6 Ar L J L J 


1-1 


x {^ +l + ((¿p w + ¿ [cl ) i ' 

í 4 r n 3 r 
— - ñ\m\ H-— c x,_i 

V(Aí) 2L J 2 Ai L V ' 1 

+ (- ~\m 1 -I-— [cIIxz-tÍ 

V(Aí) 2 3 Ai L V “1 


(11.77) 


Si se requiere, evalúe los vectores de velocidad y aceleración x,+i y x,+i utilizando las ecuaciones 
(11.68) y (11.69). 


Método de Houbolt para un sistema de dos grados de libertad 

Encuentre la respuesta del sistema de dos grados de libertad considerado en el ejemplo 11.3 siguiendo el 
método de Houbolt. 

Solución: 

Método: Use el método de Houbolt con A t = 0.24216. 

El valor de xq se encuentra utilizando la ecuación (11.26): 

s ° -{“ 

Con un valor de A t = 0.24216, se puede utilizar la ecuación (11.29) para obtener Xi y x 2 , y en seguida se 
puede utilizar la ecuación (11 .77) recursivamente para obtener X 3 , X 4 , .... como se muestra en la tabla 11 .5 . 
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Tabla 11.5 


Tiempo (t¡ = i A t) 

II 

II 


í 0.00001 
10.1466 J 

í 0.01721 
10.5520 J 


h 


h 


f 5 


f 6 


h 


f 9 


f 10 


f ll 


f 12 


í 0.09171 
\ 1.1064 / 

í 0.25011 
11.6909 / 

í 0.49241 
\ 2.1941 J 


í 0.78671 
12.5297 J 


í 1.07341 
12.6489 J 


í 1.28031 
\ 2.5454 J 


f 1.34321 
12.2525 J 


í 1.22581 
\ 1.8325 J 


í 0.93401 
11.3630 J 


í 0.51781 
10.9224 J 


11.9 Método de wilson 


El método de Wilson supone que la aceleración del sistema varía linealmente entre dos instantes 
de tiempo. En particular, dichos instantes se consideran como se indica en la figura 11.9. Por lo 
tanto, se supone que la aceleración es lineal del tiempo t¡ = i A t al tiempo t i+g = t¡ + 6 Ai, donde 
6 & 1.0 [11.19], por lo que este método también se llama método 9 de Wilson. Si 9 = 1.0, este 
método se reduce al esquema de aceleración lineal [ 11.20]. 

Un análisis de estabilidad del método de Wilson muestra que es incondicionalmente estable 
siempre que 9 > 1.37. En esta sección consideraremos el método de Wilson para un sistema de 
varios grados de libertad. 
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Figura 11.9 Suposición de aceleración lineal 
del método de Wilson. 


Como se supone que x(f) varía linealmente entre t¡ y t ¡+g , podemos predecir el valor de x en 
cualquier instante t¡ + r, 0 < t < 6 Ai: 


x(ti + t) = Xj + ^-^{*¡+8 - x¡) 


(11.78) 


Integrando la ecuación (11.78), obtenemos 4 


x(t¡ + t) = x¡ + x,T + -^-^{%+B - x¡) 


(11.79) 


x{ti + T) = x¡ + x¡T + -XjT + - x ¡) 


(11.80) 


Sustituyendo r = 9 A/en las ecuaciones (11.79) y (11.80), obtenemos 


A A, . . A U, 

Xi+e = x{ti + 6 At) = x¡ + -^-(x i+g + Xj) 


> ^ 0 ¿ (At) ¿ ., .. 

%+g = x(t¡ + 0 At) = x¡ + OAtXj H---( x ¡+0 + 2x¡) 


(11.81) 

(11.82) 


Se resuelve la ecuación (11.82) para obtener 

6 


Xj+a = -x - x(Xj+a — Xj) -— Xj — 2 Xj 

0 2 (A t) 2 6At ' 


(11.83) 


Sustituyendo la ecuación (11.83) en la ecuación (11.81), obtenemos 


a 3 .a OAt^ 

Xi+e = J^fi x i+e ~ x i) ~ 2x < - Y x ‘ 


(11.84) 


4 Se han sustituido x¡ y x¡ en lugar de las constantes de integración en las ecuaciones (11.79) y (11.80), respectivamente. 
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Para obtener el valor de x ¡+g , consideramos la ecuación de equilibrio (11.18) en el instante 
t¡+e = t¡ + 6 At y escribimos 


[m]x i+e + [c]x i+g + [k]x i+g = F i+0 


(11.85) 


donde el vector de fuerza F¡ +0 también se obtiene utilizando la suposición lineal: 


F i+e = F¡ + 6{F i+l - F¡) 


( 11 . 86 ) 


Sustituyendo las ecuaciones (11.83), (11.84) y (11.86) para x¡ +0 , x¡ +0 , y F¡ +0 , la ecuación (11.85) 
proporciona 


-y[m] 5-T - [c] + [fellíj+l 

\o 2 3 (At) 21 J 0 At 1 J L J J 
= F¡ + 0(F i+1 - F.) + \ , 6 , [ml + — [el \x¡ 

’ \0 2 (At) 2Í J 0 At 1 J J 1 

+ + 2 [ c ]}*¿ + j 2 M + ^[ c ]}*/ (11.87) 


la cual se resuelve para x¡+\. 

El método de Wilson se puede describir por los pasos siguientes: 

1. A partir de las condiciones conocidas xq y x 0 , obtenga xo aplicando la ecuación (11.26). 

2. Seleccione un intervalo de tiempo adecuado At y un valor adecuado de 0 (se suele considerar a 
0 como 1.4). 

3. Calcule el vector de carga efectivo F ¡+0 comenzando con i = 0: 


li 


+0 


F¡ + 0(F ¡+1 - F¡) + [m] 


6 _ 6 j, 

e 2 {At) lXi + 0At Xi + 



r ,, 3 _ V 0 At 14 

+ [cJl + 2x¡ + —x¡ 


( 11 . 88 ) 


4. Encuentre el vector de desplazamiento en el instante t ¡+0 \ 


x i+e 


1-1 


~ [mi + ——[el + \k] 
9 2 {At) 2Í J 0At l J L J 


F¡+e 


(11.89) 
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5. Calcule los vectores de aceleración, velocidad y desplazamiento en el tiempo í ;+1 : 


6 _ 6 j, ( 3\ij. 

x¿ + 1 = 03/ A + e _ *i) ~ + l 1 “ o h 


o^Aty 


d~At 


o 


(11.90) 


A A Ai ü i¿. 

Xi+l = X¡ + — (X í + i + Xi) 


(11.91) 


A (Ai) 2 „ „ 

^+1 = % + A tx¡ + ——(x i+1 + 2x¡) 

o 


(11.92) 


Ejemplo 11.7 Método de Wilson para un sistema de dos grados de libertad 


Encuentre la respuesta del sistema considerado en el ejemplo 11.3, siguiendo el método 0 de Wilson con 6 = 1.4. 
Solución: 

Método : Use el método de Wilson con Ai = 0.24216. 

El valor de x 0 se obtiene como en el caso del ejemplo 11.3: 


x 0 = 


Luego, utilizando las ecuaciones (11.90) a (11.92) con un intervalo de tiempo Ai = 0.24216, obtenemos los 
resultados indicados en la tabla 11.6. 


11.10 Método de Newmark 


El método de integración también se basa en la suposición de que la aceleración varía linealmente 
entre dos instantes de tiempo. Las expresiones resultantes para los vectores de velocidad y despla¬ 
zamiento x ¡+1 y x i+ i, para un sistema de varios grados de libertad [11.21], se escriben como en las 
ecuaciones (11.79) y (11.80): 


X¡+1 = X¡ + [(1 - p)x¡ + Px i+l ] At (11.93) 

x,+i = x¡ + AtXj + [(, — a)x¡ + ax,- + i]( Ai) 2 


(11.94) 
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Tabla 11.6 


Tiempo (t¡ = i Ai) 

x; = x(t = ti) 


í 0.00331 
10.1392 J 

í 0.02891 
10.5201 J 


h 


h 


h 


f 6 


f 7 


f 9 


f 10 


f ll 


f 12 


í 0.10721 
\ 1.0579 J 


í 0.26491 
11.6408 J 

í 0.50761 
(2.1529/ 

í 0.80741 
12.4981 J 


í 1.10351 
l2.619lj 


í 1.31581 
12.5056 J 

í 1.36881 
12.1929J 

í 1.21831 
11.7503J 


í 0.87101 
11.2542 / 


í 0.38971 

10.8208 J 


donde los parámetros a y ¡3 indican qué tanto la aceleración al final del intervalo entra en las 
ecuaciones de velocidad y desplazamiento al final del intervalo A t. De hecho, a y ¡3 se pueden 
seleccionar para obtener las características de precisión y estabilidad deseadas [11.22]. Cuando 
/3 = \ y a = las ecuaciones (11.93) y (11.94) corresponden al método de aceleración lineal 
(que también se puede obtener con 6 = 1 en el método de Wilson). Cuando /3 = \ y a = las 
ecuaciones (11.93) y (11.94) corresponden a la suposición de aceleración constante entre t¡ y t i+l . 
Para determinar el valor de x¡+ 1, la ecuación de equilibrio (11.18) se considera en el instante 
t = f ;+1 , de modo que 


[m]~Xj + i + [c]x i+1 + [k]x i+l = F i+l 


(11.95) 


La ecuación (11.94) se puede utilizar para expresar x¡+\ en función de x, +1 y la expresión resul¬ 
tante se puede sustituir en la ecuación (11.93) para expresar x í+i en función de x ¡ + ]. Sustituyendo 
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Ejemplo 11.8 


estas expresiones para x¿ + ¡ y x¡ + \ en la ecuación (11.95), podemos obtener una relación para 
encontrar x¡~\: 


*i+¡ 


*(A t) ¿ 


[«] + + [*] 

a A / 


-1 


X 



-T U + 

a(Aí) 2 


1 

a Ai 


X: + 




+ M 



+ 




(11.96) 


El método de Newmark se puede resumir como sigue: 

1. A partir de los valores conocidos de xq y xq, halle x 0 utilizando la ecuación (11.26). 

2. Seleccione valores adecuados de A t, a y [3. 

3. Calcule el vector de desplazamiento x¡+i, comenzando con i = 0 y utilizando la ecuación 
(11.96). 

4. Determine los vectores de aceleración y velocidad en el tiempo í, +1 : 


*¿+l 


1 

a{At) 2 


( x ¡+1 




(11.97) 


x i+1 = Xj + (1 — f3) Ai x¡ + ¡3 At x i+l 


(11.98) 


Es importante observar que a menos que ¡3 se considere como hay un amortiguamiento espurio 
introducido, proporcional a (¡3 — j)- Si ¡3 se considera como cero, resulta un amortiguamiento ne¬ 
gativo; esto implica una vibración autoexcitada que surge únicamente del procedimiento numérico. 
Asimismo, si (3 es mayor que i, se introduce un amortiguamiento positivo. Esto reduce la magnitud 
de la respuesta incluso sin amortiguamiento real en el problema [11.21], El método es incondicio¬ 
nalmente estable para a > (3 + \) 2 y ¡3 > 


Método de Newmark para un sistema de dos grados de libertad 


Encuentre la respuesta del sistema considerado en el ejemplo 11.3, siguiendo el método de Newmark con 

1 n _ 1 

“ = ¿yp - 2- 

Solución: 


Método: Use el método de Newmark con A t = 0.24216. 
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Tabla 11.7 


Tiempo (t¡ = i A t) 

II 

Mi 

ii 


í 0.00261 
i 0.1411 J 

í 0.02461 
10.5329 / 


f 0.10051 
11.0884 J 

í 0.26441 
11.6870 J 

f 0.52571 
\ 2.2027 / 

í 0.85301 
\ 2.5336 J 

í 1.17301 
12.6229 / 

í 1.38921 
\ 2.4674 J 

í 1.41341 
12.1137 J 

í 1.19981 
11.6426 J 

í 0.76901 
\ 1.1485 / 

í 0.21111 

\o.7195j 


El valor de Íq se puede hallar utilizando la ecuación (11.26): 


x 0 — 


Con los valores de <*= \,fi = 0.5yA? = 0.24216, la ecuación (11.96) proporciona los valores de = x(t = t¡), 

como se muestra en la tabla 11.7. 


11.11 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 11.9 Solución obtenida utilizando MATLAB de un sistema 
de un solo grado de libertad 


Utilizando la función MATLAB ode2 3, resuelva el ejemplo 11.1. 
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Solución: Definiendo x l = x y x 2 — x,la ecuación (E. 1 ) del ejemplo 11.1 se puede expresar como un conjunto 
de ecuaciones diferenciales de primer orden: 


*l = x 2 (E.l) 


1 

í rrí \ 

*2 = — 

Ki 1 - sen — 1 — cxn — kx i 

m 

V 2 t 0 J J 


con las condiciones iniciales XjfO) = .*-,(0) = 0. A continuación se presenta el programa MATLAB para resol¬ 
ver las ecuaciones (E.l) y (E.2). 

% Exll_9.m 

tspan = [0: 0.1: 5*pi]; 
x0 = [0; 0] ; 

[t,x] = ode23 ( 1 dfuncll_9 1 , tspan, xO); 
plot (t,x(:,1)); 
xlabel ( 1 1 1 ); 
ylabel ('x(t) y xd(t) 1 ); 
gtext (’x(t) 1 ); 
hold on; 
plot (t,x(:,2), 
gtext ('xd(t) 1 ) 

%dfuncll_9.m 

function f = dfuncll_9(t,x) 
m = 1; 
k = 1; 
c = 0.2; 
tO = pi; 

F0 = 1; 

f = zeros (2,1); 
f(l) = x(2); 

f(2) = (F0* (1 - sin(pi*t/(2*t0) ) ) - c*x(2) - k*x(l) )/m; 



Ejemplo 11.10 Solución de un sistema de varios grados de libertad obtenida 
utilizando MATLAB 


Utilizando la función MATLAB ode23, resuelva el ejemplo 11.3. 


Solución: Las ecuaciones de movimiento del sistema de dos grados de libertad en la ecuación (E.l) del ejem¬ 
plo 11.3 se puede expresar como un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden en función de 


y\ = x h 


yi = x u 


J3 = x 2 , 


y4 = x 2 
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como 

yi = y2 

h = — {*i(0 ” cy 2 + cy 4 - (Aj + k)yi + ky 3 } = - 6 y 1 + y 3 
ni\ 

h = y 4 

y 4 = — {^2(0 + cy 2 - cy 4 + ky 1 - (k + k 2 )y 3} 

m 2 

= 2 ( 10 + 2 Vi - 8 V3} = 5 + yi - 4 y¡ 


(E.l) 

(E.2) 

(E.3) 


(E.4) 




con las condiciones iniciales y,(0) = 0, i = 1, 2, 3, 4. A continuación se presenta el programa MATLAB para 
resolver las ecuaciones (E.l) a (E.4). 


% Exilio.m 

tspan = [0: 0.05: 50]; 

yO = [0; 0; 0; 0] ; 

[t,y] = ode23 ( 1 dfuncll lO 1 , tspan, yO); 

subplot (211); 
píot (t,y(:,1)); 

xlabel ('t (línea continua: xl (t) Línea punteada: xdl (t) ) '); 

ylabel ('xl (t) y xdl (t) # ); 
hold on; 

píot (t,y(:, 2), 
subplot (212); 
píot (t,y(:, 3)); 

xlabel ('t (línea continua: x2 (t) Línea punteada: xd2 (t) ) ’ ); 

ylabel ('x2 (t) y xd2 (t)M; 
hold on; 

píot (t,y (: ,4), '--'); 

%dfuncll_10.m 

function f = dfuncll_10 (t,y) 
mi = 1; 
m2 = 2; 
kl = 4; 
k2 = 6; 
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k = 2; 
c = 0; 

F1 = 0; 

F2 = 10; 

f = zeros (4,1); 
f(l) = y(2); 

£ (2) = ( F1 2 c*y(2) + c*y(4) - (kl+k) *y(l) + k*y(3) )/ml; 
f (3) = y (4) ; 

f (4) = ( F2 + c*y(2) - c*y(4) + k*y(l) - (k + k2) *y(3) )/m2; 


Ejemplo 11.11 Programa para implementar el método de Runge-Kutta de cuarto orden 

Desarrolle un programa MATLAB general llamado Programl4 .m para resolver un conjunto de ecuaciones 
diferenciales de primer orden siguiendo el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Use el programa para 
resolver el ejemplo 11.2. 

Solución: Se desarrolla Programl4 .m para que acepte los siguientes datos de entrada: 

n = ecuaciones diferenciales de primer orden 
xx — valores iniciales X/(0), un vector de tamaño n 
dt = incremento de tiempo 



El programa requiere un subprograma para definir las funciones f¡(x,t),i = 1.2, ..., n. El programa presen¬ 
ta los valores de x¡(t), i = 1,2, ..., n a diferentes valores de tiempo t. 


I 

Tiempo(I) 

x(l) 

x(2) 

1 

1.57 0800e— 001 

1.186315e—002 

1.479138e—001 

2 

3.141600e^001 

4.540642e—002 

2.755911e 001 

3 

4.712400e-001 

9.725706e—002 

3.806748e—001 

4 

6.283200e—001 

1.637262e-001 

4.615022e—001 

5 

7.854000e^001 

2.409198e—001 

5.171225e 001 

36 

5.654880e+000 

—2.868460e—001 

5.040887e—001 

37 

5.811960e+000 

—1.969950e—001 

6.388500e—001 

38 

5.969040e+000 

—8.655813e—002 

7.657373e 001 

39 

6.126120e+000 

4.301693e—002 

8.821039e —001 

40 

6.283200e+000 

1.898865e—001 

9.855658e—001 
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Ejemplo 11.12 


Programa para el método de diferencia central 

Utilizando el método de diferencia central, desarrolle un programa MATLAB general llamado Programl5 .m 
para determinar la respuesta dinámica de un sistema de varios grados de libertad. Use el programa para deter¬ 
minar la solución del ejemplo 11.3. 

Solución: Programl5 .m se desarrolla para que acepte los siguientes datos de entrada: 

n = grados de libertad del sistema 
m = matriz de masa, de tamaño n X n 
c = matriz de amortiguamiento, de tamaño n X n 
k = matriz de rigidez, de tamaño n X n 
xi = valores iniciales de x¡, un vector de tamaño n 
xdi = valores iniciales de x‘ , un vector de tamaño n 
nstep (nstp) = intervalos de tiempo en los cuales se debe hallar la solución 
delt = incremento entre intervalos de tiempo 




Tiempo 


El programa requiere un subprograma para definir las funciones forzadas i = 1,2, ..., n en cualquier ins¬ 
tante t. Proporciona los valores de la respuesta en diferentes intervalos de tiempo i como Xj(i), Xj(i ) y Xj(i), 
j = 1, 2, ..., n. 
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Solución por medio del método de diferencia central 
Datos aportados: 

n= 2 nstp= 24 delt=2.421627e~001 
Solución: 


step 

time 

x(i,l) 

xd(i,1) 

xdd(i,1) 

x(i,2) 

xd(i,2) 

xdd(i,2) 

1 

0.0000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

5.0000e+000 

2 

0.2422 

0.0000e + 000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

1.4661e—001 

0.0000e+000 

5.0000e+000 

3 

0.4843 

1.7195e—002 

3.5503e —002 

2.9321e—001 

5.5204e—001 

1.1398e+000 

4.413 6e+000 

4 

0.7265 

9.3086e—002 

1.9220e-001 

1.0009e+000 

1.1222e+000 

2.0143e+000 

2.8090e + 000 

5 

0.9687 

2.6784e—001 

5.1752e-001 

1.6859e+000 

1.7278e+000 

2.427 6e+000 

6.0429e-001 

21 

4.8433 

1.6034e+000 

1.7764e+000 

—4.0959e+000 

2.2077e+000 

1.6763e+000 

—1.0350e+000 

22 

5.0854 

1.6083e+000 

6.5025e-001 

—5.2053e+000 

2.4526e+000 

1.2813e+000 

—2.2272e+000 

23 

5.3276 

1.3349e+000 

—5.5447e—001 

.7444e+000 

2.5098e+000 

6.2384e—001 

— 3.2023e + 000 

24 

5.5697 

8.8618e—001 

—1.4909e+000 

—2.9897e+000 

2.3498e+000 

—2.1242e—001 

— 3.7043e+000 

25 

5.8119 

4.0126e—001 

—1.9277e+000 

6.1759e—001 

1.9837e+000 

^1.0863e+000 

— 3.5128e + 000 


Ejemplo 11.13 Programa para el método de Houbolt 


Utilizando el método de Houbolt, desarrolle un programa MATLAB general llamado Programl6 . m para 
encontrar la respuesta dinámica de un sistema de varios grados de libertad. Use el programa para hallar la 
solución del ejemplo 11.6. 

Solución: Programl6 .m se desarrolla para que acepte los siguientes datos de entrada. 

n = grados de libertad del sistema 
m = matriz de masa, de tamaño n X n 




Tiempo 
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c = matriz de amortiguamiento, de tamaño n X n 
k = matriz de rigidez, de tamaño n X n 
xi = valores iniciales de x¡ , un vector de tamaño n 
xdi — valores iniciales de x¡, un vector de tamaño n 
nstep (nstp) = intervalos de tiempo en los cuales se debe hallar la solución 
delt = incremento entre intervalos de tiempo 

El programa requiere un subprograma para definir las funciones forzadas f¡(t) = 1, 2, ..., n en cualquier 
instante t. Proporciona los valores de la respuesta en diferentes estaciones de tiempo i como Xj(i), Xj(i), 
y x¡(i),j = 1 , 2, ..., n. 


Solución por medio del método de Houbolt 
Datos aportados: 

n= 2 nstp= 24 delt=2.421627e-001 
Solución: 


step 

time 

x(i,l) 

xd(i, 1) 

xdd(i,1) 

x(i,2) 

xd(i,2) 

xdd(i ,2 ) 

1 

0.0000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

5.0000e+000 

2 

0.2422 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

0.0000e+000 

1.4661e—001 

0.0000e+000 

5.0000e + 000 

3 

0.4843 

1.7195e—002 

3.5503e—002 

2.9321e—001 

5.5204e—001 

1.1398e+000 

4.4136e + 000 

4 

0.7265 

9.1732e—002 

4.8146e-001 

1.6624e+000 

1.1064e+000 

2.4455e+000 

6.6609e-001 

5 

0.9687 

2.5010e—001 

8.6351e—001 

1.8812e+000 

1.6909e+000 

2.3121e+000 

—1.5134e+000 

21 

4.8433 

8.7373e—001 

1.7 900e+000 

—1.7158e+000 

1.7633e+000 

1.3850e+000 

—1.1795e+000 

22 

5.0854 

1.2428e+000 

1.1873e+000 

— 3.3403e+000 

2.0584e+000 

1.0125e+000 

—1.9907e+000 

23 

5.3276 

1.4412e+000 

3.6619e—001 

—4.1553e+000 

2.24 6 0e+000 

4.9549e—001 

— 2.5428e + 000 

24 

5.5697 

1.4363e+000 

—4.8458e—001 

-4.0200e+000 

2.2990e+000 

—9.6748e—002 

— 2.7595e + 000 

25 

5.8119 

1.2410e+000 

-1.1822e+000 

— 3.0289e+000 

2.2085e+000 

— 6.8133e — 001 

— 2.5932e + 000 


Resumen del capítulo 

Se tienen que utilizar métodos numéricos en situaciones en que las ecuaciones diferenciales que rigen la vibra¬ 
ción libre y forzada no se pueden resolver para encontrar soluciones de forma cerrada. Presentamos el método 
de diferencia finita para la solución de las ecuaciones regentes de sistemas discretos y continuos. Describimos 
el uso de los métodos de Runge-Kutta, Houbolt, Wilson y Newmark para la solución de problemas de vibra¬ 
ción relacionados con sistemas de varios grados de libertad. Por último, presentamos el uso de MATLAB para 
obtener la solución numérica de problemas de vibración. 

Ahora que ya ha concluido con este capítulo, usted deberá ser capaz de contestar las preguntas de repaso 
y resolver los problemas que se presentan a continuación. 
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Preguntas de repaso 

11.1 Responda brevemente lo siguiente: 

1. Describa el procedimiento del método de diferencia finita. 

2. Utilizando la expansión de la serie de Taylor, derive las fórmulas de diferencia central para la 
primera y segunda derivadas de una función. 

3. ¿Qué es un método condicionalmente estable? 

4. ¿Cuál es la diferencia principal entre el método de diferencia central y el método de Runge-Kutta? 

5. ¿Por qué es necesario introducir puntos de malla ficticios en el método de diferencia finita de solución? 

6. Defina una matriz de tres diagonales. 

7. ¿Cuál es la suposición básica del método de Wilson? 

8. ¿Qué es un método de aceleración lineal? 

9. ¿Cuál es la diferencia entre métodos de integración explícitos e implícitos? 

10. ¿Podemos utilizar los métodos de integración numérica abordados en este capítulo para resolver 
problemas de vibración no lineal? 
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11.2 Indique si cada uno los siguientes enunciados es verdadero o falso: 


11.3 


1. Se requiere que los puntos de cuadrícula estén separados de manera uniforme. 

2. El método de Runge-Kutta es estable. 

3. El método de Runge-Kutta es de inicio automático. 

4. El método de diferencia finita es un método de integración implícita. 

5. El método de Newmark es un método de integración implícita. 

6. Para una viga con puntos de cuadrícula — 1, 1, 2, 3, ..., la equivalencia de diferencia central de la 


condición 


dW 

dx 


= 0 es = W 2 . 


7. Para una viga con puntos de cuadrícula — 1, 1, 2, 3,..., la aproximación de diferencia central de una 
condición simplemente apoyada en puntos de cuadrícula está dada por W_ l = W 2 . 

8. Para una viga con puntos de cuadrícula — 1, 1, 2, 3, ..., la aproximación de diferencia central de 


d ¿ W 

dx 2 


= 0 produce W 2 - 2W, + W_, = 0. 


Escriba en los espacios en blanco la palabra correcta: 


1. Se tienen que utilizar métodos numéricos cuando las ecuaciones de movimiento no se pueden 

resolver en forma_. 

2. En métodos de diferencia finita, se utilizan aproximaciones para_. 

3. Las ecuaciones de diferencia finita se pueden derivar utilizando métodos_diferentes. 

4. En métodos de diferencia finita, el dominio de la solución tiene que ser reemplazado por puntos 


5. Las aproximaciones de diferencia finita están basadas en la expansión de la serie de_. 

6. Se dice que los métodos numéricos que requieren el uso de un intervalo de tiempo (A?) menor que 

un valor crítico (Af cri ) son_estables. 

7. En un método condicionalmente estable, el uso de Af mayor que Af cri hace al método_. 

8. Una fórmula_permite calcular x¡ a partir de los valores conocidos de x i+1 . 


11.4 Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones dadas: 

1. La aproximación de diferencia central de dx/dt en t¡ es 

a - ^(•*<•+! “ x 0 b - ^(x¡ ~ x¡- 1) c. ^(Xi+l ~ x¡- 1) 

2. La aproximación de diferencia central de d 2 x/dt 2 en t¡ es 

1 1 1 

a. ~^){x¡+i 2x¡ + x¡- 1 ) b. y(-*-í+i -L— i) c. , 2 ^ x ‘ -ri—i) 

h h h 

3. Un método de integración en el cual el cálculo de x í+ ¡ está basado en la ecuación de equilibrio t¡ se 
conoce como 

a. método explícito b. método implícito c. método regular 

4. En un método de inicio no automático tenemos que generar el valor de la siguiente cantidad por 
medio de aproximaciones de diferencia finita de x¡ y x¡\ 

a. X—\ b. x-i c. x-i 

5. Los métodos de Runge-Kutta determinan las aproximaciones de 

a. ecuaciones algebraicas b. ecuaciones diferenciales c. ecuaciones matriciales 

6. La aproximación de diferencia finita de d 2 U /dx 2 + a 2 U = 0 en x í está dada por 

a. U ¡+1 - (2 - h 2 a 2 )U¡ + U i - l = 0 

b. U¡+ 1 - 2U¡ + U i+ i = 0 

c. U l+] - (2 - a 2 )U, + Uj—i = 0 

7. El método de diferencia finita requiere el uso de aproximaciones de diferencia finita en 

a. sólo la ecuación diferencial regente 

b. sólo condiciones límite 

c. la ecuación diferencial regente y también en condiciones límite 
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8. Si una barra sometida a vibración longitudinal está fija en el nodo 1, la fórmula de diferencia di¬ 
recta proporciona 

a. U l =0 b. C/j = U 2 c. U l = U_¡ 

9. Si una barra sometida a vibración longitudinal está fija en el nodo 1, la fórmula de diferencia di¬ 
recta proporciona 

a. f/j = 0 b. U ! = U 2 c. U l = U —! 

10. La aproximación de diferencia central de d 4 W/dx 4 — fi 4 W = 0 en el punto de cuadrícula i con 
intervalo de tiempo h es 

a. W i+2 - 4W i+1 + (6 - h 4 p 4 )W¡ - 4W¡-\ + W¡_ 2 = 0 

b. W i+2 - 6 W l+I + (6 - h 4 ¡i 4 )W¡ - 6 Wj-! + W¡- 2 = 0 

c. W i+3 - 4W i+1 + (6 - h 4 p 4 )W, - 4W i - l + W ¡-3 = 0 

11.5 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes: 


Método de Houbolt 

a. 

Asume que la aceleración varía linealmente entre t¡ y 
t¡ + 0 Af; 8 > 1. 

Método de Wilson 

b. 

Asume que la aceleración varía linealmente entre f¡ y í¡ 
+ 1; puede conducir a amortiguamiento negativo. 

Método de Newmark 

c. 

Basado en la solución de un sistema equivalente de 
ecuaciones de primer orden. 

Método de Runge-Kutta 

d. 

El mismo que el método Wilson con 6=1. 

Método de diferencia finita 

e. 

Utiliza expresiones de diferencia finita para x¿ + \ y x i+í 
en función de x¡_ 2 , x¡, y x i+l . 

Método de aceleración lineal 

f. 

Condicionalmente estable. 


Problemas 

Sección 11.2 Método de diferencia finita 

11.1 Las fórmulas de diferencia directa utilizan los valores de la función a la derecha del punto de cuadrícula 
base. Por lo tanto la primera derivada en el punto i(t = t¡ ) se define como 

dx _ x{t + Af) - x(t) _ x¡+í - x¡ 
dt A t A t 

Derive las fórmulas de diferencia directa para (d 2 x)/(dt 2 ), ( d 3 x)/(dt 3 ) y (d 4 x)/dt 4 ) en el tiempo t¡. 

11.2 Las fórmulas de diferencia inversa utilizan los valores de la función a la izquierda del punto de la cua¬ 
drícula base. Por consiguiente, la primera derivada en el punto i(t = t¡) se define como 

dx _ x (t) ~ ~ Al) _ X j - x¡-i 

dt A t Af 

Derive las fórmulas de diferencia inversa para (d 2 x)/(dt 2 ), (d 2 x)/(dt 3 ) y (d A x)/dt A ) en el tiempo t¡. 

11.3 Derive la fórmula para la cuarta derivada (d A x)/(dt 4 ), de acuerdo con el método de diferencia central. 

Sección 11.3 Método de diferencia central para sistemas de un solo grado de libertad 

11.4 Encuentre la respuesta vibratoria libre de un sistema de un solo grado de libertad no amortiguado, con 
m — 1 y k = 1, por medio del método de diferencia central. Suponga x 0 = 0 y x 0 = 1. Compare los 
resultados obtenidos con Ai = 1 y Af = 0.5 con la solución exacta x(t) = sen f. 
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11.5 


Integre la ecuación diferencial 
d 2 x 

-- + O.lx = 0 para 

dt 2 

utilizando la fórmula de diferencia inversa con A t 


*o = 1 Y *o = 0. 


0 < t < 10 

1. Suponga las condiciones iniciales como 


11.6 


Encuentre la respuesta de vibración libre de un sistema de un solo grado de libertad viscosamente amor¬ 
tiguado con m = k = c = 1, por medio del método de diferencia central. Suponga que x 0 = 0, x 0 = 1 y 


A t = 0.5. 


11.7 Resuelva el problema 11.6 cambiando c a 2. 

11.8 Resuelva el problema 11.6 considerando el valor de c como 4. 

11.9 Encuentre la solución de la ecuación 4v + 2x + 3000-í = F(t), donde F( i) es como se muestra en la 
figura 11.10 para la duración 0 £ t £ 1. Suponga que x 0 = x 0 = 0 y Ai = 0.05. 


m 



Figura 11.10 


11.10 Encuentre la solución de un sistema de resorte-masa-amortiguador regido por la ecuación mx + ex + 
kx = F(t) = SF. t con m = c = fc = lySF= 1. Suponga que los valores iniciales de x y i son cero 
y A t = 0.5.Compare la solución de diferencia central con la solución exacta dada en el ejemplo 4.9. 


Sección 11.4 Método de Runge-Kutta para sistemas de un solo grado de libertad 


11.11 Exprese la siguiente ecuación diferencial de orden enésimo como un sistema de n ecuaciones diferen¬ 
ciales de primer orden: 


d n x 


d n 


-i 


a „~r~F + a n -1 

dt n dt n 


-1 


d x 

+ Cl '~dt = 8 ^ X,t ’ 


11.12 Encuentre la solución de las siguientes ecuaciones aplicando el método de Runge-Kutta de cuarto orden 
con Ai = 0.1: 

x = x — 1.5e _0 ' 5í ; Xq = 1 
x = — tx 2 ; xq = 1. 


11.13 La fórmula de Runge-Kutta de segundo orden está dada por 


X i+ l = X i + \{K l + K 2 ) 

donde 

K { = hF(X¡, t¡) y K 2 = hF{X¡ + K h t¡ + h) 


Utilizando esta fórmula, resuelva el problema considerado en el ejemplo 11.2. 
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11.14 La fórmula de Runge-Kutta de tercer orden está dada por 

*i+l = X¡ + \(K X + 4K 2 + K 3 ) 

donde 

*1 = hF(X,,t,) 

K 2 = hF(X¡ + ¡K hti + \h) 

y 


K 3 = hF{X¡ - Ki + 2K 2 , t¡ + h) 

Utilizando esta fórmula, resuelva el problema considerado en el ejemplo 11.2 

11.15 Utilizando el método de Runge-Kutta de segundo orden, resuelva la ecuación diferencial x + lOOOx = 0 
con las condiciones iniciales x 0 = 5 y x Q = 0. Use A t = 0.01. 

11.16 Utilizando el método de Runge-Kutta de tercer orden, resuelva el problema 11.15. 

11.17 Utilizando el método de Runge-Kutta de cuarto orden, resuelva el problema 11.15. 


Sección 11.5 Método de diferencia central para sistemas de varios grados de libertad 

11.18 Utilizando el método de diferencia central, determine la respuesta del sistema de dos grados de libertad 
que se muestra en la figura 11.2 cuando c = 2, F¡(f) = 0, F 2 (t) = 10. 

11.19 Utilizando el método de diferencia central, determine la respuesta del sistema que se muestra en la 
figura 11.2 cuando Ej(f) = 10 sen 5t y F 2 (t) — 0. 

11.20 Las ecuaciones de movimiento de un sistema de dos grados de libertad están dadas por 2x¡ + óxq — 2x 2 
= 5 y x 2 — 2x¡ + 4x 2 = 20 sen 5 1. Suponiendo las condiciones iniciales como X[(0) = ¿¡(O) = x 2 (0) = 
x 2 (0) = 0, encuentre la respuesta del sistema, por medio del método de diferencia central con A t = 0.25. 


Sección 11.6 Método de diferencia finita para sistemas continuos 

11.21 Los extremos de una viga están restringidos elásticamente por resortes lineales y torsionales, como se 
muestra en la figura 11.11. Por medio del método de diferencia finita, exprese las condiciones límite. 

11.22 Utilizando el método Runge-Kutta de cuarto orden, resuelva el problema 11.20. 

11.23 Encuentre las frecuencias naturales de una barra con ambos extremos empotrados sometida a vibración 
longitudinal, utilizando tres puntos de malla en el rango 0 < x < /. 

11.24 Derive las ecuaciones de diferencia finita que rigen la vibración longitudinal forzada de una barra 
uniforme con un extremo fijo y el otro libre, utilizando un total de n puntos de malla. Encuentre las 
frecuencias naturales de la barra, utilizando n = 4. 

11.25 Derive las ecuaciones de diferencia finita para la vibración forzada de una flecha uniforme con ambos 
extremos fijos sometida a torsión, utilizando un total de n puntos de malla. 

11.26 Encuentre las primeras tres frecuencias naturales de una viga uniforme con ambos extremos fijos. 
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W(x) 

i 



Figura 11.11 


11.27 Derive las ecuaciones de diferencia finita para la vibración forzada de una viga en voladizo sometida a 
una fuerza transversal f(x,t) = f 0 eos cot en el extremo libre. 

11.28 Derive las ecuaciones de diferencia finita para el análisis de vibración forzada de una membrana rec¬ 
tangular, utilizando m y n puntos de malla en las direcciones x y y, respectivamente. Suponga que la 
membrana está fija a lo largo de todos sus bordes. Use la fórmula de diferencia central. 


Secciones 11.7,11.11 Método de Runge-Kutta para sistemas de varios grados de libertad 
y ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

11.29 Utilizando Programl4 .m (método de Runge-Kutta de cuarto orden), resuelva el problema 11.18 con c = 1. 

11.30 Utilizando Programl4 .m (método de Runge-Kutta de cuarto orden), resuelva el problema 11.19. 

11.31 Utilizando Programl5 .m (método de diferencia central), resuelva el problema 11.20. 


Secciones 11.8,11.11 Método de Houbolt, y ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

11.32 Utilizando Programl5.m (método de diferencia central), resuelva el problema 11.18 con c = 1. 

11.33 Utilizando Programl5 .m (método de Houbolt), resuelva el problema 11.19. 

11.34 Utilizando Programl6 .m (método de Houbolt), resuelva el problema 11.20. 


Sección 11.9 Método de Wilson 

11.35 Utilizando el método de Wilson con d = 1.4, resuelva el problema 11.18. 

11.36 Utilizando el método de Wilson con 6 — 1.4, resuelva el problema 11.19. 

11.37 Utilizando el método de Wilson con 6 = 1.4, resuelva el problema 11.20. 

Sección 11.10 Método de Newmark 

11.38 Utilizando el método de Newmark con a = j¡ y ¡3 = resuelva el problema 11.18. 
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11.39 Utilizando el método de Newmark con a 


\ y P — resuelva el problema 11.19. 


11.40 Utilizando el método de Newmark con a 


\ y (5 — resuelva el problema 11.20. 


Sección 11.11 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


11.41 Utilizando la función ode 23 de MATLAB, resuelva la ecuación diferencial 5x + 4i + 3x = ósenf 
conx(O) = i(0) = 0. 

11.42 Las ecuaciones de movimiento de un sistema de dos grados de libertad están dadas por 


2 0 
0 4 



-1 

3 




donde Tj(í) indica un pulso rectangular de magnitud 5 que actúa en el rango 0 £ t £ 2. Encuentre la 
solución utilizando MATLAB. 

11.43 Encuentre numéricamente la respuesta de un péndulo simple resolviendo la ecuación linealizada: 


8 + yú = 0 


con 


g 

l 


0.01 y trace la respuesta. 9{t), en el rango 0 £ t £ 150. Suponga las condiciones iniciales 


como 0(t = 0) = 6 0 = 1 rad y 8{t = 0) = 8 0 = 1.5 rad/s. Use la función ode2 3 de MATLAB para 
obtener la solución numérica. 


11.44 Encuentre numéricamente la respuesta de un péndulo simple resolviendo la ecuación exacta: 


8 + 


8 a 
— sen 9 

l 


= 0 


con y = 0.01 y trace la respuesta, 0(t), en el rango 0 

8{t = 0) = d 0 = 1 rad y 8(t = 0) = 8 (j = 1.5 rad/s. 
la solución numérica. 


^ t :£ 150. Suponga las condiciones iniciales como 
Use la función ode2 3 de MATLAB para obtener 


11.45 Encuentre numéricamente la respuesta de un péndulo simple resolviendo la ecuación no lineal: 


8 + 




= 0 


con — =0.01 
/ 


y trace la respuesta, 6(t), en el rango 0 £íí 150. Suponga las condiciones iniciales 


como 8(t = 0) = 6 0 = 1 rad y 9(t = 0) = 6 0 = 1.5 rad/s. Use la función ode2 3 de MATLAB para 
obtener la solución numérica. 


11.46 Escriba una subrutina WILSON para implementar el método Wilson. Use este programa para hallar la 
solución del ejemplo 11.7. 


11.47 Escriba una subrutina NUMARK para implementar el método Newmark. Use esta subrutina para deter¬ 
minar la solución del ejemplo 11.8. 






CAPÍTULO 12 

Método de los elementos finitos 



Aurel Boreslav Stodola 

(1859-1942) 


Ingeniero suizo que en 1892 se unió al Instituto Federal Suizo de Tecnología en Zurich 
para ocupar la cátedra de maquinaria térmica. Trabajó en varias áreas, entre ellas las 
de diseño de maquinaria, controles automáticos, termodinámica, dinámica de rotores y 
turbinas de vapor. Publicó a fines del siglo xx uno de los libros más sobreslientes, Die 
Dampfturbin, el cual se tradujo a muchos idiomas. Esta obra aborda no sólo temas de 
termodinámica implicados en el diseño de turbinas, sino también trata del flujo de flui¬ 
dos, vibración, análisis de esfuerzo de placas y cilindros metálicos huecos. Al método 
aproximado que presentó para calcular frecuencias naturales de vigas se le conoce como 
método de Stodola. (Fotografía cortesía de Applied Mechanics Reviews ). 
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12.1 Introducción 
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El método de los elementos finitos es un método numérico que se puede utilizar para obtener la 
solución precisa (pero aproximada) de muchos problemas de vibración complejos. Se derivan las 
matrices de masa y rigidez y los vectores de fuerza necesarios para el análisis de elementos finitos 
básicos unidimensionales como una barra en movimiento axial, una varilla en movimiento torsio- 
nal y una viga en movimiento de flexión. Para el análisis de problemas que implican elementos 
unidimensionales en geometrías de dos y tres dimensiones (armaduras y bastidores o marcos), las 
matrices de elementos se tienen que transformar en un espacio relevante de mayores dimensiones. 
Se explican los detalles de transformación de matrices y vectores de elementos y el uso de las 
matrices y vectores resultantes al formular las ecuaciones de movimiento de elemento finito para 
sistemas complejos. También se aborda la incorporación de las condiciones límite al sistema en¬ 
samblado de matrices y ecuaciones. Se presentan ejemplos para ilustrar el método de los elementos 
finitos para determinar las frecuencias naturales de vibración de barras y vigas, así como el análisis 
de esfuerzo de una armadura de dos dimensiones. Se describe con ejemplos ilustrativos el uso de 
matrices de masa consistente y de masa concentrada en el análisis de elementos finitos. Por último, 
se proporcionan programas MATBLAB para determinar los desplazamientos nodales bajo cargas 
axiales especificadas, las frecuencias naturales de vibración de una barra escalonada y el análisis de 
valor eigen de una viga escalonada. 


Objetivos de aprendizaje 


Al terminar este capítulo, usted deberá ser capaz de realizar lo siguiente: 

• Identificar las matrices de rigidez y masa para la solución de diferentes tipos de problemas de 
vibración. 

• Transformar las matrices de elementos desde un sistema de coordenadas locales hasta el siste¬ 
ma de coordenadas globales. 

• Ensamblar las matrices de elementos y aplicar las condiciones límite. 

• Realizar el análisis estático de problemas que implican barras, varillas y vigas. 

• Efectuar el análisis dinámico de problemas que implican elementos de barras, varillas y vigas 
para hallar frecuencias naturales y modos. 

• Utilizar matrices de masa consistente y masa concentrada en el análisis de vibración de ele¬ 
mentos finitos. 

• Utilizar MATLAB para resolver problemas de vibración por medio del análisis de elementos 
finitos. 


12.1 introducción 


El método de los elementos finitos es un método numérico que se puede utilizar para la solución 
precisa de problemas de vibración estructural y mecánicos complejos [12.1, 12.2], En este méto¬ 
do, a la estructura original la reemplazan varias piezas o elementos, de los cuales se supone que 
se comportan como un miembro estructural continuo llamado elemento finito. Se supone que los 
elementos están interconectados en ciertos puntos llamados juntas o nodos. Como es muy difícil 
determinar la solución exacta (como en los desplazamientos) de la estructura original bajo las car¬ 
gas especificadas, se supone una solución aproximada conveniente en cada elemento finito. La idea 
es que si las soluciones de los diversos elementos se seleccionan adecuadamente, se puede hacer 






12-3 


Capítulo 12 Método de los elementos finitos 


que converjan en la solución exacta de la estructura total a medida que el tamaño del elemento 
se reduce. Durante el proceso de solución, el equilibrio de fuerzas en las juntas y la compatibilidad 
de los desplazamientos entre los elementos se satisfacen, de modo que toda la estructura (ensam¬ 
blaje de los elementos) se comporte como una sola entidad. 

En este capítulo se presenta el procedimiento básico del método de los elementos finitos, junto 
con su aplicación a problemas de vibración simple. Se derivan las matrices de elementos, rigidez 
y masa, así como los vectores de fuerza para un elemento de barra, un elemento de torsión y un 
elemento de viga. Se presenta la transformación de las matrices de elementos y vectores del sistema 
de coordenadas local al global. Se analizan las ecuaciones de movimiento del sistema completo de 
elementos finitos y la incorporación de condiciones límite. Se presentan los conceptos de matrices 
de masa consistente y de masa concentrada junto con un ejemplo numérico. Por último, se presen¬ 
ta un programa de computadora para el análisis de valor eigen de vigas escalonadas. Aunque las 
técnicas presentadas en este capítulo se pueden aplicar a problemas más complejos que implican 
elementos finitos de dos y tres dimensiones, sólo se considera el uso de elementos de una dimensión 
en el tratamiento numérico. 


12.2 Ecuaciones de movimiento de un elemento 


A manera de ilustración, en la figura 12.1(b) se muestra el modelo de elementos finitos de la es¬ 
tructura de una fresadora cepilladora (figura 12.1(a)). En este modelo, las columnas y el sobrebrazo 
están representados por elementos de placa triangulares y el cursor transversal y el portaherramien¬ 
tas están representados por elementos de viga [12.3]. Se supone que los elementos están conecta¬ 
dos entre sí sólo en las juntas. El desplazamiento dentro de un elemento se expresa en función de 
los desplazamientos en las esquinas o juntas del elemento. En la figura 12. l(b) se supone que el 
desplazamiento transversal dentro de un elemento típico e es w(x, y, t ). Los valores de w, (dw/dx) y 
(dw/dy) en las juntas 1, 2 y 3, es decir, w(x 1 ,y 1 , t), (dw)/(dx)(x l ,y l , t), (dw) / (cJy)(x ] , y,, t ),..., (dw)/(dy) 
(x 3 , y 3 , t), se tratan como incógnitas y se indican como wq(í), w 2 (t), w 3 (t ),..., w g (t). El desplazamiento 


w 7 (t) 



Figura 12.1 Modelado de elementos finitos. 
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w(x, y , i) se puede expresar en función de los desplazamientos de las juntas desconocidos wft) en 
la forma 


n 

w(x,y,t) = 2 Ni(x,y)w¡(t) (12.1) 

i=i 

donde N¡(x, y) se conoce como función de forma correspondiente a los desplazamientos en las 
juntas w¡(t) y n es la cantidad de desplazamientos desconocidos en las juntas (n = 9 en la figura 
12.1(b)). Si en el elemento actúa una carga distribuida/(x, y, t), se puede convertir en fuerzas equi¬ 
valentes que actúan en las juntas/¿(í) (i = 1, 2,...,9). Si en las juntas actúan fuerzas concentradas, 
también se pueden sumar a la fuerza apropiada que actúa en la junta f(t). Ahora derivaremos las 
ecuaciones de movimiento para determinar los desplazamientos en las juntas w¡(t) bajo la acción 
de las fuerzas prescritas en las juntas f(f). Utilizando la ecuación (12.1), la energía cinética T y la 
energía de deformación V del elemento se pueden expresar como 

1 -a»■> 

T=-W T [m]W (12.2) 

V=^W T [k]W (12.3) 

donde 


' wft) ' 



'wtW' 


dwfdt 

W 2 (t) 


VE = < 

w 2 (t) 

> = < 

dw 2 /dt 

,w„(í), 



^Wn(t) J 


k dwjdt , 


y [«] y [Ajson las matrices de masa y rigidez del elemento. Sustituyendo las ecuaciones (12.2) y 
(12.3) en las ecuaciones de Lagrange, ecuación (6.44), las ecuaciones de movimiento del elemento 
finito se obtienen como 


[m]W + [k]W = f 


(12.4) 


donde / es el vector de las fuerzas que actúan en las juntas y VE es el vector de las aceleraciones 
en las juntas dado por 


•• N 

w 1 


" d 2 W\/dt 2 ' 

w 2 


d 2 w 2/dt 2 

[ 

> = < 


Wn 
n ) 


k d 2 w n /dt 2 j 


Observe que la forma de los elementos finitos y el número de desplazamientos en las juntas desco¬ 
nocidos pueden diferir según la aplicación. Aunque las ecuaciones de movimiento de un solo ele¬ 
mento, ecuación (12.4), no son útiles de forma directa (ya que nuestro interés radica en la respuesta 
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dinámica del ensamblaje de elementos), la matriz de masa [m], la matriz de rigidez [k] y el vector 
de las fuerzas que actúan en la junta f de los elementos individuales se requieren para la solución 
final. En la siguiente sección derivaremos las matrices de rigidez y masa de los elementos y los 
vectores de las fuerzas que actúan en las juntas para algunos elementos unidimensionales simples. 


12.3 Matriz de masa, matriz de rigidez y vector de fuerza 


12 . 3.1 Considere el elemento de la barra uniforme que se muestra en la figura 12.2. Para este elemento unidi- 

mensional, los dos puntos extremos forman las juntas (nodos). Cuando el elemento se somete a las car- 
Elemento gas axiales /j(í) y/ 9 (f), se supone que el desplazamiento axial dentro del elemento es lineal en x como 

de una barra 

u(x,t) = a(t) + b(t)x (12.5) 

Cuando los desplazamientos «,(/) y w 2 (í) se tratan como incógnitas, la ecuación (12.5) deberá sa¬ 
tisfacer las condiciones 


í(0, t) = tq(f), u(I,t) = 1 * 2 ( 1 ) 


( 12 . 6 ) 


Las ecuaciones (12.5) y (12.6) conducen a 


a(t) = u { (t) 


a(t) + b(t)l = U 2 (t) o b(t) = 


u 2 (t) ~ Ul(t) 


(12.7) 


La sustitución de a(t) y bit) de la ecuación (12.7) en la ecuación (12.5) resulta 


i(x,t) = ( * _ y)«i(0 + y « 2(0 


( 12 . 8 ) 


u(x,t ) = N\(x)ui(t) + N 2 (x)u 2 (t) 


(12.9) 


donde 


N\(x) = ( 1 - y ), N 2 {x) = 


( 12 . 10 ) 


son las funciones de forma. 


Junta 1 


p, E,A 

-ui(t) —*-u 2 (í) 


~hii)-^fix, t)~ 


Junta 2 


m 


Figura 12.2 Elemento de una barra uniforme. 
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La energía cinética del elemento de la barra se expresa como 


du(x, t ) ) 

. 2 „ 

dt J 

('-C 

, dui(t) 

1 dt 


+ 'í)^F* 


1 pAl 2 . >2. 

2 “( M i + “1“2 + «2) 


( 12 . 11 ) 


donde 


U\ = 


du\(t) 
dt ’ 


u 2 = 


du 2 {t) 

dt 


p es la densidad del material y A es el área de sección transversal del elemento. 
Expresando la ecuación (12.11) en forma matricial. 


T(t) = \i{t) T [m]Ü{t) 


( 12 . 12 ) 


donde 


u(t) 


= r«tw\ 

1 «2(0/ 


y el superíndice T indica la traspuesta, la matriz de masa [m] se puede identificar como 

r -i pAl \2 1 

L J 6 Ll 2 

La energía de deformación del elemento se escribe como 

'du(x, t) ) 2 


(12.13) 


no - „ 


if- EA <M^V 
2 Jo l dx ) 


2 

1 EA 


dx 


— — —j-(u\ — 2 uiu 2 + u 2 ) 


(12.14) 


donde «j = u¡(t), u 2 = u 2 (t) y ¿íes el módulo de Young. Expresando la ecuación (12.14) en forma 
matricial como 


V(t) = \u{t) T [k]u{t) 


( 12 . 15 ) 
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donde 


3(0 = H'H 


Woj 


la matriz de rigidez [k] se puede identificar como 

r EA 

w = -r 


(0 = {« i(t)u 2 (t )} 


1 -1 

-1 1 


(12.16) 


El vector de fuerzas 


7=pn 

7 1 / 2 ( 0 ) 

se puede derivar a partir de la expresión de trabajo virtual. Si la barra se somete a la fuerza distri¬ 
buida f(x,t), el trabajo virtual 8W se expresa como 


8W(t) = / f(x,t)8u(x,t)dx 

Jo 


j /(*, 0{(l _ y) Sm i( 0 + (y) 8u 2 {t) | dx 

^ (* ~ f) 7x ) Sui ^ 

+ ( f(x, t) i^jdx^j 8u 2 (t ) 


Expresando la ecuación (12.17) en forma matricial como 

8W(t) = 8u(t) r f(t) = /i(0 Sui(t) + f 2 (t) Su 2 (t) 

las fuerzas equivalentes en las juntas se pueden identificar como 

/t(0 = ( 1 _ y)^ 

/ 2(0 = j) dx 


(12.17) 


(12.18) 


(12.19) 


Elemento 
de torsión 


Considere un elemento de torsión uniforme con el eje x a lo largo del eje centroidal, como se mues¬ 
tra en la figura 12.3. Sea I p el momento polar de inercia con respecto al eje centroidal y GJ la rigi¬ 
dez torsional (J = I p para una sección transversal circular). Cuando se supone que el desplazamiento 
torsional (rotación) dentro del elemento es lineal en x como 


6{x, t) = a(t) + b(t)x 


( 12 . 20 ) 
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Junta 1 P< Ip’ A j un j a 2 

x 

Figura 12.3 Elemento de torsión uniforme. 



y las rotaciones 0¡(f) y 0 2 (t) en las juntas se tratan como incógnitas, la ecuación (12.20) se expresa, 
procediendo como el caso del elemento de una barra, como 


6{x,t) = MW^tíO + N 2 (x)6 2 {t) (12.21) 

donde N^x) y N^(x) son las mismas que en la ecuación (12.10). La energía cinética, la energía de 
deformación y el trabajo virtual para torsión pura están dados por 


1 [’ ¡dd(x,t )\ 2 

m = 2 i "H a, } ^ 

(12.22) 

i r 1 (d0(x,t) j 2 

a, }* 

(12.23) 

8W(t) = f f(x,t)86(x,t)dx 

Jo 

(12.24) 


donde p es la densidad de masa yf(x.t) es el par de torsión distribuido por unidad de longitud. Uti¬ 
lizando los procedimientos empleados en la sección 12.3.1, podemos derivar las matrices de masa 
y rigidez y el vector de fuerzas del elemento: 


Plp 


2 1 
1 2 


w = G f 


1 -1 

-1 1 


/ = 


_ J7t(0\ _ 


1/2(0/ 




f(x,t) ( y ) dx 


(12.25) 

(12.26) 


(12.27) 


12 . 3.3 Ahora consideraremos el elemento de una viga de acuerdo con la teoría de Euler-Bernoulli. 1 La 

figura 12.4 muestra un elemento de una viga uniforme sometida a una distribución de fuerzas 

Elemento 
de una viga 


1 El elemento de una viga, según la teoría de Timoshenko, se consideró en las referencias [12.4-12.7]. 
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transversales f(x, t). En este caso, las juntas experimentan tanto desplazamientos traslacionales 
como rotacionales, así que los desplazamientos desconocidos en las juntas se designan como wqf/), 
w 2 (t), w 3 (t) y vv 4 (í). Por lo tanto, habrá fuerzas lineales en las juntas/¡(r) y / 3 (í) correspondientes a 
los desplazamientos lineales Wjfí) y w 3 (t) y fuerzas rotacionales de uniones (momentos de flexión) 
f 2 (t) y/ 4 (í) correspondientes a los desplazamientos rotacionales w 2 (t) y w 4 (í), respectivamente. Se 
supone que el desplazamiento transversal dentro del elemento es una ecuación cúbica en x (como 
en el caso de deflexión estática de una viga): 

w(x,t) = a{t) + b(t)x + c{t)x 2 + d(t)x 3 (12.28) 

Los desplazamientos desconocidos en las juntas deben satisfacer las condiciones 


w(0, í) = wq(f), 
w(l,t) = w 3 (f), 

Las ecuaciones (12.28) y (12.29) proporcionan 
a(t) = W\{t) 
b(t ) = w 2 (t) 

c(t) = 4[ _3w i(0 - 2w 2(t)l + 3 w 3 (t) - w 4 (t)l] 

r 

d(t) = -p[2w\{t) + w 2 (t)I — 2wj(t) + w 4 (f)Z] (12.30) 


dw 

dx 

dw 

dx 


(0, t) = w 2 (t) 
(/, t) = w 4 (t) 


(12.29) 


Sustituyendo las ecuaciones (12.30) en la ecuación (12.28), podemos expresar w(x, t ) como 


w{x,t) = ( 1 - 3^- + 2^] Wl (t) + (j - 2^- + ^ )lw 2 {t) 


+ ( 3 / “ + J )/w 4 (í) 


(12.31) 


m 

i 


W) 

> 

w 2 (t) 


v í (0 


v(x, t) 






m 


"4(0, 


p, A, I, E 


'3(0 


Junta 1 


Junta 2 Figura 12.4 Elemento de una viga uniforme. 
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Esta ecuación se puede volver a escribir como 


w(*, 0=2 N i( x ) w M 

i =i 


(12.32) 


donde N¡(x) son las funciones de forma dadas por 


»,(,) = !— 3|£f + 2(f ! 


(12.33) 


N 2 (x) = x~2l[ y Y + /Y A3 


(12.34) 


- 3 > íí - 2 (í ’ 


N t (x) = -/(i)' + /(y) 3 


(12.35) 


(12.36) 


La energía cinética, la energía de deformación a flexión y el trabajo virtual del elemento se pueden 
expresar como 


1 [' f dw(x, t) j 2 l . 

T(t) = 2j Q — J t -j dx ~ 


(12.37) 


] f l (d 2 w(x,t) j 2 1 

V(t) = 2j Q EI \ —¿^2—) dx s 


(12.38) 


8W(t) = / f(x,t)8w(x,t)dx = 8w(t ) /(/) 

Jo 


(12.39) 


donde p es la densidad de la viga, E es el módulo de Young, I es el momento de inercia de la sección 
transversal, A es el área de sección transversal, y 


w(t) = < 


'wi(í) ' 


dw\/dt 'j 

w 2 (í) 

>, w(í) = < 

dw 2 /dt \ 

w 3 {t) 

dw^/dt 

,w 4 (í), 


, dw^/dt) 
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Sustituyendo la ecuación (12.31) en las ecuaciones (12.37) a (12.39) y realizando las integraciones 
necesarias, obtenemos 



156 

22/ 

54 

-13/ 

pAl 

22/ 

4/ 2 

13/ 

—3 í 2 

420 

54 

13/ 

156 

-221 


.-13/ 

—31 2 

-22/ 

41 2 




12 

61 

-12 

61" 

[k] = 

El 

6 / 

4/2 

-61 

21 2 

T 

-12 

-61 

12 

-61 



61 

21 2 

-61 

4 1 2 _ 

fi(t) 

= 1 


t)Ni(x) 

dx, 

i = 


(12.40) 


(12.41) 


(12.42) 


12.4 Transformación de matrices 
y vectores de un elemento 


Como se planteó antes, el método de los elementos finitos considera el sistema dinámico dado co¬ 
mo un ensamble de elementos. Los desplazamientos en las juntas de un elemento individual se 
seleccionan en una dirección conveniente, según la naturaleza del elemento. Por ejemplo, para el 
elemento de la barra de la figura 12.2, se seleccionan los desplazamientos m¡(í) y u 2 (t) a lo largo 
de la dirección axial del elemento. Sin embargo, otros elementos de la barra pueden tener orien¬ 
taciones diferentes en un ensamble, como se muestra en la figura 12.5. Aquí x indica la dirección 
axial de un elemento individual y se llama eje de coordenadas local. Si utilizamos U\(t) y u 2 (t) 
para indicar los desplazamientos de diferentes elementos de la barra, habrá un desplazamiento en 
la junta 1, tres en la junta 2, dos en la junta 3 y dos en la junta 4. No obstante, los desplazamientos 
de las juntas se pueden especificar de manera más conveniente por medio de ejes de coordenadas de 
referencia o globales X y Y. Entonces se pueden utilizar los componentes de desplazamiento de las 
juntas paralelos a los ejes X y Y como los desplazamientos en el sistema de coordenadas global. 
Éstos se muestran como U¡(t), i = 1, 2, ..., 8 en la figura 12.5. Los desplazamientos de las juntas 



Figura 12.5 Sistema dinámico (armadura) 
idealizado como un ensamble de cuatro 
elementos de barra. 
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u 2 ¡ (t) 



x = eje de coordenadas local 
X,Y = eje de coordenadas global 
“ 2(0 = desplazamientos locales 
U 2 i-i(t), ... , U 2 j(t) = desplazamientos globales 


Figura 12.6 Desplazamientos locales y 
globales en las juntas del elemento e. 


en los sistemas de coordenadas local y global para un elemento de barra típico e se muestran en la 
figura 12.6. Los dos conjuntos de desplazamientos están relacionados como sigue: 


ui(t) = U 2 i-\(t) eos 9 + U 2 ¡(t) sen 6 
u 2 (f) = U 2 j-\{t) eos 0 + U 2 j{t) sen 6 

Estas se reescriben como 

u{t) = [AMO 


donde [A] es la matriz de transformación de coordenadas dada por 


[A] 


eos 0 sen 0 0 0 

0 0 eos 0 sen 6 


(12.43) 


(12.44) 


(12.45) 


y m( 0 y U (0 son los vectores de los desplazamientos de las juntas en el sistema de coordenadas 
local y global, dados por 


£4;-i(0 1 



Es útil expresar la matriz de masa, la matriz de rigidez y el vector de fuerzas en las juntas de un 
elemento en función del sistema de coordenadas global mientras se determina la respuesta dinámica 
del sistema completo. Como las energías cinética y de deformación del elemento deben ser inde¬ 
pendientes del sistema de coordenadas, tenemos 


T(t) = ^(t) T [m]í¡(t) = ^U(t) T [m}U{t) (12.46) 

V{t) = \u{t) T [k]u{t) = \u{tf[k}U(t) 


(12.47) 
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donde [m] y [k] indican las matrices de masa y rigidez del elemento, respectivamente, en el sistema 
de coordenadas global y U(t) es el vector de velocidades en las juntas en el sistema de coordenadas 


global, relacionado con u(t) como en la ecuación (12.44): 

u{t) = [A]í/(f) (12.48) 

Insertando las ecuaciones (12.44) y (12.48) en las ecuaciones (12.46) y (12.47) obtenemos 

T(t) = \u{t) T [\] T [m][\]U{t) m | U(t) T [m]U(t) (12.49) 

V(t) = \ Z/(í) r [Af[¿:][A] U(t) - \u{t) T [k] U(t) (12.50) 

Las ecuaciones (12.49) y 12.50) generan 

[m] = [Af[m][A] (12.51) 

[k] = [Af[A][A] (12.52) 

Asimismo, igualando el trabajo virtual en los dos sistemas de coordenadas, 

8W(t) = 8u(t) T f(t) = 8U(t) T /(f) (12.53) 


encontramos el_yector de las fuerzas que actúan en las juntas del elemento en el sistema de coor¬ 
denadas global /(/): 


7(0 = [Af 7(0 (12.54) 

Las ecuaciones (12.51), (12.52) y (12.54) se pueden utilizar para obtener las ecuaciones de movi¬ 
miento de un solo elemento finito en el sistema de coordenadas global: 

[m ]£?(») + [k]U(t) = /(i) (12.55) 

Aunque esta ecuación no se utiliza mucho, ya que nuestro interés radica en las ecuaciones de mo¬ 
vimiento de un ensamble de elementos [ m ] y [A] y el vector f son útiles al derivar las ecuaciones 
de movimiento del sistema completo, como se indica en la siguiente sección. 


12.5 Ecuaciones de movimiento del sistema completo 
de elementos finitos 


Como la estructura completa se considera un ensamble de varios elementos finitos, ahora exten¬ 
deremos las ecuaciones de movimiento obtenidas para elementos finitos únicos en el sistema glo¬ 
bal a la estructura completa. Debemos indicar los desplazamientos de las juntas de la estructura 
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completa en el sistema de coordenadas global como t/j(f), U 2 (t), ..., U M (t) o, de manera equiva¬ 
lente, como un vector columna: 


' Ui(t) 

u 2 (t) 


y(t) = ‘ > 


, u M (t ), 


Por comodidad, debemos indicar las cantidades que pertenecen a un elemento e en el ensamble por 
medio del superíndice e. Como el desplazamiento de las juntas de cualquier elemento e se pueden 
identificar en el vector de desplazamientos de las juntas de la estructura completa, los vectores 
t/W(í) y U(t) están relacionados: 

U {e \t) = [A^]y(t) (12.56) 


donde es una matriz rectangular compuesta de ceros y unos. Por ejemplo, para el elemento 1 
que se muestra en la figura 12.5, la ecuación (12.56) se escribe como 




U t(í) 


'1/1(0' 


'1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0" 

u 2 {t) 

- 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

u 3 (t) 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

. U 4 {t). 


.0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0_ 


Us(0 J 


(12.57) 


La energía cinética de la estructura completa se obtiene sumando las energías cinéticas de los ele¬ 
mentos individuales 

E i _ ^ 

T = 2-[/ (e)r [m]t/ (e) (12.58) 

e=l 2 


donde E indica cuántos elementos finitos hay en el ensamble. Diferenciando la ecuación (12.56) se 
puede derivar la relación entre los vectores de velocidad: 

£? W (í) = [A^]y(t) (12.59) 

La sustitución de la ecuación (12.59) en la ecuación (12.58) conduce a 

1 E . 

T = 2 U [A (e) ] r [m (e) ] [A^]U (12.60) 

2 e=l ~ 


La energía cinética de la estructura completa también se puede expresar en función de las velocida¬ 
des en las juntas de la estructura completa U : 
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donde \M] es la matriz de masa de la estructura completa. Una comparación de las ecuaciones 
(12.60) y (12.61) da la relación 2 


E 

[M] = 2 [AWf[fflW][AW] 


e=l 


(12.62) 


Asimismo, considerando la energía de deformación, la matriz de rigidez de estructura completa [AT], 
se expresa como 


E 

[AT] = 2 [A (e) f[> (e) ] [A W ] (12.63) 

e=l 

Por último, considerando el trabajo virtual se obtiene el vector de las fuerzas que actúan en las 
juntas de la estructura completa, F: 


1 = ¿ [A (<) f / 


(«) 


e=l 


(12.64) 


Una vez que se determinan las matrices de masa y rigidez y el vector de fuerzas, las ecuaciones 
de movimiento de Lagrange para la estructura completa se expresan como 


[M]d + [K]U = F 


(12.65) 


donde [A'] es la matriz de rigidez de toda la estructura. 

Observe que el vector de fuerzas que actúan en las juntas F en la ecuación (12.65) se generó con¬ 
siderando sólo las cargas distribuidas que actúan en los diversos elementos. Si alguna carga concen¬ 
trada está actuando a lo largo del desplazamiento de una junta [/,(?), se debe sumar al componente 
/-ésimo de F . 


12.6 incorporación de condiciones límite 


En la derivación anterior se suponía que ninguna junta estaba fija. Por lo tanto, la estructura com¬ 
pleta es capaz de experimentar movimiento de cuerpo rígido bajo las fuerzas que actúan en las 
juntas. Esto significa que [AT] es una matriz singular (vea la sección 6.12). La estructura suele estar 
soportada de modo que los desplazamientos sean cero en varias juntas, para evitar el movimiento de 
cuerpo rígido de la estmctura. Un método simple de incorporar las condiciones de desplazamiento 
cero es eliminar las filas y columnas correspondientes de las matrices [M] y [AT] y el vector F. Las 


2 Se puede utilizar un procedimiento alternativo para el ensamble de matrices de elementos. En este procedimiento, cada 
una de las filas y columnas de la matriz de los elementos (de masa o rigidez) se identifica por medio del grado de libertad 
correspondiente en la estructura ensamblada. Luego se pueden colocar las diversas entradas de la matriz de elementos en sus 
ubicaciones apropiadas en la matriz total (de masa o rigidez) del sistema ensamblado. Por ejemplo, la entrada perteneciente 
a la fila i-ésima (identificada por el grado de libertad p) y la columna y-ésima (identificada por el grado de libertad q ) de la 
matriz de elementos se tiene que colocar en la fila p-ésima y en la columna g-ésima de la matriz total. Este procedimiento 
se ilustra en el ejemplo 12.3. 
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Ejemplo 12.1 


ecuaciones de movimiento finales de la estructura restringida se expresan como 

[M]U+[K]U=f 

NXNNXl NXNNXl NX 1 

donde N indica cuántos desplazamientos de juntas libres de la estructura hay. 

Tome nota de los siguientes puntos con respecto al análisis de elementos finitos. 

1. El método utilizado en la presentación anterior se llama método de desplazamiento de análi¬ 
sis de elementos porque son los desplazamientos de los elementos los que se aproximan de 
forma directa. Hay otros métodos disponibles también, por ejemplo el de fuerzas, el método 
combinado y los métodos híbridos, [12.8, 12.9]. 

2. La matriz de rigidez, la matriz de masa y el vector de fuerzas para otros elementos finitos, inclu¬ 
yendo los elementos bidimensionales y tridimensionales, se pueden derivar de manera parecida, 
siempre que se conozcan las funciones de forma [12.1, 12,2]. 

3. En el método de Rayleigh-Ritz que se estudió en la sección 8.8, el desplazamiento del sistema 
continuo se representa por medio de una suma de funciones supuestas, donde cada función 
indica una deflexión de forma de toda la estructura. En el método de elementos finitos también 
se utiliza una representación mediante funciones de forma (parecidas a las funciones supuestas) 
para un elemento finito en lugar de toda la estructura. Por lo tanto, el procedimiento de elemen¬ 
tos finitos también se puede considerar como un método de Rayleigh-Ritz. 

4. Incluso se puede realizar el análisis de errores del método de elementos finitos [12.10]. 


Análisis de una barra 


Considere una barra uniforme, de longitud 0.5 m, área de sección transversal 5 X 10 4 m 2 , módulo de Young 200 
GPa y densidad 7850 kg/m 3 , la cual tiene su extremo izquierdo empotrado, como se muestra en la figura 12.7. 

a. Encuentre el esfuerzo inducido en la barra sometida a una carga axial estática de 1000 N aplicada en la 
junta 2 a lo largo de u-,. 

b. Encuentre la frecuencia natural de vibración de la barra. 

Utilice una idealización de un elemento. 

Solución: 


a. Utilizando la matriz de rigidez de un elemento de la barra, ecuación (12.16), las ecuaciones de equilibrio 
se escriben como 


AE 

~T 


1 

1 



(E.l) 


(Di 


© 


0.5 m - 


Figura 12.7 Barra uniforme con dos 
grados de libertad. 
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Ejemplo 12.2 


Con A = 5 X 10 -4 , E = 2 X 10 11 , l = 0.5, f 2 = 1000, la ecuación (E.l) se escribe como 


2 X 10 8 



ñ 

1000 


(E.2) 


donde tí¡ es el desplazamiento y/j es la reacción desconocida en la junta 1. Para incorporar la condición 
límite u¡ = 0, eliminamos la primera ecuación escalar (primera fila) y sustituimos u¡ = 0 en la ecuación 
resultante (E.2). Esto ofrece 


2 X 10 8 m 2 = 1000 o u 2 = 500 X 10 -8 m 


(E.3) 


La relación de esfuerzo (<x) contra deformación (e) presenta 


cr = Es = 



(E.4) 


donde A l = u 2 - u l indica el cambio de longitud del elemento y — indica la deformación. La ecuación 
(E.4) produce ‘ 


o- = 2 X 10' 


n (500 X 10~ 8 - 0 
0.5 


= 2 X 10 6 Pa 


(E.5) 


b. Utilizando las matrices de rigidez y masa del elemento de la barra, las ecuaciones (12.16) y (12.13), el 
problema de valor eigen se expresa como 


AE 

~T 


i 

-i 


-i 

i 


UA 2 pAI\2 1 

u 2 ) 6 Ll 2 



(E.6) 


donde w es la frecuencia natural y U l y U 2 son las amplitudes de vibración de la barra en las juntas 1 y 
2, respectivamente. Para incorporar la condición límite U l = 0, eliminamos la primera fila y la primera 
columna en cada una de las matrices y vectores y escribimos la ecuación resultante como 


AE 


Ui — o y 


p Al 


(2 )U 2 


O 



3(2 X 10 11 ) 
7850 (0.5) 2 


17,485.2076 rad/s 


(E.7) 


Frecuencias naturales de una viga simplemente apoyada 


Encuentre las frecuencias naturales de la viga simplemente apoyada que se muestra en la figura 12.8(a) utili¬ 
zando un elemento finito. 
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JE 


-1 - 

(a) 



wP = W¡ 

wP = 


© t- 


w p = w 3 

"O. 0 i 

f wP = W 4 


1 


-/(!) = /- 
(b) 


Figura 12.8 Viga simplemente apoyada. 


Solución: Como la viga se idealiza utilizando sólo un elemento, los desplazamientos en las juntas del elemen¬ 
to son los mismos tanto en el sistema local como en el global, como se indica en la figura 12.8(b). Las matrices 
de rigidez y masa de la viga están dadas por 


[K] = [i©)] = 



12 

61 

-12 

61 

El 

61 

4 1 2 

-61 

21 2 

l 3 

-12 

-61 

12 

-61 


61 

2l 2 

-61 

M 2 



156 

22/ 

54 

-13/ 

pAl 

22/ 

4 1 2 

13/ 

—3/ 2 

420 

54 

13/ 

156 

-22/ 


.-13/ 

—3 1 2 

-22/ 

4/ 2 


y el vector de desplazamientos en las juntas es 


W = 



(E.l) 


(E.2) 


(E.3) 


Se pueden incorporar las condiciones límite correspondientes a los extremos simplemente apoyados (VV¡ = 0 
y W 3 = O) 3 eliminando las filas y columnas correspondientes a y W 3 en las ecuaciones (E.l) y (E.2). Esto 
conduce a las matrices totales 




2 El 

~T 


1 

2 


[M] 


pAl 3 r 4 -3 

420 [-3 4 


y el problema de valor eigen se puede escribir como 


'2 El 

'2 

f 

l 

.1 

2. 


pAI 3 (o 2 4 
420 [-3 




(E.4) 

(E.5) 


(E.6) 


3 El momento de flexión no puede igualarse a cero explícitamente en los extremos simplemente apoyados, puesto que no hay 
ningún grado de libertad (desplazamiento en las juntas) que implique la segunda derivada del desplazamiento w. 
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Ejemplo 12.3 


Multiplicándola por l / (2EF), la ecuación (E.6) se expresa como 


donde 


2 - 4A 1 + 3Al f W 2 \ 
1 + 3A 2 — 4aJ \ W 4 j 

pA / 4 &) 2 
A = -- 

840 El 



(E.7) 


(E.8) 


Si igualamos a cero el determinante de la matriz de coeficientes en la ecuación (E.7), obtenemos la ecuación 
de frecuencia 


2 - 4A 1 + 3A 
1 + 3A 2 - 4A 


(2 - 4A) 2 - (1 + 3A) 2 = 0 


(E.9) 


Las raíces de la ecuación (E.9) generan las frecuencias naturales de la viga como 

1 


A, = 


"l 


í I20E/ V /2 

V pAl 4 ) 


A, = 3 


(x>2 


/2520£/\ 1/2 
V pAl 4 ) 

Estos resultados se comparan con los valores exactos (vea la figura 8.15): 

17.41 E / V / 2 _ /1558.56£/\ 1/2 

~^F~) ■ " 2 ' 


" i 


(E. 10) 


(E. 11) 


(E. 12) 


Esfuerzos en una armadura de dos barras 


Encuentre los esfuerzos desarrollados en los miembros de la armadura que se muestra en la figura 12.9(a), 
sometida a una carga vertical de 200 Ib en la junta 3. Las áreas de sección transversal son 1 pulg 2 , para el 
miembro 1; 2 pulg 2 para el miembro 2, y el módulo de Young es 30 X 10 6 lb/pulg 2 . 

Solución 

Método'. Derive las ecuaciones de equilibrio estático y resuélvalas para encontrar los desplazamientos en las jun¬ 
tas. Use las relaciones de elasticidad para determinar los esfuerzos en los elementos. Cada miembro se tiene que 
tratar como un elemento. De acuerdo con la figura 12.9(a), las coordenadas de las juntas se pueden hallar como 

(Xt, F,) = (0,10) pulg; (X 2 , Y 2 ) = (0, 0) pulg; (X 3 , F 3 ) = (10, 5) pulg 

El modelado de la armadura como un ensamble de dos elementos de barra y los grados de libertad de des¬ 
plazamiento de las juntas se muestran en la figura 12.9(b). Las longitudes de los elementos se pueden calcular 
a partir de las coordenadas de los extremos (juntas) como 

/ (1) = {(X 3 - A)) 2 + (F 3 - FO 2 } 1 / 2 = {(10 - O) 2 + (5 - 10) 2 } 1 / 2 
= 11.1803 pulg 

/ (2) = {(X 3 - X,) 2 + (F 3 - F 2 ) 2 }V 2 = {(10 - O) 2 + (5 - O) 2 } 1 / 2 
= 11.1803 pulg 


(E.l) 
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Y 


! 



U 2 



Figura 12.9 Armadura de dos 
barras. 


Las matrices de rigidez de los elementos en el sistema de coordenadas local se obtienen como 


[k {1) l = 


1 

-1 

( 1 ) (30 X 10 6 ) 

1 

- 1 ' 


_-l 

1 . 


11.1803 

_-l 

1 . 

= 

2.6833 X 

10 6 

1 

.-1 

- 1 " 

1 _ 




[* (2) ] = 


1 

- 1 " 

( 2)(30 X 10 6 ) 

1 

-f 

/( 2 ) 

.-1 

1 _ 


11.1803 

.-1 

1 . 

= 

5.3666 X 

10 6 

1 

-1 

-f 

1 





(E.2) 
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El ángulo entre la coordenada .r local y la coordenada X global es 


eos 0 l = 
sen 81 = 


eos do = 


sen d 2 = 


X 3 - Xj _ 10-0 
/(l) ~~ 11.1803 

y 3 ~ Ei = 5-10 
¡W ~ 11.1803 ~ 

X 3 ~ ^2 _ 10-0 
¿(2) ~ 11.1803 

y 3 - Yo = 5 - 0 
/(2) 11.1803 


0.8944 

>para 

- 0.4472 


0.8944 

> para 

0.4472 


el elemento 1 


el elemento 2 


(E.3) 


(E.4) 


Las matrices de rigidez de los elementos en el sistema de coordenadas (X,Y) global se derivan como 


[*«] = 


1 

2 

5 

6 



0.8 

-0.4 

-0.8 

0.4“ 

1 


-0.4 

0.2 

0.4 

-0.2 

2 

(E.5) 

-0.8 

0.4 

0.8 

-0.4 

5 


0.4 

-0.2 

-0.4 

0.2 

6 



[k^] = [A (2) ] r [>k (2) ][A( 2 >] 


3 

4 

5 

6 

0.8 

0.4 

-0.8 

-0.4 

0.4 

0.2 

-0.4 

-0.2 

-0.8 

-0.4 

0.8 

0.4 

-0.4 

-0.2 

0.4 

0.2 


(E.6) 


donde 


[A (1) ] 


[A (2) ] 


eos d¡ 

sen 6 \ 

0 

0 


0 

0 

COS d\ 

sen 0, 


0.8944 

-0.4472 0 

0 

0 

0 

0.8944 -0.4 

eos d 2 

sen <?2 

0 

0 


0 

0 

eos d 2 

sen d 2 


0.8944 

0.4472 

0 

0 


0 

0 

0.8944 

0.4472 


(E.7) 


(E.8) 


Observe que los lados superior y derecho de las ecuaciones (E.5) y (E.6) indican los grados globales de 
libertad correspondientes a las filas y columnas de las matrices de rigidez respectivas. La matriz de rigidez 
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ensamblada del sistema [K] se obtiene colocando los elementos de [fcW] y en sus lugares apropiados 

en [F], como 


[K\ 


1 

2 

3 

4 

5 

6 


0.8 

-0.4 



-0.8 

0.4“ 

1 

-0.4 

0.2 



0.4 

-0.2 

2 



1.6 

0.8 

-1.6 

-0.8 

3 



0.8 

0.4 

-0.8 

-0.4 

4 

-0.8 

0.4 

-1.6 

-0.8 

(0.8 

(-0.4 






+ 1.6) 

+0.8) 

5 

0.4 

- 0.2 

-0.8 

-0.4 

(-0.4 

(0.2 






+0.8) 

+0.4)_ 

6 


(E.9) 


El vector de fuerzas ensamblado se escribe como 


F = 


Fx l 

Fyl 

Fxi 

F Y 2 

Fx 3 

Fy3 


(E.10) 


donde, por lo general, ( F xi y F yi ) indican las fuerzas aplicadas en la junta i a lo largo de las direcciones ( X , Y). 
Específicamente, ( F xl , F yl ) y ( F X2 , F ra ) representan las reacciones en las juntas 1 y 2, mientras que (F X3 , F n ) 
= (0, —200) Ib son las fuerzas externas aplicadas en la junta 3. Aplicando las condiciones límite U\ = U 2 — 
U 3 = í/ 4 (es decir, eliminando las filas y columnas 1, 2, 3 y 4 en las ecuaciones (E.9) y (E.10)), obtenemos la 
matriz de rigidez ensamblada final y el vector de fuerzas como 


[ÍT] = 2.6833 X 10 £ 


5 

2.4 

0.4 


6 

0.4 

0.6 


(E.ll) 


F = 


0\5 

—200 J 6 


(E. 12) 


Las ecuaciones de equilibrio del sistema se escriben como 


[K]U = F 


(E. 13) 


donde U = 



. La solución de la ecuación (E. 13) se puede hallar como 


U 5 = 23.2922 X 10“ 6 pulg, U 6 = -139.7532 X 10“ 6 pulg 


(E. 14) 
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Los desplazamientos axiales de los elementos 1 y 2 se pueden hallar como 



0.8944 -0.4472 0 0 

0 0 0.8944 -0.4472 


0 
0 

23.2922 X 10' 
-139.7532 X 10“ 


i~6 


0 


83.3301 X 10“ 


-6 f P ul 8 


(E. 15) 



0.8944 0.4472 0 0 

0 0 0.8944 0.4472 


0 
0 

23.2922 X 10“ 6 
-139.7532 X 10“ 


0 


-41.6651 X 10“ 


.-6 f P ul S 


(E. 16) 


Los esfuerzos en los elementos 1 y 2 se determinan como 


r (D = E w e w = = £(l)( “ 2 ~ “ l)(1) 

/(') /(') 

(30 X 10 6 )(83.3301 X 10 -fn 


11.1803 


= 223.5989 lb/pulg 2 


r (2) = £ ( 2) e (2) = 


A/( 2 ) E^ 2 \u2 — u\)^ 


¡( 2 ) /( 2 ) 

(30 X 10 6 )(—41.6651 X 10“ 6 ) 


11.1803 


= -111.7996 lb/pulg 2 


(E. 17) 


(E. 18) 


donde o - ® indica el esfuerzo, e® representa la deformación, y A/® indica el cambio de longitud del elemento 
i (i =1,2). 
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12.7 Matrices de masa consistente 
_y de masa concentrada_ 


Las matrices de masa derivadas en la sección 12.3 se conocen como matrices de masa consistente. 
Son consistentes porque el mismo modelo de desplazamiento que se utiliza para derivar la matriz 
de rigidez de un elemento se utiliza para derivar la matriz de masa. Es interesante señalar que varios 
problemas dinámicos se han resuelto con formas más simples de las matrices de masa. La forma 
más simple de la matriz de masa, conocida como matriz de masa concentrada se obtiene colocan¬ 
do masas puntuales (concentradas) m¡ en puntos de nodo i en las direcciones de los grados de des¬ 
plazamiento de libertad supuestos. Las masas concentradas se refieren a la inercia traslacional y 
rotacional del elemento y se calculan suponiendo que el material dentro de las ubicaciones medias a 
ambos lado del desplazamiento se comporta como un cuerpo rígido mientras que el resto del elemento 
no participa en el movimiento. Por lo tanto, esta suposición excluye el acoplamiento dinámico que 
existe entre los desplazamientos del elemento, de ahí que la matriz de masa del elemento resultante sea 
puramente diagonal [12.11]. 


Matriz 
de masa 
concentrada 
para un 
elemento 
de una barra 


Dividiendo la masa total del elemento por igual entre los dos nodos, la matriz de masa concentrada 
de un elemento de una barra uniforme se obtiene como 


[m] 


pai r i o 

2 [o 1 


(12.67) 


Matriz 
de masa 
concentrada 
para un 
elemento 
de una viga 

Observe que en la ecuación (12.68) se supuso que el efecto de inercia asociado con los grados de 
libertad rotacionales es cero en la ecuación (12.68). Si se debe incluir el efecto de inercia, calcula¬ 
mos el momento de inercia de masa de la mitad del segmento de viga con respecto a cada extremo, 
y lo incluimos en las ubicaciones diagonales correspondientes a los grados de libertad rotacionales. 
Por lo tanto, para una viga uniforme tenemos 


En la figura 12.4, al concentrar la mitad de la masa total de la viga en cada uno de los nodos, a lo 
largo de los grados de libertad traslacionales, obtenemos la matriz de masa concentrada del elemen¬ 
to de la viga como 


r i pAl 
[m} = — 


10 0 0 
0 0 0 0 
0 0 10 
0 0 0 0 


( 12 . 68 ) 


•=m$= p - 


24 


(12.69) 
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y por consiguiente la matriz de masa concentrada del elemento de viga se escribe como 


[m\ = 


pAl 

2 


0 

0 

0 



(12.70) 


Matrices 
de masa 
concentrada 
en compa¬ 
ración con 
matrices 
de masa 
consistente 


No está claro si las matrices de masa concentrada o las de masa consistente proporcionan resultados 
más precisos para un problema general de respuesta dinámica. Las matrices de masa concentrada 
son aproximadas en el sentido de que no consideran el acoplamiento dinámico que existe entre los 
diversos grados de desplazamiento de libertad del elemento. Sin embargo, dado que las matrices 
de masa concentrada son diagonales, requieren menos espacio de almacenamiento durante su ma¬ 
nejo computacional. Por otra parte, las matrices de masa consistente no son diagonales, por lo que 
requieren más espacio para almacenamiento. Por lo tanto, son aproximadas en el sentido de que las 
funciones, de las cuales derivan aplicando patrones de desplazamiento estáticos, se usan inclusive 
para solucionar problemas dinámicos. El ejemplo siguiente ilustra la aplicación de matrices de 
masa concentrada y de masa consistente en la solución de un problema sencillo de vibración. 


Ejemplo 12.4 


Matrices de masa consistente y de masa concentrada de una barra 


Encuentre las frecuencias naturales de la barra uniforme doblemente empotrada que se muestra en la figura 
12.10 por medio de matrices de masa consistente y de masa concentrada. Use dos elementos de la barra para 
el modelado. 

Solución: Las matrices de rigidez y masa de un elemento de una barra son 


[*] = 


AE 

l 


1 

-1 


pAl 

[*]‘=V 

r i pAl 

['»]/ = y 


-1 

1 

1 

2 

0‘ 

1 


(E.l) 

(E.2) 

(E.3) 


Elemento 1 


- U 2 

Elemento 2 


-Í7, 


1 



-<- 1 



Figura 12.10 Barra uniforme doblemente empotrada. 
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donde los subíndices c y I para las matrices de masa indican las matrices de masa consistente y de masa con¬ 
centrada, respectivamente. Como la barra se modela por medio de dos elementos, las matrices de rigidez y 
masa ensamblada son 


[K] = 


AE 


[M] c = 


[M\¡ = 


pAl 


pAI 


1 

2 


3 

1 

-1 


0 

-1 

l +l| 

-l| 

0 

— 

1 

l! 

1 

2 

3 


| 2 

1 

i 0 

l 

I 1 

2 +2 

i l! 

2 

0 

1 

2 i 

3 

1 

2 

3 


i 1 

0 

0 

1 

i 0 i 

1 +1 

o| 

2 = 

0 1 

0 

l! 

3 


1 

2 = 
3 


AE 

T 


1 -1 

-1 2 

0 -1 


pAl 

6 


pAl 

2 


2 1 0 

1 4 1 

0 1 2 


1 0 0 
0 2 0 
0 0 1 


0 

-1 

1 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


Los rectángulos de línea punteada en las ecuaciones (E.4) a (E.6) encierran las contribuciones de los elementos 
1 y 2. Los grados de libertad correspondientes a las columnas y filas de las matrices se indican en los lados su¬ 
perior y derecho de las matrices. El problema de valor eigen, después de aplicar las condiciones límite 
t/j = U 3 = 0, es 


[[*] - Am]] m = {o} 

El valor eigen co 2 se determina resolviendo la ecuación 

l[*] - A M ]\ = o 


La cual, en este caso, se escribe como 


AE , 7P Al r , 

~T [2] ' " 6 [4] 


= 0 con matrices de masa consistente 


AE 


> pAl 


¡ [2] - 


= 0 con matrices de masa concentrada 


Las ecuaciones (E.9) y (E.10) se resuelven para obtener 

Í3E 


«L = , / —y = 3.4641 
Pl 2 

¡2E 

co¡ = + — = 2.8284 

V pl ¿ 


pL 

T 


PL A 


Estos valores se comparan con los valores exactos (vea la figura 8.7) 



(E.7) 

(E.8) 

(E.9) 

(E.10) 

(E.ll) 

(E.12) 

(E. 13) 
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12.8 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 


Ejemplo 12.5 Análisis de elementos finitos de una barra escalonada 


Considere la barra escalonada que se muestra en la figura 12.11 con los siguientes datos: A l = 16 X 10 4 m 2 , 
A 2 = 9 X 10~ 4 m 2 , A 3 = 4 X 10~ 4 m 2 , E¡ = 20 X 10 10 Pa, i = 1, 2, 3, p¡ = 7.8 X 10 lO-’kg/m 2 , i = 1, 2, 3, 
/[ = 1 m, l 2 = 0.5 m, ¿ 3 = 0.25 m. Escriba un programa MATLAB para determinar lo siguiente: 

a. Los desplazamientos tq, u 2 y u 3 bajo la cargap 3 = 1000 N 

b. Las frecuencias naturales y modos de barra 

Solución: Las matrices de rigidez y masa ensambladas de la barra escalonada están dadas por 


[*] = 


Ai ¿i 

k 

~A\E\ 


-A,£, 

h 

Ai£i + 

h 

~A 2 E 2 

h 

0 


a 2 e- 


2 C 2 


0 

~a 2 e 2 

h 

a 2 e 2 + 

h 

~a 3 e 3 

h 


A 3 E 3 

h 


0 

A 3 E 3 

h 

A3E3 

h 


(E.l) 


[M] = - 


2p { A [ l i P\A\¡ { 

P\A{1\ 2p\A\l\ + 2p 2 A 2 l 2 

0 P 2 A 2 l 2 

0 0 


0 0 

p 2 A 2 l 2 0 

1p 2 A 2 l 2 + 2 p 3 A 3 / 3 p 2 A 3 l 3 
P3A3/3 2 P3A3I3 


(E.2) 


Las matrices de sistema [A - ] y [M\ se obtienen incorporando la condición límite u 0 = 0; es decir, eliminando 
la primera fila y la primera columna en las ecuaciones (E.l) y (E.2). 

a. Las ecuaciones de equilibrio bajo la carga p 3 = 1000 N están dadas por 


[K]U = P 


(E.3) 



“3 P-i 


Figura 12.11 Barra uniforme doblemente empotrada. 
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donde 



b. El problema de valor eigen se expresa como 

[tf] - co 2 [M] 

donde [K\ está dada por la ecuación (E.4) y [ M] por 


U = 0 


[M] = 


2p\A\!\ + 2p 2 A 2 l 2 PiA4 2 
P2A 2 I 2 
0 


0 


2 p 2 A 2 l 2 + 2 P3A3/3 P3A3/3 

P 3 A 3/3 2 P 3 A 3/3 


(E.4) 


(E.5) 


(E.6) 


A continuación se presenta la solución de las ecuaciones (E.3) y (E.5) utilizando MATLAB. 

%- Program Exl2_5.m 

%-Inicialización de los valores- 

Al = 16e-4 ; 

A2 = 9e-4 ; 

A3 = 4e-4 ; 

El = 20el0 ; 

E2 = El ; 

E3 = El ; 

R1 = 7.8e3 ; 

R2 = R1 ; 

R3 = R1 ; 

L1 = 1 ; 

L2 = 0.5 ; 

L3 = 0.25 ; 


%-Definición de [K]- 

Kll = A1*E1/L1+A2*E2/L2 ; 

K12 = -A2*E2/L2 ; 

K13 = 0 ; 

K21 = K12 ; 

K22 = A2*E2/L2+A3*E3/L3 ; 

K23 = -A3 *E3/L3 ; 

K31 = K13 ; 

K32 = K23 ; 

K33 = A3*E3/L3 ; 

K = [ Kll K12 K13; K21 K22 K23; K31 K32 K33 ] 


%- Cálculo de la matriz 


P = [ 0 0 1000]' 



















12-29 Capítulo 12 Método de los elementos finitos 


U = inv(K)*P 


%- Definición de [M] 


Mil 

= (2*R1*A1*L1+2*R2*A2 

*L2) 

/ 

6 ; 

M12 

= (R2*A2*L2) 

/ 6; 




M13 

= 0 ; 





M21 

= M12; 





M2 2 

= (2*R2*A2*L2+2*R3*A3 

*L3) 

/ 

6 ; 

M2 3 

= R3*A3*L3; 





M31 

= M13; 





M32 

= M23; 





M33 

= 2*M23; 





M= 

[Mil M12 M13; 

M21 M22 

M23; 

M31 M32 

MI 

= inv (M) 





KM 

= MI *K 






%-Cálculo del vector eigen y del valor eigen 


[L, V] = eig (KM) 

>> Exl2_5 
K = 


680000000 

-360000000 

0 


-360000000 

680000000 

-320000000 


-320000000 

320000000 


0 

0 

1000 


1.0e-005 
0.3125 
0.5903 
0.9028 


5.3300 

0.5850 

0 

0.5850 

1.4300 

0.7800 

0 

0.7800 

1.5600 

0.2000 

-0.1125 

0.0562 

-0.1125 

1.0248 

-0.5124 

0.0562 

-0.5124 

0.8972 


1.0e+008* 

1.7647 

-4.4542 

2.2271 


-1.6647 

9.0133 

-6.5579 


0.5399 

-4.9191 

4.5108 


-0.1384 

0.7858 

-0.6028 


0.6016 
-0.1561 
-0.7834 


0.3946 

0.5929 

0.7020 


1.0e+009* 

1.3571 

0 

0 


0 

0.1494 

0 


0 

0 

0.0224 


>> 
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Ejemplo 12.6 


Programa para el análisis de valor eigen de una viga escalonada 

Desarrolle un programa MATLAB llamado Programl 7 .m para el análisis de valor eigen de una viga esca¬ 
lonada doblemente empotrada del tipo que se muestra en la figura 12 . 12 . 

Solución: Se desarrolla Programl 7 . m para que acepte los siguientes datos de entrada: 

xl(i) = longitud del elemento (escalón) i 
xi(i) = momento de inercia del elemento i 
a(i) = área de sección transversal del elemento i 

bj(i,j) = grados de libertad global correspondientes al grado _/-ésimo de libertad local del elemento i 
e = Módulo de Young 
rho = densidad de masa 

El programa proporciona las frecuencias naturales y modos de la viga como resultados de salida. 


Frecuencias naturales de la viga escalonada 
1.6008e+002 6.1746e+002 2.2520e+003 7.1266e+003 


Modos 

1 1.0333e-002 

2 -3.7660e-003 

3 1.6816e-004 

4 1.8324e-004 


1.8915e-004 
2.0297e-004 
-1.8168e-004 
6.0740e-005 


1.4163e-002 
4.7109e-003 
1.3570e-003 
3.7453e-004 


4.4518e-005 
2.5950e-004 
2.0758e-004 
1.6386e-004 


Wy W 3 W 5 W-, 



= 40" l 2 = 32" / 3 = 24" 


E = 30 X 10 6 lb/pulg, p = 0.283 lb/pulg 3 


x, X 


Figura 12.12 Viga escalonada. 


Resumen del capítulo 

El método de los elementos finitos es un procedimiento numérico muy común para determinar soluciones 
precisas de sistemas prácticos complejos. Hicimos una introducción al método tal como se aplica a problemas 
de vibración. Delineamos el método de derivar matrices de rigidez y masa de elementos estructurales simples 
como barras, varillas y vigas, la transformación de las matrices al sistema de coordenadas global, el ensamble 
de matrices de elementos, y la solución de ecuaciones de elemento finito. Presentamos la aplicación del méto¬ 
do con varios ejemplos estáticos y dinámicos (vibración). También se consideró la solución de elemento finito 
basada en problemas de vibración por medio de MATLAB. 

Ahora que ya terminó este capítulo, usted deberá ser capaz de responder las preguntas de repaso y resol¬ 
ver los problemas que se presentan a continuación. 
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Preguntas de repaso 

12.1 Proporcione respuestas breves a lo siguiente: 

1. ¿Cuál es la idea básica detrás del método de elemento finito? 

2. ¿Qué es la función de forma? 

3. ¿Cuál es el rol de la transformación de matrices en el método de elemento finito? 

4. ¿Cuál es la base para la derivación de matrices de transformación? 

5. ¿Cómo se incorporan las condiciones límite en las ecuaciones de elemento finito? 

6 . ¿Cómo se resuelve un problema de elemento finito simétrico en cuanto a geometría y carga mode¬ 
lando sólo la mitad del problema? 

7. ¿Por qué el método de elementos finitos presentado en este capítulo se llama método de despla¬ 
zamientos? 

8 . ¿Qué es una matriz de masa consistente? 

9. ¿Qué es una matriz de masa concentrada? 

10. ¿Cuál es la diferencia entre el método de elementos finitos y el método de Rayleigh-Ritz? 

11. ¿Cómo se convierte la carga distribuida en un vector de fuerzas equivalentes que actúan juntas en 
el método de elementos finitos? 

12.2 Indique si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o falso: 

1. Para un elemento de barra de longitud l con dos nodos, la función de forma correspondiente al 
nodo 2 está dada por x/l. 

2. Las matrices de rigidez de elementos siempre son singulares. 
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3. Las matrices de masa de elementos siempre son singulares. 

4. La matriz de rigidez del sistema siempre es singular a menos que se incorporen las condiciones 
límite. 

5. La matriz de masa del sistema siempre es singular a menos que se incorporen las condiciones 
límite. 

6 . Las matrices de masa concentrada siempre son diagonales. 

7. La transformación de coordenadas de matrices de elementos se requiere para todos los sistemas. 

8 . La matriz de rigidez de elementos en el sistema de coordenadas global [i], se puede expresar en 
función de la matriz local \k\ y la matriz de transformación de coordenadas [A] como[A] r [fc][A], 

9. La derivación de matrices de sistema implica el ensamble de matrices de elementos. 

10. Se tienen que imponer condiciones límite para evitar el movimiento de cuerpo rígido del sistema. 

12.3 Escriba en los siguientes espacios en blanco la palabra correcta: 

1. En el método de elementos finitos, el dominio de la solución es reemplazado por varios_. 

2. En el método de elementos finitos, se supone que los elementos están interconectados en ciertos 

puntos conocidos como_. 

3. En el método de elementos finitos, se supone una solución_dentro de cada elemento. 

4. El desplazamiento dentro de un elemento finito se expresa en función de funciones_. 

5. Para un elemento de viga delgada se consideran_grados de libertad en cada nodo. 

6 . Para un elemento de viga delgada, se supone que las funciones de forma son polinomios de 
_grado. 

7. En el método de desplazamientos, el_de los elementos se representa de forma directa. 

8 . Si el modelo de desplazamientos utilizado en la derivación de las matrices de rigidez de elementos 

también se utiliza para derivar matrices de masa de elementos, la matriz de masa resultante se 
llama matriz de masa_. 

9. Si la matriz de masa se deriva suponiendo masas puntuales en puntos de nodo, la matriz de masa 

resultante se llama matriz de masa_. 

10. Las matrices de masa concentrada no consideran el acoplamiento_entre los diversos 

grados de libertad de desplazamiento del elemento. 

11. Las diferentes orientaciones de elementos finitos requieren_de matrices de elementos. 

12.4 Seleccione la respuesta más apropiada de entre las opciones dadas. 

1. Para una barra de longitud / con dos nodos, la función de forma correspondiente al nodo 1 está 
dada por 



2. La forma más simple de la matriz de masa se conoce como 

a. matriz de masa concentrada 

b. matriz de masa consistente 

c. matriz de masa global 

3. El método de elementos finitos es 

a. un método analítico aproximado 

b. un método numérico 

c. un método analítico exacto 
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4. La matriz de rigidez de un elemento de barra está dada por 


a. EA 

1 

1 

b. ea 

1 

-1 

c. EA 

1 

0 ‘ 

l 

.1 

1 . 

l 

-1 

1 . 

l 

0 

1 . 


5. La matriz de masa consistente de un elemento de barra está dada por 


a .£±L 

'2 

f 

b. P AI 

2 

-1 

c. P Al 

1 

0 ' 

6 

.1 

2 . 

6 

.-1 

2 . 

6 

0 

1 . 


6 . El método de elementos finitos es semejante al 

a. método de Rayleigh 

b. método de Rayleigh-Ritz 

c. método de Lagrange 

7. La matriz de masa concentrada de un elemento de barra está dada por 


1 0' 
0 1. 

b. P AI 

'2 

1 

c. p^L 

1 

0 ' 

6 

.1 

2 . 

2 

0 

1 . 


8 . La matriz de masa de elementos en el sistema de coordenadas global [m\ se puede expresar en 
función de la matriz de masa de elementos en el sistema de coordenadas local [m] y la matriz de 
transformación de coordenadas [A] como 


a. [m] = [A] r [m] b. [m] = [m][ A] 


c. [*] = [Af[m][A] 


12.5 Correlacione los elementos en las dos columnas siguientes. Suponga una barra doblemente empotrada 
con un nodo a la mitad. 


ri , AE 

Matrices de elementos: |>'J = ~j~ 


1 -I 
-1 1 


pAI 


2 1 
1 2 


r i pAl 

> mi = ~y 


i o 
o i 


Barra de acero: E = 30 X 10 6 lb/pulg 2 , p = 0.0007298 lb/seg 2 /pulg 4 , L = 12 pulg 
Barra de aluminio: E = 10.3 X 10 6 lb/pulg 2 , p = 0.0002536 lb-seg 2 /pulg 4 , L— 12 pulg 


1. Frecuencia natural de una barra de acero dada por matrices de 
masa concentrada 

2. Frecuencia natural de una barra de aluminio dada por matrices 
de masa consistente 

3. Frecuencia natural de una barra de acero dada por matrices de 
masa consistente 

4. Frecuencia natural de una barra de aluminio dada por matrices 
de masa concentrada 


a. 58,528.5606 rad/seg 

b. 47,501.0898 rad/seg 

c. 58,177.2469 rad/seg 

d. 47,787.9336 rad/seg 


Problemas 


Sección 12.3 Matriz de masa, matriz de rigidez y vector de fuerza 

12.1 Derive la matriz de rigidez del elemento de barra ahusada (el cual se deforma en la dirección axial) que 
se muestra en la figura 12.13. El diámetro de la barra disminuye de D a d a lo largo de su longitud. 
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t 


D 


i 




Figura 12.13 


12.2 Derive la matriz de rigidez del elemento de barra sometido a vibración longitudinal cuya área de sección 
transversal varía como A(x) = A 0 e~( xlr >, donde A 0 es el área en la raíz (vea la figura 12.14). 



Figura 12.14 


12.3 La viga en voladizo ahusada que se muestra en la figura 12.15 se utiliza como una muelle para soportar 
una carga P. Derive la matriz de rigidez de la viga por medio de una idealización de un elemento. Su¬ 
ponga B = 25 cm, b = 10 cm, t = 2.5 cm, / = 2m,£ = 2.07 X 10 u N/m 2 y P = 1000 N. 


z 



Figura 12.15 


12.4 Derive las matrices de rigidez y masa del elemento de armazón plano (elemento de viga general) que se 
muestra en la figura 12.16 en el sistema de coordenadas XY global. 

12.5 En la figura 12.17 se muestra una muelle de hojas múltiples del tipo que se utiliza en automóviles. Se 
compone de cinco hojas, cada una de espesor t = 0.25 pulg. Considere sólo la mitad de la muelle para 
modelarla por medio de cinco elementos de viga de longitud igual y derive las matrices de rigidez y 
masa de cada uno de los cinco elementos de viga. El módulo de Young es 30 X 10 6 lb/pulg 2 y el peso 
específico es 0.283 lb/pulg 3 para el material. 
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O 


Figura 12.16 Elemento de una estructura 
X en el sistema global. 


P P 



Figura 12.17 Muelle 
de hojas múltiples. 


500 N 



Figura 12.18 


12.6 En la figura 12.18 se muestra una armadura plana de siete miembros (conjuntas de pasador). Cada uno 
de los siete miembros tiene un área de sección transversal de 4 cm 2 y un módulo de Young de 207 GPa. 

(a) Rotule el conjunto completo de grados de libertad de desplazamiento nodales locales y globales de 
la armadura. Suponga las coordenadas X y Y que se muestran en la figura 12.18 como coordenadas 
globales. 
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(b) Encuentre la matriz de transformación de coordenadas de cada miembro. 

(c) Encuentre las matrices de rigidez local y global de cada miembro. 

12.7 Encuentre las matrices de rigidez y masa de la viga soportada por resortes como se muestra en la figura 
12.19. Modele la viga mediante un elemento finito. Suponga que el material de la viga es acero con un 
módulo de Young de 207 GPa y densidad de peso de 7650 N/m 3 . Ignore los pesos de los resortes. 



m 

yy/// 


h 

■< -► 



b = 2 cm 

Sección transversal 
de la viga 


12.8 Un extremo (punto A) de la viga que se muestra en la figura 1 2.20 está fijo y el otro extremo (punto B) está 
conectado a un sistema de resorte-masa. Suponga que la sección transversal de la viga es circular con ra¬ 
dio de 2 cm y que su material es acero con módulo de Young de 207 GPa y densidad de peso de 7650 N/m 3 . 
Con dos elementos de longitud igual, derive la matriz de rigidez y masa de los dos elementos. 

Sección 12.4 Transformación de matrices y vectores de un elemento 

12.9 Determine la matriz de rigidez global de cada uno de los cuatro elementos de la armadura que se mues¬ 
tra en la figura 12.5 utilizando los siguientes datos: 

Coordenadas nodales: (Y h Y{) = (0, 0), (X 2 , Y 2 ) = (50, 100) pulg, (X 3 , Y 3 ) = (100, 0) pulg, 

(X 4 , Y 4 ) = (200, 150) pulg. 

Áreas de sección transversal: = A 2 = A 3 = A 4 = 2 pulg 2 . 

Módulo de Young de todos los miembros: 30 X 10 6 pulg 2 . 

12.10 Para la armadura plana de siete miembros considerada en el problema 12.6 (figura 12.18), determine la 
matriz de rigidez ensamblada del sistema antes de aplicar las condiciones límite. 


u 6 



= 1000 N/m 



Figura 12.20 
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Sección 12.5 Ecuaciones de movimiento del sistema completo de elementos finitos 

12.11 Con el resultado del problema 12.9, determine la matriz de masa ensamblada de la armadura y formule 
las ecuaciones de equilibrio si la carga vertical dirigida hacia abajo aplicada en el nodo 4 es de 100 Ib. 

12.12 Para la viga considerada en el problema 12.8 (figura 12.20), derive las matrices de masa y rigidez en¬ 
sambladas del sistema. 

Sección 12.6 incorporación de condiciones límite 

12.13 Para la viga ahusada considerada en el problema 12.3 (figura 12.15), halle el esfuerzo inducido en la 
viga mediante una idealización de un elemento. 

12.14 Para la muelle de hojas múltiples descrita en el problema 12.5 (figura 12.17), derive las matrices de 
masa y rigidez ensambladas. Considere sólo la mitad de la muelle para modelarla con cinco elementos 
de viga de longitud igual. 

12.15 Encuentre los desplazamientos nodales de la grúa que se muestra en la figura 12.21, cuando se aplica 
una carga de 1000 Ib verticalmente dirigida hacia abajo en el nodo 4. El módulo de Young es 30 X 10 6 
lb/pulg 2 y el área de sección transversal es de 2 pulg 2 para los elementos 1 y 2 y de 1 pulg 2 para los 
elementos 3 y 4. 



T 


100 " 


± 


Figura 12.21 


12.16 Encuentre la deflexión de la punta de la viga en voladizo que se muestra en la figura 12.22 cuando se 
aplica una carga vertical P = 500 N en el punto Q mediante (a) una aproximación de un elemento, y (b) 
una aproximación de dos elementos. Suponga l = 0.25 m, h = 25 mm, b = 50 mm, E = 2.07 X 10 11 
Pa y k = 10 5 N/m. 




Q 



Y/// ZZZ1 


h 


k 


Sección X~X 


V777} 


Figura 12.22 
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12.17 Halle los esfuerzos en la viga escalonada que se muestra en la figura 12.23 cuando se aplica un momen¬ 
to de 1000 N-m en el nodo 2 utilizando una idealización de dos elementos. La viga tiene una sección 
transversal cuadrada de 50 X 50 nim entre los nodos 1 y 2, y de 25 X 25 mm entre los nodos 2 y 3. 
Suponga el módulo de Young como 2.1 X 10 11 Pa. 


1000 N-m 



Figura 12.23 


12.18 Encuentre la deflexión transversal y pendiente del nodo 2 de la viga que se muestra en la figura 12.24 
utilizando una idealización de dos elementos. Compare la solución con la de la teoría de vigas simples. 



í 

p, A, I, E 
/ 


■ 1 

• 2 


3< 

( / 


31 



$ 


Figura 12.24 


12.19 Encuentre el desplazamiento del nodo 3 y los esfuerzos en los dos miembros de la armadura mostrada 
en la figura 12.25. Suponga que el módulo de Young y las áreas de sección transversal de los dos miem¬ 
bros son los mismos con E — 30 X 10 6 lb/pulg 2 y A = 1 pulg 2 . 



Figura 12.25 


12.20 En la figura 12.26 se muestra un modelo simplificado de una máquina perforadora radial. Si una fuerza 
vertical de 5 000 N a lo largo de la dirección z y un momento de flexión de 500 N-m en el plano xz se 
desarrollan en el punto A durante una operación de corte de metal, determine los esfuerzos desarrollados 
en la máquina. Use dos elementos de viga para la columna y un elemento de viga para el brazo. Suponga 
que el material de la máquina es acero. 
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z 




Sección transversal de la columna 


- 

í 

550 mm 
| 



350 mm 


Sección transversal del brazo 


Figura 12.26 Estructura de 
una máquina perforadora 
radial. 


12.21 La manivela de un mecanismo de corredera y manivela que se muestra en la figura 12.27 gira en el sentido 
de las manecillas del reloj a una velocidad angular constante de 1000 rpm. Encuentre los esfuerzos en la 
biela y manivela cuando la presión que actúa en el pistón es de 200 lb/pulg 2 y 9 = 30°. El diámetro del 
pistón es de 12 pulg y el material del mecanismo es acero. Modele la biela y la manivela mediante un 
elemento de viga cada uno. La longitud de la manivela y biela son de 12 pulg y 48 pulg, respectivamente. 



X 


-2 in.- 


0.5 pulg 

T 

3 pulg 

Xl 

T 

0.5 pulg 


Sección X~X 


Figura 12.27 Mecanismo de corre¬ 
dera y manivela. 


12.22 Un tanque de agua de peso VE está sostenido por una columna de acero circular hueca de diámetro intemo d, 
espesor t y altura I. Se puede suponer que la presión del viento que actúa en la columna varía linealmente 
de 0 a P máx como se muestra en la figura 12.28. Halle el esfuerzo de flexión inducido en la columna 
por las cargas utilizando una idealización de un elemento de viga. Datos: W = 10000 Ib, / = 40 pies, 
d = 2 pies, t — 1 pulg y P máx = 100 lb/pulg 2 . 

12.23 Para la armadura plana de siete miembros considerada en el problema 12.6 (figura 12.18), determine lo 
siguiente: 

(a) La matriz de rigidez del sistema después de aplicar las condiciones límite. 

(b) Los desplazamientos nodales de la armadura bajo las cargas indicadas en la figura 12.18. 
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Figura 12.28 


12.24 Utilizando un elemento de viga, encuentre las frecuencias naturales de la viga uniforme, que se muestra 
en la figura 12.29, con un extremo articulado y el otro libre. 


,— p, A, /, E 



Figura 12.29 


12.25 Utilizando un elemento de viga y un elemento de resorte, encuentre las frecuencias naturales de viga en 
voladizo que se muestra en la figura 12.22, soportada por un resorte. 

12.26 Utilizando un elemento de viga y un elemento de resorte, halle las frecuencias naturales del sistema que 
se muestra en la figura 12.30. 



Figura 12.30 


12.27 Utilizando dos elementos de viga, encuentre las frecuencias naturales y modos de la viga uniforme con 
ambos extremos empotrados que se muestra en la figura 12.31. 


- p, A, /, E 


1 


L 

2 




L 
2 ' 




Figura 12.31 
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12.28*Un motor eléctrico de masa m = 100 kg y velocidad de operación = 1800 rpm, está fijo a la mitad de 
una viga de acero con ambos extremos empotrados de sección transversal rectangular, como se muestra 
en la figura 12.32. Diseñe la viga de tal modo que la frecuencia natural del sistema exceda la velocidad 
de operación del motor. 



Figura 12.32 


12.29 Encuentre las frecuencias naturales de la viga que se muestra en la figura 12.33, utilizando tres elemen¬ 
tos finitos de longitud l cada uno. 


Si 


a 


-p,A, I, E 

Q 


Figura 12.33 


12.30 Encuentre las frecuencias naturales de la viga en voladizo que soporta una masa M que se muestra en la 
figura 12.34, utilizando una idealización de un elemento de viga. 



M = 10 pAl 


Figura 12.34 


12.31 Encuentre las frecuencias naturales de vibración de la viga que se muestra en la figura 12.35, utilizando 
dos elementos de viga. Halle también el vector de carga si se aplica al elemento 1 una carga p transversal 
uniformemente distribuida. 


y,y 

t 


i 




p, E, A 2 ,I 2 






Figura 12.35 


* Un asterisco indica un problema sin respuesta única. 


































Problemas 12-42 


12.32 Encuentre las frecuencias naturales de una viga de longitud /, cuyo extremo articulado está conectado 
en x = 0 y el otro extremo fijo en x = 1, utilizando un elemento de viga. 

12.33 Encuentre las frecuencias naturales de vibración torsional de la flecha escalonada que se muestra en la 
figura 12.36. Suponga que p¡ = p 2 = p, G x = G 2 — G, I pl = 2 I p2 = 2I p , = 2 J 2 = 2 J, y l x = l 2 = l. 



Pn Gi- IpyJ i 


P2> G 2 , I p2 , J 2 


T 


D 


Figura 12.36 


12.34 Encuentre la respuesta dinámica de la barra escalonada que se muestra en la figura 12.37(a) cuando el 
extremo libre se somete a la carga dada en la figura 12.37(b). 


Área = 4A 


Área = A 


(a) 


P(t) 

P 0 ~ 

P(f) 


O 


‘o 

(b) 


Figura 12.37 


12.35 Encuentre las frecuencias naturales de una viga en voladizo de longitud /, área de sección transversal A, 
momento de inercia I, módulo de Young E y densidad p, utilizando un elemento finito. 

12.36 Encuentre las frecuencias naturales de la máquina perforadora radial considerada en el problema 12.20 
(figura 12.26). 

12.37 Encuentre las frecuencias naturales del tanque de agua considerado en el problema 12.22 (figura 12.28) 
utilizando una idealización de un elemento de viga. 

12.38 Encuentre las frecuencias naturales de vibración de la viga considerada en el problema 12.7 utilizando 
un elemento finito (figura 12.19). 

Sección 12.7 Matrices de masa consistente y de masa concentrada 

12.39 Derive las matrices de masa consistente y de masa concentrada del elemento de barra ahusada (el cual 
se deforma en la dirección axial) que se muestra en la figura 12.13. El diámetro de la barra se reduce de 
D a d a lo largo de su longitud. 

12.40 Encuentre las frecuencias de la barra escalonada que se muestra en la figura 12.38 con los siguientes 
datos y matrices de masa consistente y concentrada: Aj = 2pulg 2 ,A 7 = 1 pulg 2 , E = 30 X 10 6 lb/pulg 2 , 
p w = 0.283 Ib/pulg 3 y Zj = Z 2 = 50 pulg. 
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k 


Figura 12.38 


12.41 Encuentre las frecuencias naturales no amortiguadas de vibración longitudinal de la barra escalonada 
que se muestra en la figura 12.39 con los siguientes datos y matrices de masa consistente y concentrada: 
h = h = h = 0.2 m,^ = 2 A 2 = 4 A 3 = 0.4 X 10 ~ 3 m 2 , E = 2.1 X 10 11 N/m 2 yp = 7.8 X 10 3 kg/m 3 . 


4 


-x,X 


Figura 12.39 


Sección 12.8 Ejemplos resueltos utilizando MATLAB 

12.42 Considere la barra escalonada que se muestra en la figura 12.11 con los siguientes datos: A¡ = 25 X 
ÍO- 4 m 2 , A 2 = 16 X IO - 4 m 2 , A, = 9 X l()-4 m 2 , E¡ = 2 X 10 11 Pa, i = 1, 2, 3, p¡ = 7.8 X 10 3 kg/m 3 , 
i = 1, 2, 3, k = 3 m, I 2 — 2 m, / 3 = 1 nr. Utilizando MATLAB, encuentre los desplazamientos axiales 
«[, u 2 y m 3 bajo la carga axial p 3 = 500 N. 

12.43 Utilizando MATLAB, determine las frecuencias naturales y modos de la barra escalonada descrita en el 
problema 12.42. 

12.44 Use Programl7.m para hallar las frecuencias naturales de una viga escalonada con ambos extremos 
empotrados, semejante a la que se muestra en la figura 12 . 12 , con los datos siguientes: 

Secciones transversales de los elementos: 1, 2, 3: 4" X 4", 3" X 3", 2" X 2" 

Longitudes de los elementos: 1, 2, 3: 30", 20", 10" 

Módulo de Young de todos los elementos: 10 7 lb/pulg 2 
Densidad de peso de todos los elementos: 0.1 lb/pulg 3 

12.45 Escriba un programa de computadora para encontrar la matriz de rigidez ensamblada de una armadura 
plana general. 


Proyectos de diseño 

12.46 Derive las matrices de rigidez y masa de un elemento de viga uniforme en vibración transversal que 
gira a una velocidad angular de Í 2 rad/seg con respecto a un eje vertical como se muestra en la figura 
12.40(a). Utilizando estas matrices, encuentre las frecuencias naturales de vibración transversal del 
aspa del rotor de un helicóptero (vea la figura 12.40(b)) que gira a una velocidad de 300 rpm. Suponga 
una sección rectangular uniforme de 1" X 12" y longitud de 48" para el aspa. El material del aspa es 
aluminio. 
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Elemento de viga p, A , I, E 


(a) 


x 



Figura 12.40 


12.47. Un motor eléctrico que pesa 1000 Ib opera en el primer piso de la estructura de un edificio que puede ser 
modelada por una trabe de acero soportada por dos columnas de concreto reforzado, como se muestra 
en la figura 12.41. Si la velocidad de operación del motor es de 1500 rpm, diseñe la viga y las columnas 
de modo que la frecuencia fundamental de vibración de la estructura del edificio sea mayor que la velo¬ 
cidad de operación del motor. Use dos elementos de viga y dos elementos de barra para la idealización. 
Suponga los datos siguientes: 

Trabe: E = 30 X 10 6 lb/pulg 2 p = 8.8 X 10- 3 lbm/pulg 3 h/b = 2 

Columnas: e = 4 X 10 6 lb/pulg 2 p = 2.7 X 10~ 3 lbm/pulg 3 


Motor 

l _ 

------------S 


9 pies 


-Trabe 


-Columnas- 



Sección transversal 
de la trabe 

0 u 

Sección transversal 
de las columnas 


9 pies 




18 pies 

—H 




Figura 12.41 


































APÉNDICE A 


Relaciones matemáticas 
y propiedades de materiales 



Jean Le Rond D’Alembert 

(1717-1783) 


Matemático y físico francés, recién nacido fue abandonado por su madre cerca de la 
iglesia de Saint Jean Le Rond en París, de ahí su nombre. En 1741 publicó su famosa 
obra Traite de Dynamique, la cual contiene el método que se ha llegado a conocer 
como principio de D’Alembert. Fue el primero en utilizar ecuaciones diferenciales par¬ 
ciales para la solución de problemas de cuerdas vibratorias. Por su temprana brillan¬ 
tez fue nombrado secretaire perpetúe! (secretario vitalicio) de la Academia Francesa, 
puesto que aseguró su lugar como el científico más influyente en Francia. (Ilustración 
de Dirk J. Struik, A Concise History of Mathematics, 2a. ed., Dover Publications, Nue¬ 
va York, 1948). _ 


A continuación se presentan algunas relaciones de trigonometría, álgebra y cálculo, cuyo uso es 
frecuente en el análisis de vibración. 


sen(a ± ¡3) = sen a eos ¡3 ± eos a sen ¡3 
cos(a ± ¡3) = eos a eos (3 + sen asen /3 
sen(a + [3 ) sen(a — (3) = sen 2 a — sen 2 /3 = cos 2 f3 — cos 2 a 
cos(a + (3) cos(a — ¡3) = cos 2 a — sen 2 /3 = eos 2 ¡3 — sen 2 a 


sena sen ¡3 = — [cos(a — ( 3 ) — cos(a + /3)] 
eos a eos [3 = — [cos(a — ¡ 3 ) + cos(a + /3)] 
sena eos f3 = — [sen(a + ¡ 3 ) + sen(a — ¡3 )] 


sena 


(a + ¡3\ /a - ¡3\ 
+ sen/3 = 2 senl ———1 cosí ———1 
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donde 


n „ i a + P\ ( a ~ P 

sena — sen/3 = 2 cos[ — -— j senl —-— 

a + p\ ía - (5 
eos a + eos /3 = 2 cos( —- — ) eos 


„ „ + P\ f a - P 

eos a — eos p = —2 sen| —--| sen 


A sen a + B eos a = \/ A 2 + B 2 cos(a — fa) 

= \/a 2 + B 2 sen(a + fa) 

. _! A , B 

<t>i = tan —, fa = tan — 

sen 2 a + cos 2 a = 1 

eos 2a = 1 — 2 sen 2 a = 2 eos 2 a — 1 = eos 2 a — sen 2 a 
Ley de los cosenos para triángulos: c 2 = a 2 + b 2 — 2ab eos C 
t t = 3.14159265 rad, 1 rad = 57.29577951°, 1° = 0.017453292 rad 

e = 2.71828183 

log a b = b log a, logio x = 0.4343 log,, x, \og e x = 2.3026 logio x 


e lx = eos x + i senx 


IX —ix 


e + e 


senx = 


2 i 


eos x = 


senhx = — (e x — e x ), cosh x = —(e x + e x ) 
2 2 

cosh 2 x — senh 2 x = 1 

d dv du 

— luv) = u -1- v — 

dx dx dx 


du dv 

V- U - 

u \ 1 du u dv dx dx 


dx\vj v dx v 2 dx 


e ax dx = ' e ax 
a 


uv dx = u I v dx — I ( -j- í v dx ) dx 
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Álgebra compleja: 


z = x + iy = Ae lS con 


A = 


x 2 + y 2 



Si zi = xi + iyi y z 2 = *2 + m, 
z\± z 2 = (*1 ± x 2 ) + i{y 1 ± y 2 ) 
ziz 2 = (*i* 2 ~ yiy 2 ) + ¡(xm + x 2 y 2 ) 


Z 1 _ 

(x x x 2 + y\y 2 ) 

+ 

i{x 2 y 1 

~ xiy 2 ) 

Z 2 

\ÍÁ 

+ y\ 


Si z\ 

II 

y 


z 2 = A 2 e l ° 2 , 


Zi + z 2 : 


Ae w 


con A : 

= [Aj + A¡ - 

2A]A 2 eos {0i - 0 2 )f 


Ai sen 0¡ + A 2 sen 0 2 

tan - 

Ai eos 0i + A 2 eos 0 2 

zi z 2 = A 1 A 2 e i ( e > + ^) 


íl = á± e i(ei-e 2 ) 

z 2 A 2 


Propiedades de materiales 


Material 

Módulo de 

Young ( E ) 

Módulo de 
rigidez (G) 

Relación 
de Poisson 

(0 

Peso específico 

(Pj 

Acero (acero 
al carbón) 

30 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
207 GPa 

11.5 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
79.3 GPa 

0.292 

0.282 lb f /pulg?; 76.5 kN/m 3 

Aluminio 
(aleaciones 
de aluminio) 

10.3 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
71 GPa 

3.8 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
26.2 GPa 

0.334 

0.098 lb f /pulg?; 26.6 kN/m 3 

Latón 

15.4 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
106 GPa 

5.8 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
40 GPa 

0.324 

0.309 lb f /pulg?; 83.8 kN/m 3 

Cobre 

17.2 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
119 GPa 

6.5 X 10 6 lb/pulg 2 ; 
44.7 GPa 

0.326 

0.322 lbf/pulg 3 ; 87.3 kN/m 3 











APÉNDICE B 

Deflexión de vigas y placas 



Cari Gustav Jacob Jacobi 

(1804-1851) 


Matemático alemán, se educó en la Universidad de Berlín y fue profesor de tiempo 
completo en la Universidad de Konigsberg en 1832. El método que desarrolló para 
determinar la solución eigen de matrices simétricas reales se conoce como método de 
Jacobi. Hizo contribuciones significativas a los campos de funciones elípticas, teoría 
de los números, ecuaciones diferenciales y mecánicas e introdujo la definición de ja- 
cobiano en la teoría de determinantes. (Cortesía de Dirk. J. Struik, A Concise History 
of Mathematics , 2a. ed., Dover Publications, Nueva York, 1948). 


Viga en voladizo 

P 



Y 


Viga simplemente apoyada 
P 


a y 

- b - 

—H 

1 — 

- 1 - 

1 


y 


Vigas con ambos extremos 
empotrados 
P 



Y 

y 


y(x) = < 


Px ¿ 

6EI 
Pa 2 


(3 a — x); 0 < x < a 


-(3x — a); a < x < / 

6EI h 


y( x ) = < 


PbX / J~) o q. 

-(Z 2 — x 2 — Zr); 0 < x s a 

6 Eir ’ 

Pa(l — x) 


6EII 


-(2 Ix — x 2 — a 2 ); a < x < / 


y(x) = 


' Pb 2 x 2 

- t\3ciI — x(3 a + b) 1; 0 s x s a 

6 £// 3 

Pa 2 (l - x) 2 

-^- [3bl — (l — x)(3 b + a)l; a < x s / 

6 Eli 3 L V J 
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Viga simplemente apoyada con un extremo 
en voladizo p 



r— 

y 


Viga simplemente apoyada con carga en el 
extremo en voladizo p 



y 


Viga doblemente empotrada con desplazamiento 
de un extremo 


t 


í 

1 

1 EI-* 

/ 

/ 

/ 

I 

/ 

1 

3 


Placa circular simplemente apoyada 
P 



Placa circular fija 
P 



Igual que en el caso de una viga simplemente apoyada 
y(x) = I paraO < x s a y a < x < Z 
Pa 


6EII 


(Z“ — nr)(x — Z); Z < x < l + 


y{x) = 


Pax 

6EII 


(x 2 — l ¿ ); 0 < x s Z 


P(x ~ 1) 
6 Eli 


[a(3x — Z) — (x — Z) 2 ]; Z s x s Z + 


y(x) = -(3Zx 2 — 2x 3 ) 

t nEI \ ) 


^central' 


Pr 2 (3 + v) 
1Ó77 D (1 + v) 


donde D = 


EP 


12(1 -v 2 )’ 
y v = Relación de Poisson 


t = espesor de la placa 


^central " 


Pr ¿ 

I 6nD 


Placa cuadrada con todos sus lados 
simplemente apoyados 
P 



aPa 2 

3'central — 3 ^ ( )11 OL 

eP 


0.1267 para v 


0.3 


Placa cuadrada con todos sus lados fijos 
P 


































APENDICE C 

Matrices 



Arthur Cayley 

(1821-1895) 


Matemático británico y profesor de matemáticas en la Universidad de Cambridge. Su 
obra más importante, producida junto con James Joseph Sylvester fue el desarrollo 
de la teoría de los invariantes, la cual tuvo un rol crucial en la teoría de la relatividad. 
Realizó importantes contribuciones a la geometría de n dimensiones e inventó y desa¬ 
rrolló la teoría de matrices. (Fotografía cortesía de Dirk J. Struik, A Concise History of 
Mcithematics, 2a. ed., Dover Publications, Nueva York, 1948). 


C.i Definiciones 


Matriz. Conjunto rectangular de números. Un conjunto de m filas y n columnas encerrado entre 
paréntesis rectangulares se conoce como matriz de m por n. Si [A] es una matriz de m X n, se 
indica como 


«11 

«12 

^\n 

«21 

«22 

^2 n 


[A] = [a y ] = 


(C.l) 


_«ml «/n2 ' ' ' «mn_ 


donde los números a¡j se denominan elementos de la matriz. El primer subíndice i indica la fila y el 
segundo subíndice j especifica la columna en las cuales aparece el elemento a¡j. 

Matriz cuadrada. Cuando la cantidad de filas (m) es igual a la de columnas (n), la matriz se llama 
matriz cuadrada de orden n. 
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Matriz columna. Matriz constituida por una sola columna, es decir, una matriz m X 1, se llama 
matriz columna o más comúnmente vector columna. Por lo tanto, si a es un vector columna de m 
elementos, se puede representar como 


a\ 

a 2 


(C.2) 


Matriz fila. Matriz compuesta de sólo una fila, es decir, una matriz de 1 X n, se llama matriz fila 
o vector fila. Si [ b] es un vector fila, se puede indicar como 

[b\ = [b x b 2 ■ ■ • b n ] (C.3) 

Matriz diagonal. Una matriz cuadrada en la cual todos los elementos son cero excepto los que 
están situados en la diagonal principal se llama matriz diagonal. Por ejemplo, si [A] es una matriz 
diagonal de orden n, se representa como 


[A] 


a n 0 0 

0 a 22 0 

0 0 ¿Z33 


o 

o 

o 


(C.4) 


0 0 o • • • a nn 


Matriz identidad. Si todos los elementos de una matriz diagonal tienen un valor de 1, entonces la 
matriz se llama matriz identidad y por lo común se indica como [/]. 


Matriz cero. Si todos los elementos de una matriz son cero, se llama matriz cero o nula y se indica 
como [0]. Si [0] es de orden 2 X 4, se expresa como 


[ 0 ] 


0 0 0 0 
0 0 0 0 


(C.5) 


Matriz simétrica. Si el elemento en la fila /-ésima y la columna /-ésima es el mismo que en la fila 
/-ésima y la columna /-ésima en una matriz cuadrada, se llama matriz simétrica. Esto significa que 
si [A] es una matriz simétrica tenemos que aj¡ = a¡j. Por ejemplo, 


[A] = 


4 

-1 

-3 


-1 -3 

0 7 

7 5 


(C.6) 


es una matriz simétrica de orden 3. 
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Transpuesta de una matriz. La transpuesta de una matriz m X n [A] es la matriz n X m que se 
obtuvo al intercambiar las filas y columnas de [A] y se indica como [A] r . Por lo tanto si 


[A] 


2 4 5 

3 1 8 


(C.7) 


entonces [. A] T está dada por 



3 

1 

8 


(C.8) 


Observe que la transpuesta de la matriz columna (vector) es una matriz fila (vector), y viceversa. 

Traza. La suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada [A] = [a-] se 
llama la traza de [A] y resulta de 

Traza[A] = a\\ + «22 + ••• + a nn (C.9) 

Determinante. Si [A] indica una matriz cuadrada de orden n, entonces el determinante de [A] se 
indica como I [ A] |. Por lo tanto 


\[A]\ 


a\\ a 12 
a 2l a 22 


^1 n 
&2n 


(C.10) 


a nl a n2 


a 


nn 


El valor de un determinante se puede hallar al obtener los menores y cofactores del determinante. 

El menor del elemento a- del determinante | [A] | de orden n es un determinante de orden (n — 1) 
obtenido eliminando la fila i y la columna j del determinante original. El menor de a- se indica 
como M¡j. 

El cofactor del elemento a- del determinante | [ A] | de orden n es el menor del elemento a¡j con 
un signo más o un signo menos adjunto; se define como 


cofactor de a¡j = f3¡¡ = ( —1 ) Í+7 M ¡; - (C.ll) 

donde M¡- es el menor de « (/ . Por ejemplo, el cofactor del elemento a 39 de 


está dado por 



«n 

«12 

«13 

det[A] = 

«21 

«22 

«23 


«31 

«32 

«33 


0 32 


( 1 )^Af 3 2 - 


«11 

a 21 


«13 

«23 


(C.12) 


(C.13) 
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El valor de un determinante | [ A] | de segundo orden se define como 


det[ A] 


«11 

«12 

«21 

«22 


a U a 22 a \2 a 2\ 


(C.14) 


El valor de un determinante | [A] | de orden enésimo se define como 


n 

det[A] = ^ a íjPij P a '' a cualquier fila específica i 

7=1 


o 


n 

det[A] = ^ a ijPij para cualquier columna específica j 

i = 1 


Por ejemplo, si 


det[A] = | [A] | 


2 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


(C.15) 


(C.16) 


entonces, al seleccionar la primera columna para expansión, obtenemos 


5 6 
8 9 


2 3 
8 9 


+ 7 


det[A] = 2 I 1-4 

= 2(45 - 48) - 4(18 - 24) + 


3 

6 

7(12 - 15) = -3 


(C.17) 


Propiedades de los determinantes 

1. El valor de un determinante no se ve afectado si las filas (o columnas) se escriben como colum¬ 
nas (o filas) en el mismo orden. 

2. Si todos los elementos de una fila (o una columna) son cero, el valor del determinante es cero. 

3. Si dos filas (o dos columnas) se intercambian, el valor del determinante se multiplica por — 1. 

4. Si todos los elementos de una fila (o una columna) se multiplican por la misma constante a, el 
valor del nuevo determinante es a veces el valor del determinante original. 

5. Si los elementos correspondientes de dos filas (o dos columnas) de un determinante son propor¬ 
cionales, el valor del determinante es cero. Por ejemplo, 


= 0 


det[A] 


4 

2 

-1 


7 

5 

3 


-8 

-4 

2 


(C.18) 














C.2 Operaciones básicas con matrices A-10 


Matriz adjunta. La matriz adjunta de una matriz cuadrada [A] = [a¡j] se define como la matriz 
obtenida al reemplazar cada elemento a¡j por su cofactor ¡3¡j y luego transponerla. Por lo tanto 


adjunta de [A] 


~Pn 

Pu 

Pin 

T 

~Pu 

P21 

Pul 

p2l 

P22 

' P2n 

_ 

P 12 

P22 

Pn2 

_Pn\ 

Pn2 

Pnn_ 


_Pln 

P2n 

Pnn_ 


(C.19) 


Matriz inversa. La inversa de una matriz cuadrada [A] se escribe como [A] 1 y se define por la 
siguiente relación: 

[A]- ! [A] = [A] [A] -1 = [/] (C.20) 


donde [A] 1 [A], por ejemplo, indica el producto de la matriz [A] 1 y [A]. La matriz inversa de [A] 
se determina como sigue (vea la referencia [A. 1 ]): 


[A]" 1 


adjunta de [A] 
det[A] 


cuando det[A] no es igual a cero. Por ejemplo, si 


[A] 


2 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


(C.21) 


(C.22) 


su determinante tiene un valor det[A] = —3. El cofactor de a u es 


Pn 



6 

9 


-3 


(C.23) 


De una manera semejante, podemos hallar los otros cofactores y determinar 


[A]" 1 


adjunta de [A] 
det[A] 


'-3 

6 

-3" 


1 

-2 

r 

6 

-3 

0 

= 

-2 

1 

0 

—3 

-2 

2 _ 


1 

2/3 

—2/3_ 


(C .24) 


Matriz singular. Se dice que una matriz cuadrada es singular si su determinante es cero. 


C.2 Operaciones básicas con matrices 


Igualdad de matrices. Dos matrices [A] y [ B ] del mismo orden, son iguales si y sólo si ciy = Za¬ 
para todas las i y j. 

Suma y resta de matrices. La suma de dos matrices [A] y [5] del mismo orden se obtiene sumando 
los elementos correspondientes. Por lo tanto si [C] = [A] + [B] = [5] + [A], tenemos Cy = a y + by 
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para todas las i y j. Asimismo, la diferencia entre dos matrices [A] y [B ] del mismo orden, [D], se 
expresa como [/.)] = [A] — [/i] con d v¡ = a IJ — by para todas las i y j. 

Multiplicación de matrices. El producto de dos matrices [A] y [ B] se define sólo si son confor- 
mables, es decir, si la cantidad de columnas de [A] es igual al número de filas de [B], Si [A] es de 
orden m X n y [5] es de orden n X p, entonces el producto [C] = [A] [B] es de orden m X p y está 
definido por [C] = [Cy], con 


t-bk^kj 


k = 1 


(C.25) 


Esto significa que Cy es la cantidad que se obtiene al multiplicar la fila í-ésima de [A] por la columna 
y-ésima de [5] y sumando estos productos. Por ejemplo, si 


[A] = 





8 

o” 

'2 3 4' 

.1 -5 6. 

y 

[B] = 

2 

7 




-1 

4 _ 


(C.26) 


entonces 


[C] = [A][B] = 





8 

0~ 

'2 3 

4 


2 

7 

.1 -5 

6 






-1 

4 _ 


2X8 + 3X2 + 4X (-1) 2X0 + 3X7 + 4X4 

.1 X 8 + (-5) X 2 + 6 X (-1) 1X0 + (-5) X 7 + 6 X 4. 


18 37 

-8 -11 


(C.27) 


Si las matrices son conformables, el proceso de multiplicación es asociativo 


([A][B])[C] = [A]([B][C]) 


(C.28) 


y es distributivo 


([A] + [B])[C] = [A][C] + [B][C] (C.29) 

El producto [A][B] indica la premultiplicación de [£] por [A] o la premultiplicación de[A] por [fí]. 
Es de notar que el producto [A][B] no es necesariamente igual a [B][A], 

La transpuesta de un producto de matrices es el producto de la transpuesta de las matrices en 
orden inverso. Por lo tanto, si [C] = [A] [/í ]. 


[Cf = ([A][B]) r = [Bf [Af 


(CAO) 














Referencias A-12 


El inverso del producto de matrices se determina a partir del producto de la inversa de las ma¬ 
trices en orden inverso. Por lo tanto, si [C] = [,4 ][/!], 

[C]- 1 = ([A][B})-' = [B]- 1 [A]- 1 (C.31) 


Referencia _ 

C.l Barnett, Matrix Methods for Engineers and Scientists , McGraw-Hill, Nueva York, 1982 



APÉNDICE D 

Transformada de Laplace 



Pierre Simón Laplace 

(1749-1827) 


Matemático francés recordado por sus contribuciones fundamentales a la teoría de 
probabilidad, física matemática y mecánica celeste. El nombre Laplace aparece tanto 
en ingeniería mecánica como en ingeniería eléctrica. Las transformadas de Laplace se 
utilizan mucho en vibraciones y en la mecánica aplicada, y la ecuación de Laplace 
se aplica extensamente en el estudio de campos eléctricos y magnéticos. (Cortesía de 
Dirk J. Struik, A Concise History of Mathematics, 2a. ed., Dover Publications, Nueva 
York, 1948). 


El método de la transformada de Laplace es un método poderoso para resolver ecuaciones dife¬ 
renciales lineales ordinarias con coeficientes constantes, en particular cuando la función forzada 
aparece en la forma de funciones discontinuas (las cuales no son fáciles de resolver mediante otros 
métodos). Este apéndice presenta una breve descripción del método de la transformada de Laplace. 
La idea básica es transformar una ecuación diferencial en una ecuación de tipo polinomial y luego 
utilizar la transformada de Laplace para obtener la solución del problema original. 


D.l Definición 


Si una función/(í) está definida para todos los valores de tiempo positivos, t > 0, la transformada 
de Laplace/(í) indicada, , se define como 


2[/ÍO] = F(s) 


J e~ est m dt 


o 


(D.l) 
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donde e est se conoce como núcleo de la transformada y s es una variable subsidiaria, llamada va¬ 
riable de Laplace, que en general es una cantidad compleja. 

Notación: Las funciones originales dependen de t y sus transformadas de Laplace dependen de s. 
Las funciones originales se indican por medio de letras minúsculas en tanto que sus transformadas 
de Laplace se indican por medio de las mismas letras mayúsculas. Por ejemplo, las transformadas de 
Laplace de/(/j y y(t) se indican como F(s) y Y(s), respectivamente. La transformada de Laplace 
de af(t) donde a es una constante está dada por a F(s). Asimismo, la transformada de Laplace de 
una suma lineal de dos funciones/[(f) y f 2 (t), «i/ifO + “ 2 / 2 ( 0 , está dada por 

■£[“i/i(0 + «2/2(0] = «iO(0 + ot 2 F 2 {s) (D.2) 

Transformada inversa de Laplace: 

Para encontrar la función original/(O de la función transformada F(s), tenemos que utilizar la trans¬ 
formada inversa de Laplace que se define como 


tx +¡'00 

£“ 1[ nO ] = ¿7 J F{s)e est ds = f(t)u(t) 

S=(T—ÍO O 


donde u{t) es la función escalonada unitaria definida como 


u(t) 


1 para t > O 
O para t < O 


(D.3) 


(D.4) 


y cr es un valor seleccionado a la derecha de todas las singularidades de F(s) en el plano s. En la 
práctica, rara vez se utiliza la ecuación (D.3). En cambio, las transformadas de Laplace de expre¬ 
siones complejas se descomponen en expresiones más simples, para las cuales las transformadas 
inversas de Laplace se encuentran en tablas de transformadas de Laplace. 


D.2 Transformada de derivadas 


Mientras se aplican las transformadas de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales, tenemos 
que utilizar las transformadas de Laplace de derivadas de varios órdenes de una función. La trans¬ 
formada de Laplace de la primera derivada de/(f) se define como 


00 



o 

Si utilizamos integración por partes, la ecuación (D.5) se expresa como 


(D.5) 



e~ es, f(t)\o ~ J(-se-^)f(t) dt = -/(O) + sF{s) 
o 


(D.6) 
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donde/(O) es el valor inicial de/(f), es decir, el valor de/(í = 0). Utilizando un método parecido, 
la transformada de Laplace de la segunda derivada de/(f) se define como 


2 


d 2 f(t) 
dt 2 


OO 

-/* 

o 


-J-/M 

di 2 


dt 


(D.7) 


La ecuación (D.7) se puede simplificar para obtener 

'd 2 m 


% 


dt ¿ 


= "/(O) - sf{ 0) + s z F(s) 


(D.8) 


donde /(O) es el valor de — en el instante t = 0. Utilizando un método semejante, la transforma- 

dt 

da de Laplace de la derivada enésima de/(f) se puede hallar como 




d n f(t) 
dt” 


= £[/(")] = s n F{s ) - s" _1 /(0) - s" _2 / (1) (0) - ... - í/ (n_1) (0) (D.9) 


, d n f 

donde/(”> se utiliza para denotar la derivada enésima de /, ^ n . 


D.3 Teoremas de desplazamiento o traslación 


En algunas aplicaciones, la función/(í) aparece junto con el término e a1 como f(t)e at , donde a es un 
número real o complejo. La transformada de Laplace de este producto, F¡(s), está dada por 


Ti (í) = íe[f(t)e at ] = f {f(t)e at }e~ est dt = J f(t)e~^ dt - F(s - a) (D.10) 


Por lo tanto, tenemos 


%[f{t)e at ] = F{s - a) (D.l 1) 

Esto muestra que el efecto de multiplicar la función/(f) por e at es desplazar la transformada de 
Laplace de/(í) por la cantidad a en el dominio s. El resultado indicado por la ecuación (D.l 1) se 
conoce como teorema de desplazamiento. 


D.4 Método de fracciones parciales 


En algunos problemas, la función F(s) es de la forma 


F(s) 


B(s) 

A(s) 


(D.12) 
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donde B(s) y Ais) son polinomios en 5 y el grado de Ais) suele ser mayor que el de B(s). La trans¬ 
formada inversa de F(s ) se puede simplificar si el lado derecho de la ecuación (D.12) se expande en 
fracciones parciales. Para aplicar la técnica de expansión en fracciones parciales, primero tenemos 
que conocer las raíces del denominador, A(s). 


Cuando todas las raíces de A(s) son distintas: Sean —p j, -p 2 , ..., ~p n las raíces, también llamadas 
polos, de A(s). En ese caso la ecuación (D.12) se puede expresar como 


F(s) = 


a i 


+ 


«2 


B(s) 

A(í) s + P\ s + P2 


+ 


+ 


í + p„ 


(D.13) 


donde a k es una constante desconocida, llamada residuo , en el polo s = —p k , k = 1,2, ..., n. El 
valor de a k se determina multiplicando ambos lados de la ecuación (D.13) por (s + p k ) y si hacemos 
s = —p k de modo que 


a k = 



(D.14) 


Observe que/(f) es una función de tiempo í; si las raíces p { y p 2 de A(s) son conjugados comple¬ 
jos, entonces los residuos o constantes correspondientes a t y a 2 también serán conjugados complejos. 
Una vez que la expansión en fracciones parciales de Fis), ecuación (D.13), se conoce, se puede 
determinar la transformada de Laplace de F(s) por medio de relaciones del tipo 


ÍT 1 


<*k 

s + p k 


= a k e Pk< 


(D.15) 


Por lo tanto, f(t) se puede hallar como 

f(t) = £S _1 [F(í)] = a x e~ Pit + a 2 e~ Pl1 + • • • + a n e~ p,,t (D.16) 

Cuando A(s) implica múltiples raíces: Si el polinomio A (s) tiene múltiples raíces de orden k en 
s = ~P\, lo que implica que F(s) tiene un polo de orden k en —p 1 además de las raíces simples en 
— p 2 , —pi ,,..., ~p n antes consideradas. Por lo tanto, Ais) se puede expresar como 

A(s) = {s + pi) k (s + p 2 )(s + p 3 )...(s + p n ) (D.17) 


La expansión en fracciones parciales de F(s) se escribe en la forma 


r „ x a u , «12 

F{s) = . , , = --tt + -- s—r + 


k -1 


A(í) ( s + Pl ) k (s + p 1 ) 

a \k a 2 «3 a » 


(í + P\) S + P2 S + P3 s + Pn 

Se puede comprobar que las constantes < 2 n , a l2 , ..., a lk se pueden determinar como 


(D.18) 


ir -1 


a \r 


^ \ ^ + P\) kF ( s )]s=~P¿ r = 1,2, ...,k 


(D.19) 
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Observando que 


X[t r ~ l ) 


(r- 1)! 


(D.20) 


la transformada inversa de Laplace de los términos debido al polo de mayor orden se puede obtener, 
utilizando el teorema de desplazamiento, como 



I 

0 + piY 


t r~ 1 


(r ~ 1 )! 


~p ¡< 


(D.21) 


Por lo tanto, la transformada inversa de Laplace de F(s ) dada por la ecuación (D.18) se escribe como 


m = %- l [F(s)] 


t k ~ 1 , t k ~ 2 

ün {k - 1)! ' 012 (k - 2)1 + 

' + a \k 

e- pít 


+ ci 2 e P 2 * -{- • • ■ + a n e P' lt 



(D.22) 


D.5 integral de convolución 


Si dos funciones/¡(í) y/ 2 (f), definidas para t > 0, poseen las transformadas de Laplace //(.y) y //(.y), 
respectivamente. Entonces consideremos la función/(f) definida de varias maneras como 


t oo 

f(t) = fi{t)*f 2 (t) = j /i(t)/ 2 (í - t) í/t = J /i(t)/ 2 (í - t) dr (D.23) 
o o 

Esta función/(í) se llama convolución de las funciones/¡(í) y/ 2 (f) durante el intervalo 0 < t < 
Observe que los límites superiores de las integrales en la ecuación (D.23) son intercambiables por¬ 
que f 2 (t — t) = 0 para t > f, lo que es lo mismo que / — t < 0. La transformada de Laplace de la 
ecuación (D.23) se puede expresar como 


F(s) = <£[Mt)*f 2 (t )] = íí(í)F 2 (j) 


(D.24) 


donde 


Fi(s) = 


e ST fi (t) dr. 


F 2 (s) = 


o 


o 


e s<T Mcr) da 


(D .25) 
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Ejemplo D.l 


La transformada inversa de Laplace de la ecuación (D.24) está dada por 

rn = arVW] = 

t t 

= J ñ (t)/ 2 (í - t) dr = J /i(í - t)/ 2 (t) dT 

o o 


(D.26) 


Expanda la función F(s) = 


4 i + 7 


mediante fracciones parciales. 


(i + 3)(í + 4) 2 

Solución: La expansión en fracciones parciales de la función F(s) se puede expresar como 


F(s) = 4jV + 7 = C i + C 2 + C 3 

S (s + 3)(j + 4) 2 (•« + 3) (i + 4) ( 5 + 4)2 


(E.l) 


donde las constantes C¡, i = 1, 2, 3, se evalúan como 


Cj = (.v + 3)F(s) 


4 s + 7 


s =— 3 (i + 4) 2 


= -5 


(E.2) 


C 2 = Tx [{s + 4) 2 F(í)] 


d 

4.s + 7' 

(j + 3)4 - (4.v + 7)1 

v= _4 dx 

s + 3 

j=-4 (■« + 3) 


= 5 (E.3) 


=—4 


C 3 = [(í + 4) 2 F(,)] 



4s + 71 

s=— 4 

s + 3 


= 9 


(E.4) 


Por lo tanto, la expansión en fracciones parciales de F(s) es 


F{s) 


4s + 7 

(s + 3 ){s + 4) 4 


5 5 _9_ 

(i + 3) + (i + 4) + 4)2 


(E.5) 


La expansión en fracciones parciales también se puede realizar con la función “residue” (residuo) de 
MATLAB como sigue 

num =[4 7]; % coeficientes del polinomio en el numerador 

den = convfl 3],[1 8 8]; % coeficientes de los dos polinomios en el denominador 

[r, p, k] = residuefnum, den) % calcular residuo e imprimir el resultado 

R = [-5 5 9 ]’,p = [-3 -4 -4]yk = []. 

Se ve que este resultado es igual al calculado antes. 

A continuación se da una pequeña tabla de pares de transformada de Laplace. 
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Pares de transformada de Laplace 

Dominio de Laplace 

Dominio del tiempo 

Os 

II 

©«_ 

1 

£ 

At) 


1. c¡F(s ) + c 2 G{s) 

cj(t) + c 2 g(t) 

2 - f (í) 

f{a • t)a 

3. F(s)G(s) 

íf(t ~ T)g(r) dr = 

70 

4. s n F(s) 2 *"~ J J (0) 

/= 1 dt J 1 

d n f 


Í ■■■ [f(T)dT-t 

Jo Jo 

6. F(s + a) 

n 

e~ a 'f(t) 

7 ' 

t n ;n = 1,2, ...,t 

' i" +1 


1 

8. - 

s + a 

e~ at 

1 

te~ at 

(i + a) 2 


a 

10.- —- 

s{s + a) 

1 - e~ at 

s + a 

11- , 

1 ~\~ at 

í 2 


a 2 

12. 1- 

í 2 (í + a) 

at - (1 - e~ at ) 

s + b 

13. -7 -V 

+ a) 

¡{-(‘-íH 

a 

14 ' 2 + 2 
s + a 

sen at 

s 

15. ^—0 

s~ + a 2 

eos at 

16. f _ 

í(í" + a 2 ) 

1 — eos at 

s 

17 . -2,-^ 

cosh at 

i 2 — a 2 


a 

18. , 

senh at 

s 2 — a 2 



19. 


a(s 2 — a 2 ) 
(s 2 + a 2 ) 2 


at eos at 
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Pares de transformada de Laplace 


Dominio de Laplace 

OC 

F(s) = jf(t)e ~ es, dt 
0 


Dominio del tiempo 

m 


20 . 

21 . 


2 ser 


(s 2 + a 2 ) 2 
s + a 

(i + a) 2 + b 2 


22 ' {s + a) 2 + b 2 

1 

(i + a)(s + b) 


24. 


s + w 

(i + a)(s + b ) 


1 

25. - 

(s + a)(s + b)(s + c ) 

26. - Í + W - 

(i + a)(s + b)(s + c) 


27. * 

28. - 
s 

29* 

30* 

31* 


1 

5 2 + 2 £(O n S + (O 2 
s 

+ 2£(o n s + w ‘ 
í + 2£to n s 
i 2 + 2 £(ú„S + (O 2 


í(í 2 + 2£(o n s + w 2 ) 

s + 

s(s 2 + 2 £(o n s + cú 2 ) 


32. 1 


33. 


s 


at sen at 

e~ at eos bt 
e~ at sen bt 


{b - a) 

{(w - á)e~ at - (w - b)e~ ht 

( b ~ a) 

e -at e -bt -ct 

(b — a)(c — a) (a — b)(c — b) (a — c)(b — c) 

(w - á)é~ at (w - b)e~ bt (w - c)e~ ct 

(b — a)(c — a) (a — b)(c — b) (a — c)(b — c) 

1 

—e sen co d t 
co t i 

-sen (co d t - 4>\) 

sen(a) d t + 

a> d 

1- - e ~( ü, ni sen(<y rf í + <f>i) 

(x) d 

e~^ Wnt se n (to d t + <f> i) 



Impulso unitario en el instante t = 0 


1 


Función escalón unitaria en el instante t = a 


*w d = tu„Vi - £ 2 ; i < i 

</>i = cos _1 £; £ < 1 




































APENDICE E 

Unidades 



Heinrich Rudolf Hertz 

(1857-1894) 


Físico alemán y profesor de física en el Instituto Politécnico en Karlsruhe y después en 
la Universidad de Bonn, se hizo famoso por sus experimentos con ondas de radio. Sus 
investigaciones en el campo de la elasticidad son una parte relativamente muy pequeña 
de sus logros aunque son de vital importancia para los ingenieros. Su trabajo sobre el 
análisis de cuerpos elásticos en contacto se conoce como “Esfuerzos hertzianos”, y es 
muy importante en el diseño de rodamientos de bolas y rodillos. La unidad de frecuen¬ 
cia de fenómenos periódicos, medidos en ciclos por segundo, recibe el nombre de hertz 
en unidades SI. (Fotografía cortesía de Applied Mechanics Reviews ). 


Actualmente, el sistema inglés de unidades está siendo reemplazado por el Sistema Internacional 
de unidades (SI). El sistema SI es la versión modernizada del sistema métrico de unidades. Su 
nombre en francés es Systéme International; de ahí la abreviatura SI. El sistema SI tiene siete uni¬ 
dades básicas. Todas las demás unidades se pueden derivar de estas siete (E.1-E.2J. Las tres unidades 
básicas de interés en el estudio de vibraciones son el metro para longitud, el kilogramo para masa 
y el segundo para tiempo. 

Los prefijos comunes para múltiplos y submúltiplos de unidades SI se dan en la tabla E.l. En 
el sistema SI, las unidades deben abreviarse con cuidado. Por ejemplo, un par de torsión de 4 N X 2 m 
se debe expresar como 8Nmu8N*m con un espacio o un punto entre N y m. No se debe escribir 
Nm. Otro ejemplo es 8 m X 5 s = 40 m s o 40 m • s o 40 metros-segundos. Si se escribe como 40 
ms, significa 40 milisegundos. 


Conversión de unidades 


Para convertir las unidades de cualquier cantidad dada de un sistema a otro, utilizamos la equiva¬ 
lencia de unidades de la tabla E.2. Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento. 
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Tabla E.l 

Prefijos para múltiplos y submúltiplos de unidades SI 



Múltiplo 

Prefijo 

Símbolo 

Submúltiplo 

Prefijo 

Símbolo 

10 

deka 

da 

lO' 1 

deci 

d 

10 2 

hecto 

h 

10“ 2 

centi 

c 

10 3 

kilo 

k 

10- 3 

milli 

m 

10 6 

mega 

M 

10“ 6 

micro 

p 

10 9 

giga 

G 

10- 9 

nano 

n 

10 12 

tera 

T 

10“ 12 

pico 

p 


Tabla E.2 Conversión de unidades 

Cantidad 

Equivalencia en el sistema SI 

Equivalencia en el sistema inglés 

Masa 

1 lb r seg 2 /pie(slug) = 14.5939 kg 

1 kg = 2.204623 lb m 


= 32.174 lb m 



1 lb m = 0.45359237 kg 

= 0.06852178 slug 



(lb r sec 2 /pie) 

Longitud 

1 pulg =0.0254 m 

1 m = 39.37008 pulg. 


1 pie= 0.3048 m 

= 3.28084 pie 


1 milla = 5280 pie= 1.609344 km 

1 km = 3280.84 pie = 0.621371 milla 

Área 

1 pulg 2 = 0.00064516 m 2 

1 m 2 = 1550.0031 pulg 2 


1 pie 2 = 0.0929030 m 2 

= 10.76391 pie 2 

Volumen 

1 pulg 3 = 16.3871 X 10“ 6 m 3 

1 m 3 = 61.0237 X 10 3 pulg 3 


1 pie 3 = 28.3168 X 10 _3 m 3 

= 35.3147 pie 3 


1 US gallón = 3.7853 litros 

= 10 3 litros = 0.26418 US gallón 


= 3.7853 X 10“ 3 m 3 


Fuerza 0 peso 

1 lb f = 4.448222 N 

1 N = 0.2248089 lb f 

Par de torsión 0 momento 

1 lbfpulg = 0.1129848 Nm 

1 N-m = 8.850744 lb r pulg 


1 lb r pie= 1.355818 N-m 

= 0.737562 lb r pie 

Esfuerzo, presión 0 

1 lbf /pulg 2 (psi) = 6894.757 Pa 

1 Pa = 1.450377 X 10 -4 lb f /pulg 2 (psi) 

módulo elástico 

1 lb f /pie 2 = 47.88026 Pa 

= 208.8543 X 10“ 4 lb f /pie 2 

Densidad de masa 

1 lb m /pulg 3 = 27.6799 X 10 3 kg/rn 3 

1 kg/m 3 = 36.127 X 10“ 6 lb m /pulg 3 


1 lb m /pie 3 = 16.0185 kg/m 3 

= 62.428 X 10 -3 lb m /pie 3 
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Ejemplo E.l 


Ejemplo E.2 


Momento de inercia de masa: 


í Momento de inercia \ / Momento de inercia \ / Factor \ 


^de i 


i unidades I I de 


SI 


unidades I X I de 


/ \ inglesas / \ multiplicación/ 


(kg-nr) = (N-m-s 2 ) = 


= • lb- V- ÍT1 - • 


lb f 


Vpulg 


pulg Kseg 2 ) 


= (N por 1 lb f )(m por 1 pulg)(lb f -pulg-seg 2 


= (4.448222) (0.0254) (lb f -pulg-seg 2 ) 
= 0.1129848 (lb f -pulg-seg 2 ) 


Esfuerzo: 


(Esfuerzo en unidades SI) = (Esfuerzo en unidades inglesas) X 


í Factor de \ 
^multiplicación J 


(Pa) 


(N/m 2 ) 




1 



(N por 1 lbf) 
(m por 1 pulg) 2 


(lbf /pulg 2 ) 


(4.448222) 

= -— (lbf /pulg") 

(0.0254) 2 

= 6894.757 (lb f /pulg 2 ) 


N 1 



(lbf /pulg 2 ) 


Referencias _ 

E.l E. A. Mechtly, “The International System of Units”, (2a. ed. rev.), NASA SP-7012, 1973. 

E.2 C. Wandmacher, Metric Units in Engineering—Going SI, Industrial Press, Nueva York, 1978. 











APÉNDICE F 

Introducción a MATLAB 



Thomas Young 

(1773-1829) 


Físico y médico británico. Introdujo el módulo de Young y el principio de interferencia 
luminosa. Estudió medicina y se tituló en 1796. Fue nombrado profesor de Filosofía 
Natural en la Roy al Institution en 1801, pero renunció en 1803 ya que sus conferencias 
eran decepcionantes para el grueso del público. En 1811 se unió al hospital St. George 
en Londres como médico, donde continuó hasta su muerte. Young hizo muchas con¬ 
tribuciones a la mecánica. Fue el primero en utilizar los términos “energía” y “trabajo 
consumido” (es decir, trabajo realizado) para las cantidades mv 2 y Fx, respectivamen¬ 
te, donde m es la masa del cuerpo, v es la velocidad, F es una fuerza y x es la distancia 
recorrida por F y para expresar que los dos términos son proporcionales entre sí. De¬ 
finió el término módulo (el cual llegó a ser conocido como módulo de Young) como el 
peso que duplicaría la longitud de una barra de sección transversal unitaria. 


MATLAB, derivado de MATriz LABoratory es un paquete de “software” que se puede utilizar para 
solucionar varios problemas científicos y de ingeniería, incluyendo ecuaciones algebraicas lineales, 
ecuaciones no lineales, diferenciación e integración numéricas, ajuste de curvas, ecuaciones diferen¬ 
ciales ordinarias y parciales, optimización y trazo de gráficas. Utiliza notación matricial de forma 
extensa; de hecho, el único tipo de datos en MATLAB es una matriz de valores complejos. Por lo 
tanto, maneja escalares, vectores y matrices de valores reales y enteros como casos especiales de 
matrices complejas. El programa se puede utilizar para ejecutar una sola instrucción o una lista 
de instrucciones, llamada archivo de comandos. MATLAB ofrece excelentes capacidades de trazo de 
gráficas y programación. También se puede utilizar para resolver muchos tipos de problemas 
de forma simbólica. Se pueden realizar cálculos sencillos introduciendo una instrucción, semejante 
a lo que se hace con una calculadora en la ventana de comandos. Los símbolos que se deben utilizar 
para las operaciones aritméticas básicas de suma, resta, multiplicación, división y exponenciación 
son +, —, / y A , respectivamente. En cualquier expresión, los cálculos se realizan de izquierda 

a derecha, con la exponenciación que tiene la más alta prioridad, seguida por la multiplicación y 
división (con igual prioridad) y luego la suma y la resta (con igual prioridad). Utiliza el símbolo 
log para indicar el logaritmo natural (ln). MATLAB utiliza una doble precisión durante los cálculos 
pero imprime los resultados en la pantalla en un formato más corto. Esta opción preestablecida se 
puede cambiar utilizando el comando format. 
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F.i Variables 


Los nombres de variables en MATLAB deben comenzar con una letra y pueden tener una longi¬ 
tud de hasta 31 caracteres con cualquier combinación de letras, dígitos y guiones bajos. Las letras 
mayúsculas y minúsculas se tratan por separado. Como ya antes se enunció, MATLAB trata todas 
las variables como matrices, aunque las cantidades escalares no se tienen que dar como arreglos. 


F.2 Arreglos y matrices 


El nombre de una matriz se debe iniciar con una letra y le puede seguir cualquier combinación 
de letras y dígitos. Las letras pueden ser mayúsculas o minúsculas. Antes de realizar operaciones 
aritméticas como suma, resta, multiplicación y división en matrices, habrá que crear las matrices 
aplicando instrucciones como las siguientes: 

Vector fila 


» A = [1 2 3]; 

Un vector fila se trata como una matriz 1 por n\ sus elementos se encierran entre paréntesis rec¬ 
tangulares y se separan por espacios o comas. Observe que el indicador de línea de comandos en 
la versión profesional de MATLAB es » en tanto que en la edición estudiantil de MATLAB es 
EDU S>. Si al final de un renglón no se escribe un punto y coma, MATLAB muestra en pantalla 
los resultados del renglón. 

Vector columna 


[l 

» A = 2 o A = [1; 2; 3] o A = [1 2 3]'; 

3] 

Un vector columna se trata como una matriz n por 1. Sus elementos pueden ser ingresados en 
renglones diferentes o en un solo renglón utilizando un punto y coma para separarlos, o en un solo 
renglón utilizando un vector fila con una prima en el paréntesis del lado derecho (para indicar la 
transpuesta). 

Matriz 

Para definir la matriz 


[A] 


1 2 3 
4 5 6 
7 8 6 


se puede utilizar la siguiente especificación: 

[12 3 

» A = 4 5 6 o A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]; 

7 6 9] 
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F.3 Arreglos con estructura especial 


En algunos casos se utiliza la estructura especial de un arreglo para especificarlo en una forma más 
simple. Por ejemplo, A = 1:10 indica un vector fila 

A = [1 23456789 10] 

y A = 2:0.5:4 representa el vector fila 

A = [2.5 3.0 3.5 4.0] 


F.4 Matrices especiales 


Algunas de las matrices especiales se identifican como sigue: 

» A = eye (3); implica una matriz identidad de orden 3. 


A = 


1 

0 

0 


0 o 
1 o 
0 1 


» A = ones (3); implica una matriz cuadrada de orden 3 con todos los elementos iguales a uno, 


A = 


1 1 
1 1 
1 1 


1 

1 

1 


» A = zeros(2, 3); implica una matriz 2X3 con todos los elementos iguales cero, 


0 0 0 
0 0 0 


F.5 Operaciones con matrices 


Para sumar las matrices [A] y [/i] para obtener [C], utilizamos la instrucción 

» C = A + B\ 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales [A] X = B, definimos la matriz A y el vector B y 
utilizamos la siguiente instrucción: 


» X = A\B 
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F.6 Funciones en MATLAB 


MATLAB contiene muchas funciones integradas, como las siguientes: 

Raíz cuadrada de x: sqrt(x) 

Seno de x: sen(.r) 

Logaritmo de x base 10: logl0(.r) 

Función gama de x: gamma(i) 

Para generar un nuevo vector de 11 valores dado por la función y = e -2x eos x con x = 0.0, 0.1,..., 
1.0, escribimos lo siguiente: 

»x = [0: 0.1: 1]; 

^>y = exp(—2*x).*cos(.r).; 


F.7 Números complejos 


MATLAB considera automáticamente el álgebra de números complejos. Se puede utilizar el símbolo 
i o j para representar la parte imaginaria sin necesidad de un asterisco entre i o j y un número. Por 
ejemplo, a = 1 — 3; es un número complejo con partes real e imaginaria iguales a 1 y —3, respecti¬ 
vamente. La magnitud y ángulo de un número complejo se determinan por medio de las instrucciones 

>> a = 1 - 3i; 

>> abs (a) 
ans = 

>> angle (a) 
ans = 

... (en radianes) 


F.8 Archivos M 


MATLAB se puede utilizar de un modo interactivo escribiendo cada comando desde el teclado. En 
este modo, MATLAB realiza las operaciones como una calculadora. Sin embargo, hay situaciones 
en las que este modo de operación es deficiente. Por ejemplo, si los mismos conjuntos de comandos 
se tienen que repetir varias veces con diferentes valores de los parámetros de entrada, desarrollar 
un programa MATLAB será más rápido y más eficiente. 

Un programa MATLAB se compone de una secuencia de instrucciones MATLAB escritas 
fuera de MATLAB y luego ejecutadas en MATLAB como un solo bloque de comandos. Dicho 
programa se conoce como archivo de comandos (scrip file ) o archivo M. Es necesario nombrar 
el archivo de comandos. El nombre debe terminar con .m (un punto (.) seguido por la letra m). A 
continuación se presenta un archivo M típico (llamado f ibo .m): 


file "fibo.m" 

% archivo-m para calcular números Fibonacci 

f=[l 1] ; 

i=l; 

while f(i)+f(i+l)<1000 
f(i + 2)=f(i)+f(i + 1) ; 
i=i+l; 


end 
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También se puede utilizar un archivo M para escribir subrutinas de función. Por ejemplo, la solu¬ 
ción de una ecuación cuadrática 


Ax 2 + Bx + C = 0 

se puede determinar utilizando el siguiente programa: 


% rootsquadra.m (Nota: El renglón que comienza con % indica un renglón 
de comentario) 

function [xl, x2] = rootsquadra(A, B, C) 

% det = determinant 
det = a 2 - 4 * A * C; 
if (det < 0.0); 

xl = (-B + j * sqrt(-det))/(2 * A); 

x2 = (-B - j * sqrt(-det))/(2 * A); 

dispí'Las raíces son conjugados complejos'); 
elseif (abs(det) < le-8); % det = 0.0 
xl = -B / (2 * A) ; 

x2 = -B / (2 * A) ; 

disp('Las raíces son idénticas'); 
else (det > 0); 

xl = (-B + sqrt(det))/(2 * A); 
x2 = (-B - sqrt(det))/(2 * A); 
disp('Las raíces son reales y distintas'); 

end 


El programa roots quadra. m se puede utilizar para determinar las raíces de una ecuación cua¬ 
drática con A = 2, B = 2, C = 1, por ejemplo, como sigue: 


Las raíces son conjugados complejos 
xl = 

-0.5000 + 0.5000Í 
x2 = 

-0.5000 - 0.5000Í 


Trazo de gráficas 


Para trazar una gráfica en MATLAB, definimos un vector de valores de la variable independiente 
x (matriz x) y un vector de valores de la variable dependiente correspondiente a los valores de x 
(matriz y). Entonces, la gráfica se puede trazar utilizando el comando 

plot (x,y) 

Como un ejemplo, se pueden utilizar los siguientes comandos para trazar la función y = x 2 + 1 en 
el rango 0áj;<3: 

x = 0 : 0.2 : 3; 
y = x 2 + 1; 
plot (x,y); 
hold on 
xl = [03]; 

yl = [ 00 ]; 
plot (xl,yl); 
grid on 
hold off 
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Observe que los dos primeros renglones se utilizan para generar las matrices x y y (con incrementos 
de 0.2 para x); el tercer renglón traza la gráfica (utilizando líneas rectas entre los puntos indicados); 
los seis renglones siguientes permiten trazar los ejes x y y junto con el trazo de la cuadrícula (usando 
el comando grid on). 


F.io Raíces de ecuaciones no lineales 


Para hallar las raíces de ecuaciones no lineales, se puede utilizar la función MATLAB 
f zero (y, xl) . Aquí y define la función no lineal y xl indica el cálculo inicial (valor de inicio) 
de la raíz. Las raíces de polinomios se pueden determinar aplicando la función roots (p) donde 
p es un vector fila de coeficientes del polinomio en orden descendente de la potencia de la variable. 

>> f='tan (x)-tanh (x) 1 
f = 

tan (x)-tanh (x) 

>> root=fzero(f,1.0) 
root = 

1.5708 

>> roots([100000-2]) 
ans = 


-1.1225 

-0.5612 +0.9721Í 
-0.5612 -0.9721Í 
0.5612 +0.9721Í 
0.5612 -0.9721Í 
1.1225 


>> 


F.ii Solución de ecuaciones algebraicas lineales 


Un sistema de ecuaciones algebraicas lineales simultáneas [A]x = b se puede resolver utilizando 
MATLAB de dos maneras diferentes: determinando x como [A] 1 b o hallar x directamente como 
se indica por los siguientes ejemplos: 

» A= [4 -3 2; 2 3 1; 5 4 7] 

A = 

4-3 2 

2 3 1 

5 4 7 

>> b= [16; -1; 

b = 

16 
-1 
18 

>> C=inv(A) 


18 ] 
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A-30 


0.2099 0.3580 -0.1111 

- 0.1111 0.2222 0.0000 

-0.0864 -0.3827 0.2222 

>> x=C*b 

x = 

1.0000 
- 2.0000 
3.0000 

>> x=A\b 

x = 

1.0000 
- 2.0000 
3.0000 


F.12 Solución del problema de valor eigen 


Un problema algebraico de valor eigen se define como [A]X = \X, donde [A] es una matriz 
cuadrada de tamaño n X n, X es un vector columna de tamaño n y A es un escalar. Para cualquier 
matriz dada [A], la solución se puede hallar utilizando dos tipos de comandos. El uso del comando 
b = eig(A) proporciona los valores eigen de la matriz [A] como elementos del vector d. El uso 
del comando [V, D] = eig (A) produce los valores eigen como elementos diagonales de la ma¬ 
triz | D] y los vectores eigen como columnas correspondientes de la matriz [V\. El siguiente ejemplo 
ilustra el procedimiento: 

» A=[2 1 3 4; 1-3 15; 3 16-2; 45-2-1] 

A = 


2 

1 3 

4 


1 

-3 1 

5 


3 

1 6 

-2 


4 

5 -2 

-1 


>> b=eig(A) 



b= 




7.9329 

5.6689 

-1.5732 

-8.0286 




» [V, d] 

= eig(A) 



V = 




0.5601 

0.3787 

0.6880 

0.2635 

0.2116 

0.3624 

-0.6241 

0.6590 

0.7767 

-0.5379 

-0.2598 

-0.1996 

0.1954 

0.6602 

-0.2638 

-0.6756 
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d = 


7.9329 
0 
0 
0 


0 

5.6689 

0 

0 


0 

0 

-1.5732 

0 


0 

0 

0 

-8.0286 


>> 


F.13 Solución de ecuaciones diferenciales 


MATLAB contiene varias funciones o resolvedores, basados en el uso de métodos Runge-Kutta, 
que se pueden utilizar para la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de pri¬ 
mer orden. Observe que una ecuación diferencial ordinaria de orden enésimo se tiene que convertir 
en un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden antes de utilizar funciones 
MATLAB. La función MATLAB ode23 ejecuta una combinación de métodos de Runge-Kutta de 
segundo y tercer orden, en tanto que la función ode4 5 está basada en una combinación de métodos 
de Runge-Kutta de cuarto y quinto orden. Para resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de 
primer orden y = f(t, y) por medio de la función MATLAB ode2 3, se puede utilizar el siguiente 
comando: 


>>[t,y] = ode( 1 dfunc 1 ,tspan,yO) 


donde 'dfunc' es el nombre de la función m- file cuyos datos de entrada deben ser tyy, y 
cuyo resultado debe ser un vector columna que indique dy/dt, es decir, f (t,y) . La cantidad de 
filas en el vector columna debe ser igual a la de ecuaciones de primer orden. El vector tspan debe 
contener los valores iniciales y finales de la variable independiente t y, opcionalmente, cualesquie¬ 
ra valores intermedios de t a los cuales se desea la solución. El vector yO debe contener los valores 
iniciales de y ( t) . Observe que la función m- f i le debe tener dos argumentos de entrada tyy 
incluso si la función f ( t, y ) no implicara t. Se puede seguir un procedimiento semejante con la 
función ode45 de MATLAB. 

Como un ejemplo, considere la solución de la ecuación diferencial con c = 0.1 y k = 10.0: 


d 2 y dy 

-jt + c “77 + k y = 0; 

dt dt 


y{ 0 ) = 0, d -j t (0) = o 


Esta ecuación se puede escribir como un conjunto de dos ecuaciones diferenciales de primer orden 
introduciendo 


Ti = y 


y 


dy dyi 
dt dt 


d y = r = f/iÍLT)) = ÍT2 

dt l/ 2 (f, y)] \-cy 2 ~ ky x 


ya que 
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con 


*°> - U 

El siguiente programa MATLAB encuentra la solución de las ecuaciones diferenciales anteriores: 


% ProbappendixF.m 
tspan = [0: 0.05: 3]; 
y0 = [1; 0]; 

[t,y] = ode23 ('dfunc 7 , tspan, yO) ; 
[t y] 

píot (t, y (: ,1) ) ; 
xlabel ('t 7 ); 
ylabel ('y(l) and y(2) / ) 
gtext ('y(1) 7 ); 
hold on 

píot (t,y (:,2)); 
gtext ('y (2) 7 ) ; 


%dfunc.m 

function f = dfunc(t,y) 
f = zeros (2,1); 

f(l) = y (2) ; 

f (2) = -0.1 * y(2) - 10.0 * y(1); 
>> ProbappendixF 
ans = 


0 

1.0000 

0 

0.0500 

0.9875 

-0.4967 

0.1000 

0.9505 

-0.9785 

0.1500 

0.8901 

-1.4335 

0.2000 

0.8077 

-1.8505 

0.2500 

0.7056 

-2.2191 

0.3000 

0.5866 

-2.5308 

0.3500 

0.4534 

-2.7775 

0.4000 

0.3098 

-2.9540 

0.4500 

0.1592 

-3.0561 

0.5000 

0.0054 

-3.0818 

0.5500 

-0.1477 

-3.0308 

2.7500 

-0.6380 

-1.8279 

2.8000 

-0.7207 

-1.4788 

2.8500 

-0.7851 

-1.0949 

2.9000 

-0.8296 

-0.6858 

2.9500 

-0.8533 

-0.2617 

3.0000 

-0.8556 

0.1667 
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Respuestas a 
problemas seleccionados 


Capítulo 1 


1.7 ¿„, = 

1.11 

1.15 

1.24 

1.39 

1.45 


k 2 &3 ^4 ^5 + 2 &3 &4 ^5 + &2 ^4 ^5 + 2 &2 ^3 ^5 

Ct * (/^2 &4 + &2 &3 &5 “I" 2 k\ k% k^ + 2 £3 £5 + &2 ^4 + &l &2 ^5 2 ^2 ^ 3 ) 

(a) k = 37.08 X 10 7 N/m, (b) ¿ = 12.36 X 10 7 N/m, (c) k = 4.12 X 10 7 N/m 
k„ = 253.75 lb/pulg 1.17 k c( , = 3 k eos 2 a 1.21 k eq = 2 y A 


41 (d + í) 


Dd 


1.29 k = 


pyA 


1.32 k = 77.4414 N/m 1.36 F( x) = (32000* - 80) N 


1 


1.43 (a) ¿, = 5.54811 X 10 6 N-m/rad, (b) k t = 5.59597 X 10 6 N-m/rad 


^eq j ( E s A s + E a A a ) 

(a) ¿ eq = 89.931 lb/pulg f b) ¿ eq = 3.0124 lb/pulg 1.47 ¿axial = 16,681.896 lb/pulg; ¿torsión = 139.1652 lb-pulg/rad 


1.49 m eq = m ¡ 


+ m 2 + 7o 


1.52 m cq = m¡, H —^- + 7 C 

h 


h 


h r r 


1.55 (a) c eq = c, + c 2 + c 3 , 


l 2 \ 2 íhV 

(c) c eq = ci + c 2 \ — ] + c 3 | 


(b) 


lili 


c eq 


c¡ c 2 c 3 


(d) C/ eq ('{i 3“ Cf 2 


1.59 

1.76 

1.85 

1.90 

1.104 

1.114 

1.117 


7 T[JlD 2 (1 — h) 7T/xD 3 
' 2d 32h 

A = 4.4721, 6 = -26.5651° 


1.64 c = 3,225.8 N-s/m 


1.78 z — 11.1803 e ü 


x 2 (f) = 6.1966 sen(ürf + 83.7938°) 1.87 No armónico 

X = 2.5 mm, tú = 5.9092 rad/seg, w + Sea = 6.6572 rad/seg 


1.71 c = 4205.64 N-s/m 


1.81 X = 9.8082 mm, Y = 9.4918 mm, </> = 39.2072° 


1.92 A = 0.5522 mm, * mSx = 52.04 mm/seg 


eos ncot 
„2 


. . 8A ^2, »-i sen «oií 

1.110 ,(0 = 2 (- 1 )^- T ~ 


A A 2 A 00 

*rcm= X/V2 1.108 x(t) = - + - sen <ot -2 , 7 o 

77 2 77 n-2,4,6,... (n - 1) . .. 

a 00 

/>(f) =-1- 2 [ a m cos tno)! + é,„ sen /no)/ lb/pulg 2 donde a 0 = 50, o, = 31.8309, o 2 = 0, a 3 = —10.6103, 

2 m=l 

6, = 31.8309, b 2 = 31.8309, b 3 = 10.6103 

«o = 19.92,0, = -20.16, a 2 = 3.31, o 3 = 3.77; 6, = 23.52, b 2 = 12.26, b 3 = -0.41 


Capítulo 2 


2.2 (a) 0.1715 seg, (b) 0.2970 seg 2.4 0.0993 seg 


2.6 (a) A = 0.03183 m, 

(b) x 0 = 0.07779 m/s, 


( c ) *máx = 0.31415 m/s 2 , 

(d) <j) ü = 51.0724° 
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2.8 


o n = 22.1472 rad/seg 2.10 o> n = 4.8148 rad/seg 2.13 aj n = [ k /(4m) j 1 / 2 


2.15 (a) co n = . 


M’ 


(b) o)„ = 


4fc 

m + M 


2.17 = 


g / 3£,/, 48E 2 / 2 


/? 


2.19 k = 52.6381 N/m, m = 1/3 kg 2.21 (a) « n = 


kg cosec - 6 
W 


ñ 


(b) u n = 


2.23 

2.28 

2.34 

2.42 

2.49 

2.53 

2.64 


. £ 8m 

(a) tü„ = A /—, (b) a>„ = y— 


2ra 


í ¿ - - 


/I 1\ , T(a + b) 

2.26 (a) mx + I —I- — ) Tx = 0, (b) a) n = A /--- 

b J V mflo 


T = 1656.3147 Ib 2.30 (a) N = 81.914 rpm, (b) co n = 37.5851 rad/seg 2.32 co n = 

2.37 Torsión con respecto al eje z 2.39 a) n = 2578.9157 rad/seg 

Jo 


M = 


co ¿ Wc — 2A:gc 


2.44 mx + (/:i + ^ 2 ) x = 0 


2.47 m 


x + 16 kx = 0 


K Wg + Waco~ — 2 kga) 

(x) n = 359.6872 rad/seg 2.51 x(r) = 0.1 eos 15.8114í + 0.3162 sen 15.8114í m 

x 0 = 0.007864 m; jr 0 = -0.013933 m/s 2.55 x 0 = 4 m/s 2.57 d = 0.1291 pulg, N= 29.58 

c o n = 2rad/s, / = 2.4525 m 2.66 r 7I = 1.4185 seg 2.68 co n = 13.4841 rad/seg 

r (k¡ + k 2 )(R + afyn 


2.70 r n = 0.04693 seg 2.72 co n = 17.7902 rad/seg 


2.74 o)„ = 


f (k¡ + k 2 ){R + 
l 1.5 mR 2 1 


2.76 

2.91 

2.100 

2.105 

2.112 

2.120 

2.121 

2.123 

2.143 

2.150 


|m/ - 6 + ( k, + k¡a~ + k 2 r)d = 0 
45.1547 rad/seg 2.93 o>„ = 

+ I e -(io/(x 0 +w„j: 0 )) 


2.86 m e// = m 


2.88 


2.95 ct>„ = 


16 kr 1 


2.98 (a) 14265.362, 

(b) 3.8296 


X máx l *0 


e = 0.09541° 


mr~ + ,/ (1 

2.103 (a) c c = lOOON-s/m, (b) = 8.6603 rad/seg, (c) 5 = 3.6276 


2.107 f = 0.013847 2.109 m = 500 kg, k = 27066.403 N/m 


3 .. 

2.116 — mx + ex + 2kx = 0 

2 


2.118 p 0 = 2682.8816 kg/m J 


(a) J Q = 1.9436 X 10~ 4 N-m-s 2 , (c) c, = 5.3887 X 10" 4 N-m-s/rad, 

(b) r„ = 1.8297 seg, (d) k, = 2.2917 X 10“ 3 N-m/rad 

(a) 1 = 0.75, (ú d = 6.6144 rad/s, (b) £ = 1.0 ,m d = 0, (c) £ = 1.25 

(a) 60.8368 J, (b) 124.6784 J 2.139 Coulomb, 5N, 14.1421 rad/seg 

4 p,N 


2.145 c eü = 

eq -ttwX 


2.141 5.8 mm 

2.148 1.40497 s 


(a) 5 (b) 0.7025 seg (c) 1.9620 cm 

7/ 02 XV 

1 .7022 seg, 0.004 m 2.152 p = 0.03032, c cq = 0.04288 N-s/m, AIV = 19.05 X 10“ 6 N-m 2.154 h = 0.583327 N/m 


Capítulo 3 

3.2 5 seg 

3.4 (a) = 0.1 eos 20í + t sen20í (b) x(t) = (0.5 + í)sen20í (c) jc(í) = 0.1 eos 20í + (0.5 + í)sen20í 

3.6 (a) x(t) = 0.18 eos 20? — 0.08 eos 30?, (b) x(?) = 0.08 eos 20? + 0.5 sen 20? — 0.08 eos 30?, 

(c) x(?) = 0.18 eos 20? + 0.5 sen 20? — 0.08 eos 30? 

mr/ 3 N 2 


3.8 9.1189 kg 


3.16 X = 


22.7973 Eba 3 - 0.2357 pabf N 2 


3.18 w = 743.7442 Hz 


3.22 0.676 seg 
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3.24 Sp(t) = O sen ídí con 0 = —8.5718 X 10 4 rad y o> = 104.72 rad/seg 
3.26 x p (t) — 0.06610 eos (lOí — 0.1325) m 

*totai(0 = 0.0345<T 2 ' eos (19.8997/ + 0.0267) + 0.0661 eos(10/ - 0.1325) m 


3.28 x p (t) = 0.25cosí 20/-1 m 


x total (z) = 0.261 le~ ¿t eos (19.89971 + 1.1778) + 0.25 eos 20/-m 


3.30 k = 6.6673 X 10 4 lb/pulg, c = 2.3983 lb-seg/pulg 3.32 r = \/1 - 2£ 2 , Z m áx = 


Í2 VÍ-^ 2 


3.34 f = 0.1180 


3.41 (a) 64.16 rad/seg, (b) 967.2 N-m 

3.43 (a) £ = 0.25, (b) coj = 22.2145 rad/secg, (¿2 = 38.4766 rad/seg 3.45 169.5294 X 10 -6 m 


3.47 k = 1.0070 X 10 5 N/m, c = 633.4038 N-s/m 


3.53 0.3339 sen 25 t mm 


3.55 X — 0.106 m, s = 246.73 km/hr 


3.57 c = (k - mío 2 )/ai 3.59 0(f) = 0.01311 sen (10/ - 0.5779) rad 3.63 x p (t) = 110.9960 X 10“ 6 sen (314.16/ + 0.07072) m 
3.66 0.4145 X 10 _3 m, 1.0400 X 10 -3 m 3.68 1.4195 N-m 3.70 £ = 0.1364 3.74 Fuerza máxima = 26.681b 

3.82 fx — 0.1 3.85 (a) 10.2027 lb/pulg, (b) 40.8108 lb-pulg 3.88 ’ 

3.91 (a) 1.0623 Hz, (b) 1.2646 m/s, (c) 5.557 X 10“ 4 m 

Capítulo 4 

F 0 4Fq “ 1 1 

4-2 = ñ - 27 2 , =cos (mu/ - </>„) 

2k Tr'k „= 1,3,... » 2 V ( ! - rV ) 2 + (2£nr) 2 


{ rrXk 4k 


con r = a)/o n y <f> n = tan 


2¿¡nr 

1 - nV 


4.6 0(f) = 0.0023873 + 2 


f318.3091 sen 5.8905« cosn cu/ + 318.3091 (1 — eos 5.8905«) sen ntoí ) 


lki\ «(392700.0 - 1096.6278n 2 ) 

4.13 x p (t) = 6.6389 X 10~ 4 - 13.7821 X 10“ 4 cos( 10.472/ - 0.0172) 

+ 15.7965 X 10 -4 sen (10.472/ - 0.0172) + ... m 

F 0 ( sen io n (t - f 0 ) - seno),,/) 

4.16 x(t) = —\ 1 H->; paraí > íq 

k l (o n t 0 J 


rad 


4.19 x(t) = 


F 0 


2 k\ 1 - 


w„í 0 

ai 2 

2--I 1 - cos- 

<' 


Fq 

k 


1 — eos &>„ t — 


paral > tt/io. 


4.25 x(t) = 1.7689 sen 6.2832 (f - 0.018) - 0.8845 sen 6.2832/ 

— 0.8845 sen 6.2832 (f — 0.036)m; para/> 0.036 seg 

4.29 x p (t) = 0.002667 m 4.32 0(/) = 0.3094e“' + 0.05717 sen 5.4127/ - 0.3094 eos 5.4127/rad 

4.35 x(l) = 0.04048e -f + 0.01266 sen 3.198/ — 0.04048 eos 3.198/m 4.37 x{t) = 0.5164e -, sen 3.8729/ m 
Fo 


4.50 


x,„ =-[(1 — eos íu„/o) 2 + ( 0, n ! tt ~ sen ÍU„/ 0 ) 2 ] 1/2 ; P ara / > /(i 4.53 d = 0.6 pulg 4.56 k = 12771.2870 lb/pulg 

k<i>„t 0 


4.60 x(t) = < 


mio n 

Fo 


, (I — eos <o„t)\ 


[eos íu„(/ — Zq) — eos &>„/]; / — fo 
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Capítulo 5 

5.5 oj| = 3.6603 rad/seg, o, 2 = 13.6603 rad/seg 


5.7 coi — . i —, (jo 2 
m 


5.9 1.1 pulg 2 


5.10 (o¡ = 7.3892 rad/s, co 2 = 58.2701 rad/s 

fg , fg 
1 


5.11 ft)f 2 = 


48 El 


( m¡ + 8 m 2 ) -+- \/(mi - 8m 2 ) 2 


5.13 coi = 0.7654 ^/y, = 1-8478 


7 m¡m 2 

5.16 (ai = 12.8817 rad/seg, íd 2 = 30.5624 rad/seg 


5.19 *,(?) = 0.1046 sen 40.4225? + 0.2719 sen 58.0175?, 

* 2 (?) = 0.1429 sen 40.4225? - 0.09952 sen 58.0175? 


5.21 o¡ = 3.7495 , VT., io 2 = 9.0524, 
V m/r 


5.25 x 2 (0) = r i *i(0) - 


-n(o) 


i 2 (0) = r¡ ijfO) = 


“ 3 - {ÍW* 1 ■ {-¡:W 

i,(0) 


V5-l’ zv ' 1 lv ' V3-1 

5.29 x¡ (?) = 0.5 eos 2? + 0.5 eos Vl2?; * 2 (?) = 0.5 eos 2? — 0.5 eos Vl2? 

5.36 a>, = 0.5176 Vi, Vo, "2 = 19319 Vi,/7 0 5.39 = 0.38197 Vi,/7 0 , o 2 = 2.61803 Vi,/7 0 

5.41 Ecuación de frecuencia: 

w 4 (/H] m 2 / 2 Z 2 ) — V |m 2 Z 2 (W[ Zj + i/ 2 ) + m, l\ (W 2 l 2 + i Z 2 )| 

+ (W\ h W 2 l 2 + W 2 l 2 klj + H?! /j i Z 2 ) = 0 


5.43 o)f 2 = 


(7oi + »?i,) — \/ (7oi + mk,) 2 — 4(7o — me 2 )mkk¡ 
2iii(Ji) — me 2 ) 


5.46 1000* + 40000* + 15000 0 = 900 sen 8.7267? 

+ 1100 sen (8.7267? - 1.5708) 

810 0 + 15000* + 67500 0 = 1650 sen (8.7267? - 1.5708) - 900 sen 8.7267? 
m 0 

.0 7 0 


5.49 (a) 


© 


3 k kl/6 

kl/6 17i/ 2 /36 


ÍVÍV0 ) 

l0j l/F(?)/3j 


donde Jq = m/ 2 /12 y F(í) = Fq sen 


(b) Acoplamiento estático 

5.53 (a) a) i = 12.2474 rad/seg, cd 2 = 38.7298 rad/seg 

5.56 Xj(t) = Xje iüit 

con X\ = (-40.0042 - 0.01919/) X 10 _4 pulg, 
X 2 = (0.9221 + 0.2948/) X 10 _4 pulg 


5.57 k 2 — m 2 cü 2 5.58 x 2 (t) = 


&?F n 


.(—miar + ky + k 2 ) ( ~m 2 ccr + & 2 ) — 


5.60 x\(t) = (17.2915 Fq eos cot + 6.9444 Fq sen cot) 10 4 

x 2 (t) = (17.3165 Fq eos wt + 6.9684 Fq sen ojí) 10 -4 
5.62 x\(t) = 0.009773 sen 47 tí m, x 2 (t) = 0.016148 sen 47 tí m 

[4k 

5.66 co\ = 0, (o 2 = -i / —— 5.67 Z?ic 2 — c¡b 2 = 0 

V 3 m 


5.64 * 2 (?) = (¿ eos 10? 


5.69 a 


J 2 


k k 

— H-- J a = 0 donde a = 6\ — d 2 


5.71 (D\ = 0, (x) 2 = 

mg 


6 k (m + M ) 


mM 


5.77 k > 


21 


+ 25m\m 2 


eos 10V3 í)m(í) 
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Capítulo 6 


6.1 


6.3 





6.5 


25 

/|0| + k tj (0[ — d 2 ) = eos iot 



«2 


¿2 + ^3 “J 02 + *(, (02 6l) + ^f 2 — 02- 03 - 0 


«3 

«4 \ ■■ / «A 

A + / 5 ^r) 03 + k, 2 03 - 02 


' «3 


« 2 


«3 


/ 6 0 4 + ¿r 3 l 04 “ 03 


6.12 


6.16 


7 

-1 
-5 -1 

K 

~k t . 1, 


-1 -5 

2 -1 
7 

-i. 


= 0 


6.14 


« 3 


0 3 ^~ 

«5 


= 0 


34 

-15 

6 


-15 6 

25 -10 


-10 


29 


-K 


«2 

«3 

«2 

«3 




v «3 y 

/ «4 1 

* J — 

V"5/ 


~l f . 


-tí. 



+ k 2 

1 


2 

1 ’ 

6.18 

h k 2 

1 

*1 r 

1 

6.20 

31 

1 

31/ 

2 


. feir 

r L 

-i? 


31/ 

31/ 2 _ 



m 0 

0 4m/ 2 


( ki + 1 2 ) 

~k 2 

0 

/3 

6.26 Tal = — 

L J El 

" 9/64 

1/6 

13/192 

6.22 

6.24 [1] = 

~k 2 

(i 2 + * 3 ) 

“*3 

1/6 

1/3 

1/6 



0 

"*3 

(1 3 + 1 4 )_ 

13/192 

1/6 

9/64 _ 


6.30 2k 



mi 

0 

0 

6.34 — 

"2 

0 

1 

6.32 

0 

m 2 

0 

0 

15 

0 


_ 0 

0 

m 3 

j 

1 

0 

2 _ 

6.39 

2 mi 

+ kx 

= 0 , 

ie + ge = 0 





6.41 


6.44 


6.47 


/«¡aj + (/¡i + l 2 )Aj — 12*2 = 0 
m 2 A 2 — ¿2^1 + (¿2 + ¿3) a 2 — I3A3 = 0 
/« 3 J 3 — I 3 A 2 + (¿3 + 1 4 ) x¡ = 0 
m¡Aj + Ikxy — kx 2 — 51a 3 = Fi(t) 
m 2 x 2 — kx¡ + 2 /; A '2 — 1 a 3 = F 2 (í) 
m 3 'x 3 — 51a | — 1a 2 + 71a 3 = F 3 (í) 


M 


Jo 
9 r 2 


6.36 


0 I 2 + I 3 


7 0 . 41 8 8 

*1 -T-42 + — 1a, - -1* 2 - -kx 3 = F i(f) 

9r 9 9 3 


0 

0 

/ 4 + / 5 , 

0 
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Jo .. J o \ .. 8 2 2 

-+ 3m + — ]x 2 ~ -kxi + -kx 2 + -kx 3 = F 2 (t) 

9 r \ 9 r ) " " 3 

8 2 

mx 3 — — kxy + — kx 2 + 5kx$ = F 3 (t) 

6.49 a>i = 0.44504vT/ra, co 2 — 1.2471 Vkjm, co 3 — 1.8025vT/m 
6.52 co¡ = 0.533399 Vkjm, co 2 = 1.122733Vk/iñ, (o 3 = 1.669817Vk/m 

6.55 Á¡ = 2.21398, A 2 — 4.16929, A 3 = 10.6168 6.58 co¡ = 0.644798Vg//, co 2 — 1.514698Vg7¿, "3 = 2.507977Vi7^ 


6.61 (üj = 0.562587,/—,o) 2 = 0.915797./—, w 3 = 1.584767,/— 6.64 [X] = 

™7 ...7 


mi 


mi 


6.67 

6.75 

6.77 

6.79 

6.82 


k k k 

o;, = 0.7653./ — , 0 » = 1.8478,/—,a) 3 = 3.4641,/— 
V »i V * V m 

a), = 0, o) 2 = 0.752158V17'”» "3 = 1.329508VFA» 


1 1 0 

-1 1 V273 

1 1 V8/3_ 


jt 3 (/) = jt[o10.5 eos 0.4821,/—/ — 0.3838 eos ,/—/ + 0.8838 eos 1.1976,/—/ 

{°- 

7 S'} 


} 


rp~ rp~ rp~ i 

x 3 (t) = x 20 { 0.1987 eos 0.5626 J —t - 0.06157 eos 0.9158 A /—í- 0.1372 eos 1.5848./— 

1 V /w V V /m J 

*i(0 = + 

(.3 \ 4k V m 


6.84 ^(f) = 


eos 2/ H— sen 2/ + eos V 1 2í -— sen Vl2f 

2 Vl2 


; *2(0 = j 


eos 2í H— sen 2/ — eos V I 2/ H- —sen V12/ 

2 VI2 


6.90 


6.92 


6.99 


! - 0.0000025 | 

0.0005190 > eos 100/ radianes 
-0.0505115 


í 5.93225 1 „ , 

. , I F 0 . Í0.( 

a(/) = ^ 10.28431 cosa)/ 6.95 x(t) = | 


F o _ ^ , [0.03944(1 - eos 18.3013/) + 0.01057 (1 - eos 68.3015/) \ 


( 12.58863 ) 

x 3 (t) = 0.0256357 cos(o)/ + 0.5874°) m 


05387 (1 - eos 18.3013/) - 0.00387 (1 - eos 68 . 


.3015/) j 


Capítulo 7 

7.1 (a) aij - 2.6917 

7.10 0.4082V^T/ñ 7.12 1.0954. 


Íei 

Íei 

[ 

v m / 3 

(b) o), - 2.7994 J— 

V mi 

7.3 3.5987 ,/- 

V 1 


El 
mi 3 


7.5 0.3015V¿/m 


7.19 o)i = 0, 0)2 — 6.2220 rad/s, 0)3 — 25.7156 rad/s 7.22 0)1 = \Zk/m 


7.27 o), = 0.3104, a ) 2 = 0.4472, ü ) 3 = 0.6869 donde io¡ = l/Vk¡ 
7.30 £, = 0.765366, S 2 = 1.414213, S 3 = 1.847759 con o)¡ = S, 

7.37 oij = 0.2583, oi 2 = 3.0, a ) 3 = 7.7417 7.41 [C/] _I = 

Capítulo 8 


G¿ 

IJo 

0.44721359 0.083045475 - 0.12379687' 

0 0.41522738 1.1760702 

0 0 1.7950547 


8.1 28.2843 m/seg 8.3 o ) 3 = 9000 Hz, ambas se incrementaron 9.54% 

8 al 


8.6 (a) 0.1248 X 10° N, (b) 3.12 X 10“ N 8.8 w(x,t) = 


„ »-i 1 ti7TX nirct 

3 2 j (-1) 2 -/sen^^sen- 

77 C 77 = 1,3,5,... n 


l 


l 


l \ V3 9/j irx V3 96 2 itjc V3 96 4 7/a V3 9/( 5 77 a 

8.11 w [ x, — = -3— sen —— I-3— sen— -3- sen — -1-3- sen—— 

c) 2 ir 2 1 8tt 2 i yi-ir 1 5077 2 l 
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(j)l AEwcík — Meo 2 ) 
8.17 tan— = 


A 2 E 2 w 2 — Mo> l kc 


2/„2 


mi [ wl 2 A¡EiC 2 
8.20 tan—tan 


nir G 

8.23 co n = —;n = 1,2,3, ... 
Ci í?2 A 2 E 2 Ci / V p 


( 2 /J + 1 ) 7 T / g 

8.25 = -—- ,/—/i = 0,1,2, ... 8.28 5030.59 rad/seg 8.31 eos f3l cosh ¡31 = —1 

2 V p/ 2 

8.34 tan f3 / — tanh ¡il — 0 8.36 20.2328 N-m 8.39 eos ¡31 cosh /}/ = 1, y tan ¡31 — tanh ¡31 = 0 

2 


,_/ £/ 0 Y /2 , , í 0/ 0/ 

8.41 cu ~ V120 | —-— — ] 8.46 w(x , í) = — — ^ ^cos (3x + cosh (3x + tan — sen (3x — tanh — senh ¡3x — 2 f sen cot 


\pA 0 r 


8.49 w(x,t) = ^W n (x) q n {t) donde q„(t) = 

n =1 


2 pAc‘ 
M 0 dW n 


pAlc¿ dx 


x=l 


(1 — eos co n t ) 


Wq 7 tx 27ry y n P 

8.60 w(x, y , /) =-sen — sen—— sen ay^t 8.62 = - , donde J m (y n R) = 0; m = 0, 1, 2, = 1,2, ... 

ít>i 2 a b p 

[W I EIo \eAq 

8.63 22.4499a /-r 8.65 w = 15.4510 A /-r 8.67 7.7460./- 8.70 2.4146./-^ 8.72 w w 13867.3328rad/seg 

VpA/ 4 VpA/ 4 VpA 0 / 4 Vm 0 / 2 


8.74 (a) 1.73205 


pE 

[J 

Fe 

Fp í 


(b) 1.57669 J—r, 5.67280, 


8.77 coi — 3.142,/ t,£u 2 — 10.12, 

Jpl 2 ’ 

Vp/ 2 ' 

v pi 2 

V p/ 2 V , 


P0 


Capítulo 9 


9.1 Alrededor de 46.78 km/hora 9.3 m c r c = 3354.6361 g-mm , 6 C = —25.5525° 9.5 7714 = 0.99 oz, 64 = —35° 

9.8 1.6762 oz, a = 75.6261° CW 

9.11 Quitar 0.1336 Ib a 10.8377° en sentido contrario a las manecillas del reloj y 0.2063 Ib en el sentido de las manecillas del reloj en el plano C 
en los radios de 4 pulg 

9.14 (a )R a = -28.4021} - 3.5436 k,R B = 13.7552} + 4.77491, (b) m L = WA4g,e L = 7.1141° 

9.17 (a) 0.005124 m, (b) 0.06074 m, (c) 0.008457 m 

9.20 (a) 0.5497 X 10 8 N/m 2 (b) 6.4698 X 10 8 N/m 2 (c) 0.9012 X 10 8 N/m 2 

9.22 F xp = 0, F xs = 3269.4495 Ib, M zp = M zs = 0 9.25 El motor está completamente balanceado en cuanto a fuerza y momento 

9.27 0.2385 mm 9.30 (a) w < 95.4927 rpm (b) w > 276.7803 rpm 9.32 k = 152243.1865 N/m 

9.35 79.7808 rad/seg - 1419.8481 rad/seg 9.37 5 est = 0.02733 m 9.40 k = 1332.6646 lb/pie 

9.43 (a) X = 11.4188 X 10 “ 3 m (b) F T = 44.8069 N 9.45 98.996% 9.47 (a) 2,775.66 Ib, (b) 40,145.811b 

9.49 49,752.86 N/m 9.64 p, = 0.3403; m 2 = 102.09 kg, k 2 = 2.519 MN/m; X 2 = - 0.1959 mm 

9.66 (a) 487.379 Ib (b) = 469.65 rpm, ÍI 2 — 766.47 rpm 9.68 Para D/d = 4/3, d = 0.5732 pulg, D = 0.7643 pulg 

9.71 0.9764 £ — £ 1.05125 9.73 m 2 = 10 kg, k 2 = 0.19986 MN/m 9.75 165.6315 lb/pulg 

(02 

Capítulo 10 


10.2 18.3777 Hz 10.4 3.6935 Hz 10.6 0.53% 10.9 35.2635 Hz 10.12 73.16% 

10.14 k = 33623.85 N/m, c = 50.55 N-seg/m 10.16 m = 19.41 g, k = 7622.8 N/m 10.19 111.20 rad/seg — 2780.02 rad/seg 

10.21 r ~ 1 10.23 £ = 0.1111 10.26 Jaula (51.93 Hz), Anillo de rodamiento interior (1078.97 Hz), Anillo de rodamiento exterior 

(830.88 Hz), Bola (193.31 Hz) 

10.29 1.8 10.30 2.9630 10.32 £ = 0.2 


Capítulo 11 


11.2 


dx 


Xj - 4 xj-¡ + 6x¡- 2 - 4 x ¡- 3 + x¡~4 


11.4 x{t = 5) = — 1 con Ai = 1 y — 0.9733 con A t = 0.5 


dt A ¡ (Af) 4 

11.6 x w = -0.0843078, jc 15 = 0.00849639 11.9 x(í = 0.1) = 0.131173, x{t = 0.4) = -0.0215287, x{t = 0.8) = -0.0676142 

11.14 Con A t = 0.07854, i 1 = iyi 2 = i, x^t = 0.2356) = 0.100111, x 2 (t = 0.2356) = 0.401132, 
x x (t = 1.5708) = 1.040726, x 2 = (í = 1.5708) = - 0.378066 
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11.20 

t 

*t 

*2 



0.25 

0.07813 

1.1860 



1.25 

2.3360 

-0.2832 



3.25 

-0.6363 

2.3370 


11.23 

<u! = 3.06147 

II 

3 

5.65685 

Fe 

11.26 

mx = 17.9274 

/ EI 

V pAl 4 ' 102 

= 39.1918 

■cTTrn 

^ S 

42- I I 

11.38 

Con A t = 0.24216267, 




t 

*t 

*2 



0.2422 

0.01776 

0.1335 



2.4216 

0.7330 

1.8020 



4.1168 

0.1059 

0.8573 




Capítulo 12 

EA 0 1 

12.2 [k] = —^—(0.6321) _ 

12.3 3.3392 X 10 7 N/m 2 

12.15 0.05165 pulg. bajo carga 


12.18 

12.19 

12.21 

12.26 

12.29 

12.32 

12.40 


P/ 3 P/ 3 

Deflexión = 0.002197-, pendiente = 0.008789 — 

El ’ F El 

o-W = -2.5056 lb/pulg 2 , o-< 2 > = 2.6936 lb/pulg 2 

Esfuerzos de flexión máximos: —37218 lb/pulg 2 , tanto en la biela como en la manivela, esfuerzos axiales máximos: — 6411 lb/pulg 2 
(en la biela), - 5649 lb/pulg 2 



cú¡ = 6445 rad/seg, o >2 — 12451 rad/seg 










INDICE 


Las entradas en letra negrita indican títulos de capítulo y secciones; las entradas en letra cursiva, indican títulos de obras. 


Absorbedor 
aislador, 703 
base rígida, 703 
de vibración dinámico, 703 
de vibración dinámico amortiguado, 709 
de vibración dinámico no amortiguado, 703 
de vibración para un motor diesel, 706 
máquina, 703 

para un conjunto de motor-generador, 707 
Absorbedores de vibración, 702, 732 
Aceleración de la base, 363 
Acoplamiento 

elástico (estático), 451 
dinámico (de inercia), 451 
Acoplamiento de coordenadas y coordenadas 
principales, 449,494 
Acróbata, 208 
Actuador de resorte, 311 
aire de salida, 311 
diafragma, 311 
resorte, 311 
varilla de válvula, 311 
Acústica, 7 

Afiladora de precisión, 317, 318 
aislador, 318 
barra rígida, 318 
polea, 318 

rueda de amolar, 318 
Agitación, 279 

Aislador de una tornamesa estereofónica, 682 
aislamiento de sistemas con desbalance 
rotatorio, 683 
Aislamiento 

bajo carga gradual, 696 
contra choques, 694 
contra vibración de la base, 687 
de fuerza (de vibración), 675 
base rígida de cemento, 675 
instrumento o máquina delicados, 675 
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por, 263, 264 
Carro de mina, 202 
cable de acero, 202 
polea, 202 

Centro de percusión, 138, 139 
Ciclo, 58 
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Cuerpo rígido, 119 
Curva de fuerza-deflexión, 183 
Chasis electrónico, 203 
China, 6 

Chladni, E.F.F., 8 
Chorro de arena, limpieza por, 411 
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Tabla de equivalencias 


Cantidad 

Equivalencia en el sistema SI 

Equivalencia en el sistema inglés 

Trabajo o energía 

1 pulg - lb f = 0.11298484 J 

1 pie- lb f = 1.355818 J 

1 Btu = 1055.056 J 

1 kWh = 3.6 X 10 6 J 

1 J = 8.850744 pulg - lb f 

1 J = 0.737562 pie- lb f 
= 0.947817 X 10 -3 Btu 
= 0.277778 kWh 

Potencia 

1 pulg - lb f /seg = 0.1129848 W 

1 pie - lb f /seg = 1.355818 W 
= 0.0018182 hp 

1 hp = 745.7 W 

1 W = 8.850744 pulg.- lbf/seg 

1 W = 0.737562 pie- lbf/seg 
= 1.34102 X 10“ 3 hp 

Momento de área de inercia o 
momento segundo de área 

1 pulg 4 = 41.6231 X 10“ 8 m 4 

1 pie 4 = 86.3097 X 10~ 4 m 4 

1 m 4 = 240.251 X 10 4 pulg 4 
= 115.862 pie 4 

Momento de inercia de masa 

1 pulg — lbf - seg 2 = 0.1129848 m 2 -kg 

1 m 2 • kg = 8.850744 pulg — lbf — seg 2 

Constante de resorte: 

translatorio 

torsional 

1 lbf/pulg = 175.1268 N/m 

1 lbf/pie = 14.5939 N/m 

1 pulg - lbf/rad = 0.1129848 m-N/rad 

1 N/m = 5.71017 X 10“ 3 lb f /pulg. 

= 68.5221 X 10“ 3 lbf/pie 

1 m • N/rad = 8.850744 pulg-lb f/rad 
= 0.737562 lbf - pie/rad 

Constante de amortiguamiento: 

translatorio 

torsional 

1 lbf - seg/pulg = 175.1268 N • s/m 

1 pulg — lbf — seg/rad 

= 0.1129848 m-N-s/rad 

1 N • s/m = 5.71017 X 10“ 3 lb f - seg/pulg 

1 m • N • s/rad = 8.850744 lb f — pulg — seg/rad 

Ángulos 

1 rad = 57.295754 grados; 1 grados = 0.0174533 rad; 

1 rpm = 0.0166667 rev/seg = 0.104720 rad/seg; 1 rad/seg = 9.54909 rpm 





Masas equivalentes, resortes y amortiguadores 


Masas equivalentes 



Masa (M) fija en el extremo de un resorte ,, m 

, m ea = M + — 

de masa m q 3 



/ / 
^ ^ / 


M 



Viga en voladizo de masa m con una carga 
M en su extremo libre 


m eq = M + 0.23 m 


Viga simplemente apoyada de masa m 
con una carga M a la mitad 


m eq = M + 0.5 m 
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Masas translacionales y rotacionales 
acopladas 


Jo 


m eq = m + —- 
/í 2 

J eq = Jo + niR 2 


m x m 2 "'3 

^_o_□_□ 

-< - l 2 -► 
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Masas sobre una barra conectada 
a la bisagra 


m eq¡ = m l + 




Resortes equivalentes 



Varilla sometida a una carga axial 
(7 = longitud, A = área de sección 
transversal) 


EA 

~T 


Varilla ahusada sometida a una carga axial 
( D , d = diámetros extremos) 


7 rEDd 
4/ 


1 


Resorte helicoidal sometido a una carga 
axial (d = diámetro del alambre, Gd 4 

D = diámetro de espira medio, e i g n j) 3 

n = cantidad de vueltas activas) 


Viga doblemente empotrada con una carga , _ 192£7 

a la mitad eq / 3 










































Viga en voladizo con una carga 
en su extremo libre 



3EI 

I 3 


f 


I 
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Viga simplemente apoyada 
con una carga a la mitad 


_ 48 El 

k eq ~ p 


—— 
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Resortes en serie 


Resortes en paralelo 


111 1 
— — — + — + • • ■ + — 
k e q k] k 2 k n 


Kq ~ k\ + k 2 + ■■■ + k n 
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Amortiguadores viscosos equivalentes 




Flecha hueca sometida a torsión 
(Z = longitud, D = diámetro externo, 
d = diámetro interno) 


32/ v 


eq 


d 4 ) 


h 


T Lvwwwwixwvwww"' 1 

Fluido, viscosidad fj. 


Movimiento relativo entre superficies ^ 

paralelas (A = área de la placa más c = - 

ec l L 

pequeña) 


d 





Amortiguador hidráulico (movimiento 
axial de un pistón en un cilindro) 


C e q l-l 


3t tDH 
4 d 3 



Amortiguador torsional 


n^D 2 (l - h) naD 3 

-+ - 

2 d 32 It 


Fricción seca (amortiguamiento de 

Coulomb) (fN = fuerza de fricción, 4 fN 

w = frecuencia, Ce i ttcoX 

X = amplitud de vibración) 



























































